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SIR  LES  ARCS  DES  COURBES  PLAXES; 

Par  m.  g.  HUMBERT. 


Nous  avons  énoncé,  dans  les  Comptes  rendus  de 
V Académie  des  Sciences  (2^  semestre  i88y),  un  lliéo- 
rème  qui  constitue  l'extension  à  une  courbe  algébrique 
quelconque  de  la  célèbre  proposition  de  Graves  et 
Cliasles,  sur  les  arcs  de  couique  :  la  démonstration  de  ce 
théorème  généralisé  peut  être  donnée  dune  manière 
tout  à  fait  éléuientaire,  de  la  manière  suivante. 

INous  nous  appuierons  su^-  une  proposition,  aujour- 
d'hui bien  connue  et  que  Lagueire  a  énoncée  le  pre- 
mier : 

La  somme  des  angles  que  font  avec  un  axe  fixe  les 
rayons  qui  joignent  le  centre  d'un  cercle  aux  points 
d'intersection  du  cercle  et  d'une  courbe  algébrique 
donnée  reste  constante  si  le  rayon  du  cercle  varie,  son 
centre  demeurant  fixe. 

En  transformant  cette  propriété  par  polaires  récipro- 
ques, on  voit  que  : 

La  somme  des  angles  que  font  avec  un  axe  fixe  les 
tangentes  communes  à  une  courbe  algébrique  et  à  un 
cercle  reste  constante  si  le  rayon  du  cercle  varie,  son 
contre  demeurant  fixe. 
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Cela  posé,  soil  C  une  courbe  algébrique  quelconque^ 
menons  les  tangentes  communes  à  cette  courbe  et  à  deux 
cercles  voisins  de  même  centre  O,  de  rayons  R  et 
R.  4-  dK.  Soient  AT  et  A'T'  deux  d(;  ces  tangentes,  infi- 
niment voisines,' On  a  évidemment 

AT—  AT  =  arcÂA'-i-  R.f  ot'. 

Or  l'angle  TOT'  est^égal  à  celui  des  tangentes  A'T'  et 
AT;    soit  r/0  cet  angle -/.il  vient,  en  désignant  par  f  la 

Fis.  I. 


longueur  de  la  tangente  commune  AT,  par  L  -\-  dt  celle 

de  A'T',  par  ds  l'arc  AA', 

,/s  =  dt  -  IW/0. 

Si  l'on  fait  la  somme  de  toutes  les  équations  analo- 
gues, relatives  à  tous  les  points  de  contact  de  la  courbe  G 
avec  les  tangentes  communes  à  cette  courbe  et  au 
cercle  R,  il  vient,  puisque  S  d^  =  o,  d'après  le  tliéorème 

rappelé  plus  baut, 

S  ds  =  S  dt. 


En  d'autres  termes  : 

Si  l'on  mène  toutes  les  tangentes  communes  à  une 
courbe  algéhrique  et  à  un  cercle,  et  si  l'on  Jait  ensuite 
varier  le  rayon  du  cercle,  son  centre  restant  fixe,  les 
points  de  contact  sur  la  courbe  décrivent  des  arcs  dont 
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la  somme  al^éhriijue   est  égale  a  la  variation  de  la 
somme  algébrique  des  longueurs  des  tangentes  com- 
munes. 

Si,  eu  particulier,  on  su]>pose  que  l'un  des  eercles 
considérés  a  son  rayon  nul,  on  voit  sans  dilïîculté  que  : 

Les  ^'j  points  de  contact  d'une  courbe  de  classe  v 

avec  les  tangentes  communes  à  cette  courbe  et  ii  un 

cercle  peuvent  être  groupés  deux  à  deux,    de  manière 

à  détenniner  sur  la  courbe  ^>  arcs  dont  la  somtJie  aU^é- 

u 

bricpie  est  égale  à  la  somme  algébrique  des  longueurs 
des  tangentes  commujies. 

C'est  cette  proposition  qui,  dans  le  cas  des  coniques, 
donne  le  théorème  si  connu  sur  les  arcs  d'elli])se  ou 
d'hyperbole, 

Considéi'ons  en  effet  une  ellipse,  menons  les  quatc^ 
tangentes  communes  à  cette  courbe  et  à  un  cercle. 

Fig.  2. 


Le    théorème    qui    vient    d'être    démonti-é    apprend 
qu'on  a 

arcAA'-  arcBB'=  AT  —  A'T'— BS -4-  B'S, 


ce  qu  on  peut  écrire 

arcAB'-  arcA'B  =(AMh-MS')-  A'T' -  (  BN -^  NT' 1       B'S' 
=  AM  +  B'AI  -  (  AN  ^  B\  ), 
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ou  enfin 

AM  ^-B'M  —  arc  AB'=  A'N  -f-  BN  -  arcA'B. 

Si  Ton  remarque  maintenant  que,  d'après  un  théo- 
rème connu,  ces  points  M  et  N  sont  sur  une  même  el- 
lipse lioraofocale  à  la  proposée,  on  voit  que  l'équation 
précédente  revient  précisément  au  théorème  de  Graves 
et  de  Chasles. 


SOLUTION  DE  LA  OUESTION  PROPOSEE 
AU  CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1885; 

PvR  M.  E.  MARCHAND, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Caen. 


Etant  donné  un  hyperholoïde  à  une  nappe,  on  con- 
sidère toutes  les  cordes  D  de  cette  surface  qui  sont  vues 
du  centre  sous  un  angle  droit  et  Von  demande  : 

1°  L'équation  du  cône  lieu  géométrique  des  cordes  D 
qui  passent  par  un  point  S,  ainsi  que  les  positions  du 
point  S  pour  lesquelles  le  cône  est  de  révolution; 

1°  La  courbe  à  laquelle  sont  tangentes  toutes  les 
cordes  D  situées  dans  un  plan  donné  P,  ainsi  que  les 
positions  du  plan  P  pour  lesquelles  cette  courbe  est  une 
parabole  ou  une  circonférence  de  cercle. 

Remar (pie préliminaire .  —  Il  est  évident  que  l'énoncé 
est  équivalent  au  suivant  : 

Etudier  le  complexe  des  cordes  D  qui  sont  vues  du 
centre  sous  un  angle  droit. 

On  sait  d'ailleurs  que,  pour  traiter  de  pareilles  ques- 
tions, il   est  prélérahle  de  délinir  la  droite  par  ses  six 
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(;oordonnées  homogènes,  dont  je  vais  rappeler  la  signifi- 
cation. 

Posant,  pour  abréger, 

les  six  coordonnées  homogènes  de  la  droite 

(a,  p,Y,  a',  p',  y') 
seront  définies  par  deux  plans 

(U,  V,  w,  p),       {Ui,  Vi,  Wi.  Pi) 

passant  par  la  droite,  ou  par  deux  points 
{x,y,z,t),     {XuJ-i,^i,ti) 
situés  sur  la  droite,  au  moyen  des  équations 

/   a  =  [t'Wi]  =  [Ttt], 

(1)  P  =[ivui]  =  [yti], 

I   a'=  [pui]  =—[j'Zi], 

(2)  }  ^'=[p,i]=-[zxi], 
f  y'=[pivi]  =—[xyi]. 

Tout  complexe  sera  défini  par  une  équation  homo- 
gène 

F(a,  p,Y,a',  ^',Y')  =  o, 

laquelle  d'ailleurs  peut,  en  général,  être  mise  sous  une 
infinité  de  formes  difiérentes,  grâce  à  la  relation  iden- 
tique 

(3)  aa'--|3p'-YY'=o. 

Par  exemple,  prenant  l'équation  d'une  quadrique  sous 
la  forme 

(4)  ax^— bj^-\- cz- — K  =  o, 

on  trouve  facilement  que  le  complexe  des  droites  D  vues 


(    -o  ) 
du  CCI) Ire  sous  un  angle  droit  a  pour  équation 

(5)  /a'2-{-  ni'^'--^  «y'-—  K(a-—  '^- ^  •[- )  =  o, 

l  ss  b  -i-  c,         m  ^^  c  -h  a,         «  ;s  «  -i-  6. 

1.  D'après  les  relations  (i)  et  (2),  si  l'on  désigne  par 
o?),  )',,  ::,,  t^  les  coordonnées  du  sommet  S  du  cône  du 
complexe,  ce  cône  aura  pour  équation 
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j   ^[7-1  ]"- -+-  fn[z3ri y ^-  « [^7, ]2 


Le  premier  membre,  égalé  à  zéro,  représente  le  système 
des  deux  plans  tangents  menés  du  point  S  au  cône 

x"-        >-2       z"- 

(7)  n-  -^        ■ —  =  *'' 

lequel  cône  est  l'enveloppe  des  plans  passant  par  le 
centre  de  la  quadrique  et  la  coupant  suivant  une  hyper- 
bole équilatère.  Ce  cône,  imaginaire  dans  le  cas  de  l'el- 
lipsoïde, n'est  réel  dans  le  cas  de  l'hyperboloïde  que  si 
le  plus  grand  angle  au  sommet  du  côue  asymptote  de  la 
quadrique  donnée  est  obtus. 

Le  second  membre  représeiite  une  sphère  de  rayon 
nul  et  de  centre  S. 

Si  donc  on  fait  varier  K  d'une  manière  arbitraire,  ce 
qui  revient  à  adjoindre  à  la  quadrique  de  l'énoncé  toutes 
les  quadriques  concentiiques  et  homotliétiques,  l'équa- 
tion (6)  représente  une  famille  de  cônes  homocv- 
cliques.  Il  est  alors  facile  de  savoir  quand  le  cône  (6) 
sera  de  révolntion. 

Un  cône  de  révolution  n'étant  autre  chose  qu'un  cône 
bitangent  au  cercle  imaginaire  de  l'infini,  si  l'on  cherche 
les  trois  systèmes  de  sections  circulaires,  on  trouvei'a  : 
i"  un  système  double  correspondant  à  la  corde  des  con- 
tacts lequel  donne  les  parallèles  de  la  surface  de  révolu- 
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tiou;  2"  un  système  simple  composé  de  plans  tangents 
au  cercle  imaginaire  de  l'infini  menés  par  une  parallèle 
à  l'axe. 

Le  cône  de  sommet  S  sera  de  révolution  :  i°  si  le  pre- 
mier membre  de  (6)  représente  un  plan  double  ;  2''  si  le 
premier  membre  de  (6)  représente  deux  plans  tangents 
au  cercle  imaginaire  de  l'infini.  Par  suite  de  la  signifi- 
cation géométrique  indiquée  plus  haut,  on  voit  que  le 
cône  sera  de  révolution  : 

i"  Si  le  point  S  est  situé  sur  le  cône  (7),  auquel  cas 
le  plan  tangent  en  S  au  cône  (7)  est  perpendiculaire  à 
l'axe  ; 

2°  Si  le  point  S  est  situé  sur  l'une  des  focales  du 
cône  (7),  auquel  cas  la  focale  est  l'axe  de  révolution. 

.  2.  Je  désigne  par  «,,  v,,  w,,  p^  les  coordonnées  du 
plan  P,  et  alors  j'ai  pour  équation  tangentielle  de  la 
courbe  du  complexe 
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l        =  KJ[P(ri]2-f-[(v;/i]2-h[»Pi]-2  |. 

Le  premier  membre,  égalé  à  zéro,  donne  une  surface 
admettant  le  plan  P  comme  plan  double  5  c'est  donc,  en 
réalité,  une  courbe  plane  située  dans  le  plan  P.  Cette 
courbe  n'est  autre  chose  que  la  section  du  cône  (7)  par 
le  plan  P,  laquelle  se  réduira  à  un  point  double  si  le  plan 
passe  par  le  sommet  du  cône. 

Le  second  membre,  égalé  à  zéro,  donne  la  courbe  d'in- 
tersection du  plan  P  et  du  cercle  imaginaire  de  l'infini, 
c'est-à-dire  les  deux  points  circulaires  relatifs  à  c(; 
plan  P. 

L'équation  (8),  où  K  est  un  paramètre  arbitraire, 
représente  donc  un  système  de  coniques  homofocales 
dont  fait  partie  la  section  du  cône  (7)  par  le  plan  P. 
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Pour  que  la  courbe  du  complexe  soit  une  parabole,  il 
faut  que  la  s(;ction  du  cône  (7)  par  le  plan  P  soit  elle- 
même  une  parabole.  Le  plan  P  doit  donc  être  parallèle 
à  un  plan  tangent  au  cône  (7). 

Pour  que  la  courbe  du  complexe  soit  un  cercle,  il  faut 
que  la  section  du  cône  (7)  par  le  plan  P  soit  un  cercle 
ou  un  point  double.  On  a  d'abord  toutes  les  directions 
de  section  circulaire  du  cône  (7).  On  a  ensuite  tous  les 
plans  passant  par  le  sommet  du  cône  (7),  c'est-à-dire 
par  le  centre  de  la  quadrique  S. 

11  est  inutile  de  remarquer  que  le  foyer  de  la  parabole 
et  le  centre  du  cercle  se  confondent  avec  les  points  cor- 
respondants de  la  section  homofocale  déterminée  dans 
le  cône  (7). 

3.  Une  propriété  très  remarquable  du  complexe  con- 
siste en  ce  qu'il  est  à  lui-même  son  propre  polaire  réci- 
proque par  rapport  à  huit  quadriques. 

En  eli'et,  cherchons  le  complexe  polaire  réciproque 
du  complexe  donné  par  rapport  à  la  quadrique 

T  "^  "B  "^  G"  ""  ^' 

où  A,  B,  C  sont  des  paramètres  indéterminés. 

x\  un  point  x,  y,  z,  t,  on  fera  correspondre  son  plan 
polaire 

de  sorte  que,  en  appelant  a,,  ^,,  y,,  a',,  [3,,  y',  les  nou- 
velles coordonnées  d'une  droite  quelconque,  on  aura  les 
formules  de  transformation 

».  =  vw.-wv,  =  .Zfi5^     -le. 
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L'équation  du  complexe  devient 

et  il  suffit  de  prendre 
A 


K2 

K2 

K2 

mil 

B2=    —  , 

ni 

C2  = 

7^ 

pour  retrouver  l'équation  primitive  (5). 

Le  complexe  est  donc  à  lui-même  sa  propre  polaire; 
réciproque  par  rapport  aux  huit  quadriques 

±  X-  \J inn  -ÎLiy-  \J ni  ±  z"-  \/ Ini  =  K. 

ïl  est  alors  facile  de  comprendre  pourquoi,  si  l'on 
cherche  d'une  part  le  lieu  des  points  pour  lesquels  le 
cône  du  complexe  se  réduit  à  deux  plans,  d'autre  part 
l'enveloppe  des  plans  pour  lesquels  la  courbe  du  com- 
plexe se  réduit  à  deux  points,  on  trouve  la  même  sur- 
face. 

Dans  le  cas  particulier  où 

«:c2_|_  hy~-\-  cz^=  K 

représente  un  ellipsoïde,  on  trouve  une  vraie  surface  des 
ondes  qui  correspond  à  la  quadrique 

l x-  -i-  m  y-  -+-  /i  z-  :=  K. 

Le  cône  asymptote  de  la  surface  des  ondes  est,  comme 
on  sait, 

(^2^_^2^_    -2)/^^Z:_^    -)    =0. 

^  \  l  m         a  / 

On  retrouve  ici  le  cône  (y)  qui  intervenait  si  heureu- 
sement dans  la  solution  du  problème.  Ce  cône  est  cône 
asymptote  de  la  surface  des  ondes  et  ses  focales,  doiit  il 
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a  été  parlé  plus  haut,  sont  les  droites  qui  joignent  le 
centre  de  la  surface  des  ondes  à  ses  points  doubles. 

Ces  propriétés  sont  tout  à  fait  semblables  à  celles  du 
complexe  des  droites  telles  que  les  plans  tangents  menés 
par  elles  à  une  quadrique  fixe  soient  rectangulaires. 
D'ailleurs,  l'équation  de  ce  complexe  bien  connu  pou- 
vant s'éciire 

„'9    ,      Si '2     ■     «»'2 //v'  71  > '5''     '      II»/'' 

(X :—  kj —  Y      —   l  3C ;—  i/l  o r-  il   :     , 

l'analogie  qu'il  présente  avec  le  complexe  actuel 

/ oi'-  -^  ni  3'--^-  /i'^'-  =  a--^  j3--r-  ",'- 

est  manifeste. 

On  démontrerait  donc  sans  peine  cette  très  belle  pro- 
priété que,  dans  le  cas  d'une  surface  des  ondes  ordi- 
naire, toutes  les  droites  du  complexe  pénètrent  entre 
les  deux  nappes  de  cette  surface. 

On  voit,  d'ailleurs,  qu'il  y  aurait  probablement  intérêt 
à  étudier  avec  soin  la  forme  des  surfaces  analogues  à  la 
surface  des  ondes  que  l'on  rencontrerait  en  prenant  pour 
quadrique  initiale  un  liyperboloïde  tel  que  le  cône  asym- 
ptote puisse  être  coupé  suivant  un  angle  droit  par  des 
plans  réels. 


SOLITION  DE  LA  QL'ESTIOX   PROPOSEE 
AU  COXCOIRS  GÉNÉRAL  DE  1886; 

Par  m.  E.  AIARGIIAxND, 
Professeur  do  Matlu-matiques  spéciales  an  Lycée  do  Cacn. 


i"  Étant  donnes  une  sur  face  du  second  ordre  S  et 
deux  points  A,  V>.  on  mène  par  le  point  W  une  sécante 
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qui  rencontre  In  surface  S  aux  points  C,  C  et  le  plan 
polaire  du  point  A  au  point  D, 

Soient  M  et  M' les  points  oii  la  droite  AD  rencontre 
les  plans  qui  touchent  la  surface  S  aux  points  C  et  C 

Zrt  sécante  BD  tournant  autour  du  point  B,  o«  ri'e- 
niande  le  lieu  décrit  par  les  points  M  et  M'. 

q"  Ce  lieu  se  compose  de  deux  surfaces  du  second 
ordre,  dont  l'une  est  indépendante  de  la  position  oc- 
cupée par  le  point  B  dans  l'espace,  et  dont  l'autre  S 
dépend  de  la  position  de  ce  point. 

Chercher  ce  que  devient  la  surface  S  quand,  dans  la 
construction  qui  donne  les  points  de  cette  surface,  on 
fait  jouer  au  point  A  le  rôle  du  point  B,  et  inversement. 

3"  Le  point  A  restant  fixe,  déterminer  les  positions 
occupées  par  le  point  B  quand  la  surjace  S  n'a  pas  un 
centre  unique  à  distance  Ji nie. 

Kemarques  préliminaires.  —  Etant  donnés  deux 
points  A(a,  fj,  y,  o ),  B(ç,  r,,  ^,  8),  on  sait  que,  pour  tout 
point  !M,  (aT),  7  ,,  3|,  ^,  )  de  la  droite  AB,  on  a 

Ty  ~  ).a  —  y.i,  T'i  =  X3  [JLT, . 

Zi  =  h;  —  u^.  ti  --=  Ào  —  ;/.B. 

Si  Ml  coïncide  avec  un  des  points  de  rencontre  de  la 
droite  AB  avec  une  surface  du  second  ordre  S  dont 
l'équation  est 

(S)  f(.T.y,z,t)^o. 

et  qu'on  pose,  pour  abréger  l'écriture, 

le  plan  langent  en  Al,  à  la  surface  S  sera  de-fini  par 
[.r,jr]  =.  o,  [.^i.r,  i  r-^-.  o, 
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ou  ejirorc'  pai- 

À[a.r]  —  ;JLf  î^]  =  o,         a'^{ol'x]  —  -^ÀiJLfaç]  4-  |J.-f  ;;]  =  o. 

Eliminant  \  et  y.  entre  ces  deux  dernières  é([uations,  on 
obtiendra  l'équation  du  système  ,des  deux  plans  tan- 
gents menés  à  S  par  les  points  P,  Q  où  cette  quadrique 
est  rencontrée  par  A 13, 

[aa][^^]-^-,2[aï][t.r][a.T]-h[^ï][a.r]2=o. 

1.  Je  désigne  par  les  lettres  suivantes  les  coordonnées 
des  différents  points  qui  ont  à  intervenir  dans  la  solu- 
tion 

A(a,  p,-,s3),     B(È,r;,^,0;,     D(,r,,  ji,  s,,  ^  ),      M{x.y,z.f)- 

L'équation  des  plans  tangents  menés  à  S  jjar  les 
points  C  et  G'  où  elle  est  rencontrée  par  BD  est 

(I)       [^i^,][ï.r]2_2[.r,^][^:r][^i:r]-^[^n[^,.r]2==o. 

Le  point  D  étant  dans  le  plan  polaire  de  A,  on  a 

(a)  I  a.r,  1  rrz  o. 

Enfin,  les  trois  ])oints  A,  D,  M  étant  en  ligne  droite, 

-,  =  X.r  —  [xa. 


[      «1  =  X/    —    [AO. 


Remplaçant,  dans  (i)  et  (2),  les  coordonnées  j:,,  j^,, 
Zf,  tf  de  D  par  leurs  expressions  (3)  et  éliminant  en- 
suite les  paramètres  À,  [Jt,  on  aura  l'équation  du  lieu 
géométrique  idierché. 

On  obtient,  à  simple  vue, 

/  [  OCX]  ]  H?  X[a^  )  —  ;jLJ  aa]   =  o. 

{o.bis)  j   [a^i.r]  SH  X[.r.r]  —  [jif aa-]  =  o, 

(   |.r,r|   ^Àlc:.r|-;4a^|    =0. 


X  }  X[.r;r]  —  [J-L^c^j!  —  [J-  \  À[aj"]  —  ;x[aa]j  n-  À[:ri.r]. 


(   '7  ) 
Tenant  coni])te  do  ces  premières  identités, 

[a^ia^i]  EE5  X2[;rr]  —  2).  !Ji[a.r]  -+-  ;jL2[aa] 

) 
I 

L'équation  (1)  devient 

(ibis)      [a;.v]\l[lry-2rçx,][lT]-^['d][^,T]\=o. 

2.   Le  lieu  se  compose  donc  de  deux  surfaces. 

La  première  [j^i  .r]  =  o  est  indépendante  de  la  posi- 
tion du  point  B  dans  l'espace.  Remplaçant  Xi  par  sa 
valeur  (3)  en  fonction  de  ).,  tx  et  tirant  de  (2  bis)  les  va- 
leurs proportionnelles  de  X,  [a,  il  vient 

[a^ia;]  ss  [aa][:rj7]  —  [olx]-  =  o. 

C'est  le  cône  circonscrit  à  S  de  sommet  A. 
Pour  la  seconde  surface  S,  on  a  d'abord 

puis 

Finalement  on  trouve 

On  voit  immédiatement  que  le  cône  circonscrit  à  S  de 
sommet  A  est  coupé  par  S  suivant  deux  courbes  planes 
situées  dans  les  plans 

Le  premier  plan  [^^]  =  o  est  le  plan  polaire  de  B^  le 
second  passe  par  l'intersection  du  plan  polaire  de  A  et 
du  plan  polaire  de  B,  c'est-à-dire  par  la  dioîte  P'Q'  po- 
laire conjuguée  de  la  droite  A 13  par  rapport  à  S.  Pour 
définir  ce  plan  avec  plus  de  précision,  je  vais  montrer 
qu'il  appartient  à  un  faisceau  harmonique  dans  lequel 
Ann.  de  Malhénial.,  3"  s(''i-ic,  t.  VII  (Jaiivici-  1.SS8).  2 


(  1'^  ) 

on  connail  d'avance  irois  plans.  En  effet,  si  l'on  introduit 
le  plan  P'Q'A  qui  a  pour  ecpiation 

[aa][ï.r]-['4][a.r]  =  o. 

on  a  quatre  plans  passant  par  P'Q' 

[^j:]  =  o,  [ç.r]  —  2K[a,r]  =  o, 

[a.r]  =  o,  [Lr]-K[ar]  =  o,  «  =  [^| , 

et  donnant  comme  rapport  anharmonique 

00  —  o    _    K  —  o 
00  —  2  K  ■  K  —  2  k 

On  peut  écrire  ainsi  l'équation  de  S 

(4)       M[ï?][^^]  =  [^ïJ[ax]-^-2[a^][a.r][t,r]  +  [aa][^;r]î. 

Si  l'on  fait  jouer  au  point  A  le  rôle  du  point  B,  et  inver- 
sement, l'équation  de  S  ne  cliange  pas. 

Ce  résultat  remarquable  permet  d'affirmer,  sans  nou- 
veau calcul,  que  le  cône  de  sommet  B  circonscrit  à  S  est 
coupé  par  S  suivant  deux  courbes  planes  dont  l'une  est 
dans  le  plan  polaire  de  A,  l'autre  dans  un  plan  facile  à 
définir  par  les  propriétés  des  faisceaux  harmoniques. 
La  surface  S  est  définie  surabondamment,  au  point  de 
vue  géométrique,  par  ces  quatre  sections  planes  qui  pas- 
sent par  une  même  droite  P'  Q'. 

Reprenant  l'équation  de  S  sous  la  forme  (4),  je  vois 
que  le  premier  membre  égalé  à  zéro  donne  la  surface  S; 
le  second  membre  égalé  à  zéro  représente  le  système  des 
deux  plans  tangents  menés  à  la  surface  S  par  les  points 
P  et  Q  où  elle  est  rencontrée  par  AB. 

Donc  S  passe  par  le  quadrilatère  gauche  déterminé 
par  les  quatre  génératrices  de  S  qui  passent  en  P  et  Q. 
Les  diagonales  PQ,  P'Q'  du  quadrilatère  gauche  sont 


(  M)  ) 

éviJcinineiit  deux  droites  polaires  eonjnguées  par  rapport 
à  S  et  à  -.  Si  donc  on  divise  liarmoniqnement  le  seg- 
ment PQ  d'uni;  part,  le  scgnuiit  P'Q'  d'autriî  j)art,  on 
aura  cjuatre  points  cpii  seront  les  quatre  sommets  d'un 
létiaèdre  conjugué  par  rapport  aux  deux  surfaces  :  par 
suite,  S  cl  S  aduK'ltent  une  inlinité  de  tétraèdres  con- 
jugués communs.  On  sait  que,  en  ne  considérant,  bien 
entendu,  que  le  cas  des  points  A  et  B  réels,  une  qua- 
drique  non  réglée  (ellipsoïde,  liyperboloïde  à  deux 
nappes,  paraboloïde  elliptique)  est  telle  que  de  deux 
droites  conjuguées  l'une  rencontre  en  deux  points  réels, 
l'autre  en  deux  points  imaginaires*,  pour  une  quadrique 
réglée  ou  complètement  imaginaire  (ellipsoïde  imagi- 
naire, livperboloïde  à  une  nappe,  paraboloïde  hyperbo- 
lique), les  quatre  points  de  rencontre  P,  Q,  P',  Q'  sont 
tous  réels  ou  tous  imaginaiies.  Il  en  résulte  que  les 
surfaces  S  et  S  sont  simultanément  réglées  ou  non  réglées  ; 
en  particulier,  si  S  devient  un  paraboloïde,  ce  parabo- 
loïde sera  hyperbolique  ou  elliptique  suivant  que  S  sera 
réglée  ou  non. 

Mais  il  reste  à  résoudre  cette  question.  Toutes  les 
surfaces  S  ont,  avec  S,  un  quadrilatère  gauche  commun  ^ 
ne  peut-on  pas  affirmer  que,  réciproquement,  toute  qua- 
drique ayant  un  quadrilatère  gauche  commun  avec  S 
soit  susceptible  du  mode  de  génération  des  surfaces  2? 
Afin  de  traiter  plus  facilement  cette  question,  je  pren- 
drai comme  tétraèdre  de  référence  un  tétraèdre  conju- 
gué par  rapport  à  S  et  ayant  deux  de  s(.'s  sommets  sur 
AB,  ce  qui  sup[)ose  naturellement  que  S  soit  une  surface 
sans  ])oint  double,  et  que  A\)  ne  soit  pas  tangente  à  S  : 

(S)  axi-\-  by^-h  cz^^  df^^  o, 

a  =  ^  =  o,         ç  =  T,  =  o. 

On  obtient,   par  des   réductiojis  l'aciles,    celte   nouvelle 


(   -o) 
équation  de  i] 

(5)  [:^y.]rd]iax^-+  by^)  ^  [cc^Y-icz^--^  dr-)  =  o, 

Ce  résullat  nouveau  est  de  la  forme 

(5)  T  +  XT-o,         '.=  i^^j. 

T  =  G  représentant  le  système  des  deux  plans  tangents 
menés  à  S  par  ABj  T'=:  o,  le  système  des  deux  plans 
tangents  menés  à  S  aux  points  de  rencontre  avec  AB.  Si 
donc  on  démontre  que  le  paramètre  ).  peut  prendre  toutes 
les  valeurs  imaginables,  l'équation  (5)  de  S  représentera 
Lien  un  faisceau  de  quadriques  passant  par  quatre  gé- 
nératrices de  S  qui  ne  sont  d'ailleurs  assujetties  qu'à  la 
condition  de  former  un  quadrilatère  gauche. 

Or  on  sait  (^Leçons  sur  La  Géométrie  ;  par  A.  Clebsch, 
t.  I,  p.  95)  que,  si  la  droite  AB  rencontre  en  P  et  Q  la 
surface  S  et  qu'on  désigne  par  p  le  rapport  anliarmo- 
nique  formé  par  les  points  A,  B  avec  les  points  P,  Q, 

on  a 

(p  +  i)naa][^n-4[an-^P-o. 

Même  en  laissant  A  fixe,  on  pourrait  disposer  de  B 

de  manière  que  p  et,  par  suite,   \=.  -^, — -  aient  une 

.  .       ,  .     .  .   ^^ 

valeur  choisie  d'avance.   Mais  il  est  bien  remarquable 

qu'on  retrouve  la  môme  surface  S  toutes  les  fois  que  les 
points  A  et  B,  restant  sur  une  droite  (ixe  PQ,  se  dépla- 
cent de  manière  à  donner  constamment  le  même  rapport 
anharmouique  avec  les  points  P  et  Q  d'intersection  de 
la  droite  fixe  avec  S. 

En  résumé,  toute  surface  du  second  ordre  ayant  un 
quadrilatère  gauche  commun  avec  S  est  susceptible,  et 
cela  d'une  infinité  de  manières,  du  mode  de  génération 
indiqué  par  l'énoncé  du  problème.  Les  points  A  et  B 
doivent  être  pris  sur  une  des  diagonales  du  quadrilatère 


(6) 
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gauche  de  manière  à  former  avec  les  deux  sommets  si- 
tués sur  cette  diagonale  un  certain  rapport  anliarmo- 
nique. 

3.  Si  la  surface  S  n'a  pas  un  centre  unique  à  distance 
finie,  elle  est  tangente  au  plan  de  l'infini.  Pour  résoudre 
le  problème  proposé,  je  vais  d'abord  former  réc]uation 
tangentielle  de  S,  puis  j'exprimerai  que  le  plan  de  l'in- 
fini vérifie  cette  équation  tangentielle. 

L'équation  de  S  peut  s'écrire 

(4)  Ses  l[xx]  -r-  m[!xxy--^  2n[xx][^zx]^  h[lxY=  o, 

(5)  ;^[aa][^^],       m^-i^z],       n  =  [a^],        h^-[o^oc]. 

Par  conséquent, 

Posant,  pour  abréger, 

(  mx  —  ni  =  xi,     m  p -i- nr,  =  j'i,      my -f- nÇ  =  ^,,     mo  +  n6  =  <i, 
(    na  — /i;  =  a72,       n^  -v-  hri  =  y^,       ny  -i-  hl^  =  z^,      re8-+-A6  =  ?2, 

il  vient 

Désignant  par  ii^  u,  vv,  p  les  coordonnées  d'un  plan 
tangent  à  ^,  on  sait  qu'on  aura  les  équations 

i{B"x + A>  -f-  B^  -^  c'o  ^  i/;.  [^^]  -^  {/;j^^] +^^^  -  o, 

l{B'x^  B  j  ^  X"z  -T-  G"  0  ^  i/;.  [a:r]  -^  {//Jï^r]  ^  X.i^  =  o, 

/(G  ^+  G>+  G"^-i-  DO  -r-  lf,[  [^.x]  -  i/,;  [^07]  -  )./,  =  o, 

ï/â^  -T-  2-/^j  -T-  i/y^  -f-  l/ôf  —  [aa;]  =  o, 

2  A  ^  -^  kfrj  -r--ifiz^\f^t  —  {lx]=0, 

ux  -i-vy-^wz-T-pt^=fi. 


(  ^-^  ) 

Considérant  x,  y,  z,  t,  [a.r],  [Ix]  et  À  comme  des  in- 
connues distinctes,  on  a  sept  équations  linéaires  liomo- 
gènes  à  sept  inconnues,  d'où  l'équaLion  tangentielle 

IX  IB"  IB'  IC  1/;.  Ifr,  i 
IB"  /A'  IB  IG  l/y,  y  y,  . 
IB'     IB      IV    IC"    iy^',    ifL    «1 

(7)         fc    iG   /G"  iD   y>\   yi_  I 

iA    \Û    ï/r    2/0    -I       o     ( 

\Â   \A  \Â   \A    "     -I    ' 

U  V  w  p  O  O  ( 

Posant,  pour  abréger, 

P  ^  ux  -f-  vy  -\-  \v z  -^  pt, 

P2SS  ««372-+-  vy^-T-  W Z-i-^ pt-i, 

on  obtient  d'abord,  en  tenant  compte  de  (5)  et  de  (6), 


A 

B" 

B' 

G 

B" 

A' 

B 

G' 

B' 

B 

A" 

G" 

G 

G' 

G" 

D 

kA   {fï   yî   ÏA   -[AV 

\Â   \A   \fi    \A       '^       -[^;?    ^ 

u  V  w         p  —  Pi  —  P2         ( 

Supprimant  le  facteur  /  et  posant 

Pa  ^  M  a  -T-  p  jj  -i-  w  Y  -r-  p  0,  P|  ^  M  ;  -:-  t'  r,  -f-  (t-  ^ 

on  obtient  facilement 


-p^, 
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0 
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Les  colonnes  5  et  6  contenant  beaiiconp  de  zéros,  il  est 
naturel  de  développer  suivant  les  éléments  de  ces  deux 
colonnes,  par  la  règle  de  Laplace.  On  trouve  très  facile- 
ment que,  si  l'on  désigne  par  H  le  liessien  de  la  sur- 
face S,  et  par  'f{ii,  v,  w,  p)  le  déterminant  qui,  égalé  à 
zéro,  donne  l'équation  tangentielle  de  S,  on  obtient, 
après  suppression  de  [^-H]-,  l'expression 

(8)  \^z_]-'i{u,f,  «',/>)  +  H(P,Pa-i-P2P5)  =  o. 

Mais,  d'après  (6), 

et  l'équation  tangentielle  de  S  devient  définitivement 


(9) 


[a;]2cp(«,  V,»',p) 

-  H  I  -  [^ï]Pâ+  2[aï]P«P5-  [aa]P|  !  =  o. 


Pour  déterminer,  le  point  A  restant  fixe,  les  positions 
occupées  par  le  point  B  quand  la  surface  S  reste  tangente 
à  un  plan  fixe,  il  suffit  déconsidérer,  dans  (9),  11^  t^,  w, 
p  comme  des  constantes,  et  d'y  faire  ;  =  x.  Il  vient 

^J    '  '     \  +2HPa[a:r]P,-H[aa]Pi. 

Le  premier  membre  égalé  à  zéro  donne  la  surface  primi- 
tive S;  le  second  membre  égalé  à  zéro  donne  le  système 
des  deux  plans  tangents  menés  à  S  par  les  points  où 
cette  surface  est  rencontrée  par  la  droite  qui  joint  le 
point  A  au  pôle  K  du  plan  fixe  zi,  p-,  w,  p.  En  cllét,  dé- 
signant par  x\  j',  z',  t'  les  coordonnées  de  K,  on  sait 
que 

u  =  2/^,         V  =  i/y,         iv  =  y -y,        p  =  \/r. 

Kemplaçaiit  u,  ^,  ^v,  p  par  ces  valeurs  et  s'appuyant  sur 
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rideiitité  bien  connue 


(lo)      o(u,  i',  iV.p)  =H 


A     B"     B'     C     Ifl' 


ss  —  H  [^'37'], 


ou  obtient,  en  place  de  (9  his)^  l'équation  toute  simple  . 

(i  1)  —  [a.r']-  [jcx^  =  [a^'j7'][o:5"]- —  -ilax']  \y.x\  [ar'jr]  -1-  [«a]  [jr'a"]^. 

L'analogie  avec  (4)  est  frappante.  Comme  plus  haut, 
si  l'on  prend 

a=  '^  —  o,         x'  =  y=o, 
on  obtient,  sans  avoir  à  recomnieucer  les  calculs, 

([2)      [oix'f{ax^--h  by"-)-^  [o^x]{x' x']{cz^-^  ch^-)  =  o. 

Alors  il  est  inutile  de  reprendre  ce  qui  a  été  dit  à  propos 
de  Téquation  (5)  pour  déduire  de  (12)  les  conclusions 
suivantes  : 

Toute  quadrique  ayant  avec  S  un  quadrilatère  gauche 
commun  peut  être  obtenue  comme  lieu  des  points  B,  tels 
que,  A  restant  fixe,  la  surface  S  reste  tangente  à  un  cer- 
tain plan  donné.  Il  faut  que  le  pôle  K  du  plan  donné  et 
le  point  A  soient  situés  sur  une  des  diagonales  du  qua- 
drilatère gauche  et  forment  avec  les  sommets  correspon- 
dants un  rapport  anharmonique  déterminé. 

Revenant  à  l'énoncé,  on  peut  dire  que  la  surface  lieu 
des  points  13,  tels  que,  A  restant  fixe,  2i]  n'ait  pas  un 
centre  unique  à  distance  finie,  peut  coïncider  snccessi- 
vement  avec  toutes  les  c[uadriques  qui  ont  en  commun 
avec  S  un  quadrilatère  gauche  dont  une  diagonale  passe 
par  le  centre  de  la  surface  S. 


1.  Chaque  surface  ayant  avec  S  un  quadrilatère  gauche 
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commun,  dont  PQ,  P'Q'  sont  les  diagonales,  peut  être 
obtenue  de  quatre  manières  ditïerentes-,  on  peut  prendre 
A  et  B  ou  A  et  K  sur  PQ;  on  peut  prendre  A  et  B  ou  A 
et  K  sur  P'Q'.  Si,  dans  cliaque  cas,  les  quatre  points 
situés  sur  la  diagonale  donnent  naissance  au  même  rap- 
port anharmonique,  quelle  relation  existe-t-il  entre  les 
quatre  surfaces  paiticulières  obtenues  ? 

Pour  résoudre  cette  question,  je  m'appuierai  sur  la 
forme  très  simple  que  prend  l'équation  S'  de  la  polaire 
réciproque  de  S  par  rapport  à  S.  On  sait  qu'il  suffira  de 
poser,  dans  l'équation  tangentielle  de  S, 

(i3)    u^y:,     v  =  \f'y,     ^^  =  {A,    p=-\fi- 

Or,  tenant  compte  de  l'identité  (lo),  on  voit  que  (9) 
devient,  par  la  substitution  (i3), 

(i4)-[aï]2[x:r]  =  [i^][ax]2-2[an[a:r][;:r]-[aa][i^]^ 

C'est  l'équation  (i  1),  où  x'  a  été  remplacé  par  ç. 

Si  donc  on  prend  A  et  B  d'une  part,  A  et  K  d'autre 
part,  sur  la  même  diagonale  et  que  le  rapport  anharmo- 
nique soit  égal  de  part  et  d'autre,  on  obtient  deux  sur- 
faces polaires  réciproques  par  rapport  à  S. 

S'appuyant  sur  les  formes  réduites  (5)  et  (12),  on 
voit  facilement  que,  si  l'on  prend  deux  points  A  et  B  sur 
PQ,  deux  points  A'  et  B'  sur  P'Q'  et  que  les  rapports  an- 
liarmoniques  soient  les  mêmes,  on  a  encore  deux  sur- 
faces polaires  réciproques. 

On  aura,  au  contraire,  la  même  surface  si  l'on  prend 
deux  points  A  et  B  sur  l'une  des  diagonales,  deux 
points  A  et  K  sur  l'autre,  les  rapports  anliarmoniques 
étant  égaux  de  part  et  d'autre. 
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SIR  l.\E  GÉNÉRALISATION  DE  LA  FORMILE 
DES  ACCROISSEMENTS  FINIS; 

Par    m.    T.-J.    STIELTJES. 


i.  M.  li.  A.  Stliwarz  a  donné,  dans  les  Annali  di 
Matematica  de  Eriosclii  (série  II,  t.  X),  le  ihéorèiiie 
suivant  : 

Soient  f\[t)^  f. 2  {t),  .  .  .,  f,i{t)  des  furie t ions  réelles 
d'une  même  l'cuinhle  réelle  t.  On  suppose  que  ces 
fonctions,  de  même  ci  ne  leurs  dérivées  juscjuà  l'ordre 
n  —  I  inclusivement,  sont  finies  et  continues . 

Dans  ces  conditions,  si  tf^tof  •  .  • ,  f«  sont  n  'valeurs 
différentes  appartenant  à  l'inlers^'alle  «,  .  .  . ,  h-,  le  quo- 
tient 


tr' 


/.(^i)   Ait,)    • 

■■       fnih) 

l       ti       t\ 

/l(^)       fit2)         . 

..      fn(t,) 

I        ^2        ^1 

A(t„)  f{t„)    . 

■■      fn(tn) 

I       tn      tl 

M 


n  est  pas  plus  isrand  une  —, — tt-j r  et  pas  plus  pe- 

'        '  "^  '         ^\•l\i\.  .  .{n  —  i)\        '        '  ' 

lit  que  —, — r-n — — :,  M  désiirnanù  la  plus  grande, 

'        lia!  31. ..(n  — 1)1  ^  /         t»  ^ 

m  la  plus  petite  des  valeurs  du  déterminant 


f'tii") 


Ait') 

f'.in 


sous  les  conditions 

a<t'^b,        t'St"ib,        t"±t"'ib, 


fniO 

fun 


^(/i-l)<;!«)<6. 
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Comme  le  remarf|ue  M.  Scliwarz,  ce  lliéorème  permet 
d'établir,  d'une  manière  rigoureuse,  certaines  proposi- 
tions fondamentales  dans  la  théorie  des  courbes  planes 
ou  gauches.  Soit,  par  exemple,  M  un  point  d'une  courbe 
gauche,  et  prenons  sur  cette  courbe  trois  points  infini- 
ment voisins  de  ^1.  Le  plan  osculateur  en  M  est  la  posi- 
tion limite  du  plan  qui  passe  par  les  trois  derniers 
points.  A  Taide  du  théorème  de  M.  Scliwarz,  on  recon- 
naît aussi  clairement  les  conditions  dans  lesquelles  cette 
proposition  est  exacte. 


!2.  La  démonstration  que  i\L  Scliwarz  a  donnée  de 
son  théorème  est  extrêmement  simple.  La  circonstance 
(ju'elle  exige  des  intégrations  nous  a  conduit  à  chercher 
si  l'on  ne  pourrait  pas  arriver  au  but  d'une  manière 
plus  élémentaire. 

Nous  avons  reconnu  alors  que  le  quotient  considéré 
est  égal  à 

Mt')         MO  ...  Mn 

Ait")        Ml")  ...    f,At") 


i!2!3!...(rt 


/(j«-i'(f(«))    /<2"-» '(«("') 


A"-*'(^'"') 


t"'={tv,t.,h), 

tin^  =  {ti,(.,,  ...,lu), 

it^,  t-^i  .  •  .,  th)  désignant  un  nombre  compris  entre  le 
plus  petit  et  le  plus  grand  des  nombres  ?, ,  ?o,  .  .  . ,  t^. 

3.   La  démonstration  de  ce  théorème  s'appuie  princi- 
palemeiil  sur  le  lemme  suivant. 

Si  une  fonction  fit)  s'annule  pour   n   valeurs  dillé- 


•  8 


rentes  de  la  variable 

alors  on  a 
où 


f{tu)  =  0, 


Il  faut  supposer  que  la  fonction  f{t)  admet  des 
dérivées  /'(î),  y"(/),  .  .  . ,  f"~-(t)  qui  sont  finies  et 
continues  et  que  /''"^(t)  admet  encore  une  dérivée 
finie  J"~^(t),  mais  on  n'a  pas  à  supposer  que  J"~*  (t) 
soit  continue. 

En  ed'et,  soit,  par  exemple,  /z  =  3  et 

ti<h<h. 
Ayant 

on  en  conclut  d'abord 

t'  étant  compris  entie  f,  et  fo  (en  excluaut  les  limites), 
et  l"  entre  (2  et  t^.  Ayant  donc 

t'<t", 

on  voit  ensuite  cjue  la  fonction/"(i)  doit»s'annuler  pour 
une  valeur  de  la  variable  comprise  entre  t'  et  t",  valeur 
qui  sera  comprise  aussi  entre  f  1  et  ^3. 

4.  En  s'appuyant  sur  ce  lemme,  la  démonstration  du 
théorème  énoncé  est  très  facile.  Nous  supposerons 
ji  z=  4,  et  posons 

/{x)     gix)     h{x)     k{œ)  i     X    x"^     x^ 

fiy)   s^y)   Ky)   ^(7)    .    1  7  r^  7^ 

/(^)     giz)     h{z)     k{z)     '      i     z     z^-     z^ 
f(f)     ,ç{t)     h(t')     k(t~)  ï     t     r-      (3 


^I) 


=  A. 
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Considérons  la  fonction 


F(«)  = 


f{x)  g{x)  h{x)  k{x) 

fiy)  g{y)  h{y)  k{y) 

f^z)  g{z)  h{z)  k{z) 

fiji-)  g{u)  h{u)  k[u) 


l  X  X'  x^ 

^  y  y-  y^ 

I  Z  Z"  z 

I  u  u-  u^ 


Il  est  clair  qu'on  a  identiquement 

F(2')  =  o,         F(j)  =  o,         F(^)  =  o, 

et  encore,  à  cause  de  la  valeur  A, 

¥{t)  =  o. 
On  en  conclut 

F"'(0  =  o, 

où 

?  =  i^,y,^,  t), 
ce  qui  revient  à 


(2) 


/{x)      g{x)      h{x)  k(x) 

Ay)     g{y)    h{y)  k{y) 

f{z)       g(z)      h(z)  k(z) 

/"(o  g"U)  h"'a)  ^-'"(0 

Soit  maintenant 


1.2.3 


1       X      X- 

I   y  y- 

I     z     z- 


X=  o. 


Ç{u)  = 


/{x)  gix)  h{x)  k(x) 

f(y)  ffiy)  h{y)  ^-{y) 

/(u)  g{u)  h{u)  k{u) 

/"(O  g"'{Q  ^'"(O  ^'"r.) 


—  1.2.3 


I       X       X- 

I   y  y- 

I       u      u"' 


donc 


ou 


Il  est  donc  clair  qu'on  a 

(j(x)  =  o,         i^{y)  =  o,         g(>j  =  o; 


(3) 


I  .  2  .  I  .  2 .  a 


^(") 


doi 
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On  a,  par  conséquent, 

f{x)       g{x)      h{x)      k{x) 

Ay)     sir)    Ky)    '<{y) 

/"M      g"M      h"(:r,)      A-'(r,) 

/'"(O    g'il)   h"\-c)   ira) 

Considérons  enlin  la  fonclion 

f(x)  g{x)  h{x)  A{x) 
f{u)  g{u)  h{u)  k{u) 
/"(-O)      g"{n)     h"{r,)     k"{r,) 

ra)  s"'a)  /^"'(o  /^-'"(o 

Il  esl  clair  qu'on  a 

ij{x)  =  o,         5(j)  =  o; 


I        X 

i  y 


n  c  7/  ^  — 


—  1.2.1.2.3 


I       X 
I        U 


OU 


Or  cela  revient  à 


(4) 


f{x)  g{x)  h{x)  k{x) 

/"(O  ^"-'(0  hW)  A'(0 

/"(r,)  ^o."(.^)  h"^r,)  k"{r,) 

/"'(^)  s"'a)  /'"'(o  A-"'(a 


—  I.1.2.I.2.3A^O, 


ce  qui  est  l'expiession  du  théorème  annoncé. 

On   remarquera    que    cette    démonstration    suppose 
seulement  (|ue  les  dérivées  secondes 

/"(O,    g"{t),    h"(t),    k"{t) 

admettent  des  dérivées 

rit),     g"{t),     h"\t),     k"'(t); 

mais  il  n'est  pas  nécessaire  de    supposer  que   C(!S    der- 
nières fonctions  soient  continues. 

iMais,  .si  l'on  ajoute  cette  dernière  condition  [la  conti- 
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nuilé  ck  f"'{l),  s"'(t),  h"\t),  k'\i%  on  conclut  direc- 
tement que,  si  x,  y,  sr,  t  tendent  vers  une  même  limite  rt, 

on  a 

/(«)  ^(«)  h{a)  k{a) 

f\a)  g\a)  h\a)  k\a) 

1.1.2.1   2.3     /"(a)  g"  {a)  h"{a)  k"{a) 

f"'{a)  g"  (a)  II' (a)  k"'(a) 
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SIR  IX  THEOKEME  DE  CIIASLES; 

Par  m.  h.  FAURE. 


1.  Théorème.  —  Etant  données  trois  coniques  A,  A', 
K!'  circonscrites  à  un  quadrilatère  et  une  conique  U,  si 
l'on  décrit  une  conique  B  passant  par  les  intersections 
de  U  et  de  A,  les  points  d'intersection  de  B  et  A'  et  ceux 

de  U  et  A"  so/it  sur  une  même  conique. 


Soit,  en  eiÏL't, 


XA'-:- -jlA" 


l'équation  de  la  conique  A  et 

B  =  A  ^  V  U 

celle  de  B.  Il  existe  une  conique  passant  par  les  inter- 
sections de  B  et  A'  qui  a  pour  équation 


c'est-à-dire 


B  — ÀA'=o, 


vU  — ÀA'=  XA'-^  -jlA"- 


).A'=  M.A"- 


ce  qui  démontre  le  théorème.  Reuiarquons,  du  reste, 
que  notre  énoncé  rentre  dans  celui  de  Cliaslcs  (Sections 
coniques,   p.    276,   n°   404).   jNous  avons,  en   elïel,  ici 


(  ^^  ) 

quatre  coniques  A',  A",  B,  U,  telles  que  les  points  d'iu- 
lersection  de  A'  et  A"  et  ceux  de  B  et  U  sont  sur  A  5  il 
en  sera,  par  suite,  de  môme  des  points  d'intersection  de 
ces  coniques  combinées  deux  à  deux  d'une  autre  ma- 
nière, par  exemple  B  et  A'  et  U  et  A". 

Ce  simple  changement  dans  l'énoncé  de  Chasles 
donne  lieu,  cependant,  à  un  grand  nombre  de  consé- 
quences qui  ne  se  trouvent  pas  dans  le  Traité  des  sec- 
tions coJiiques. 

2.  Cas  particuliers.  —  Prenant  pour  U  une  conique 
ayant  un  double  contact  avec  A,  on  voit  que  : 

Quand  trois  coniques  A,  A',  A"  sont  circonscrites  à 
un  quadrilatère,  si  une  conique  U  tangente  à  A  aux 
points  a,  [3  rencontre  la  seconde  A'  aux  points  a,  ^, 
c,  t/,  il  existe  une  conique  passant  par  ces  quatre  points 
et  bitangente  à  la  troisième  A"  aux  points  oit  cette  troi- 
sième conique  est  coupée  par  la  droite  a[5. 

Si  l'on  prend  pour  la  conique  U  les  deux  tangentes  à 
la  conique  A  menées  aux  points  a,  ^,  on  obtient  un 
tliéorème  donné  par  M.  Weill  [Nou\^elles  Annales, 
p.  20;  janvier  i884),  et  dont  ce  géomètre  déduit  d'in- 
téressantes applications. 

On  peut  prendre  pour  A,  A',  A''  des  systèmes  de 
droites;  donc  : 

Etant  donnés  un  quadrilatère  et  une  conique  U, 
si  V on  décrit  une  conique  B  passant  par  les  intersec- 
tions de  U  avec  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère,  les 
quatre  points  d'intejsection  de  B  ai^ec  les  deux  autres 
côtés  opposés  et  les  quatre  points  d'intersection  de  U 
avec  les  diagonales  du  quadrilatère  sont  huit  points 
d'une  même  conique. 
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Prenant  pour  A  et  A'  les  côtés  opposés  d'un  quadri- 
Jatère  inscrit  à  A",  et  pour  U  une  droite  double  tan- 
gente à  A",  on  est  conduit  à  cet  énoncé  : 

Une  conique  A"  étant  circonscrite  à  un  (juadrilalère, 
si  en  un  point  a  de  cette  conique  on  lui  mène  une  tan- 
gente et  que  l'on  trace  une  conique  B  touchant  deux 
côtés  opposés  du  quadrilatère  aux  points  oii  ces  côtés 
sont  coupés  par  la  tangente,  cette  conique  rencontrera 
les  deux  autres  côtés  opposés  du  quadrilatère  en  quatre 
points  qui,  avec  le  point  de  contact  a,  seront  sur  une 
conique  ayant  avec  A"  un  contact  du  troisième  ordre. 

Prenons  pour  A'  et  A"  deux  cercles  concentriques,  et 
pour  A  la  droite  de  l'infini,  il  s'ensuit  que  : 

Étant  données  une  hyperbole  et  ses  asymptotes,  si 
l'on  décrit  un  cercle  rencontrant  Vhyperhole  aux 
points  «,  è,  c,  rf,  et  un  second  cercle  concentrique  au 
premier  rencontrant  les  asymptotes  aux  points  a',  h' , 
c',  d\  ces  huit  points  sont  sur  un  conique. 

3.  On  sait  que  le  cercle  orthoptique  d'une  conique 
(c'est-à-dire  le  cercle  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
circonscrits)  passe  par  les  points  d'intersection  de  la 
conique  avec  ses  directrices. 

De  là  nous  déduisons  ces  théorèmes  : 

Etant  donnés  une  conique  A  et  un  cercle  U,  si  par 
les  points  d^ intersection  de  ces  deux  courbes  on  trace 
une  conique  B,  les  points  où  cette  conique  B  rencontre 
les  directrices  sont  sur  un  cercle  qui  passe  par  les  inter- 
sections du  cercle  U  ai^ec  le  cercle  orthoptique  de  A. 

Si  l'on  mène  à  une  conique  une  tangente  en  un  de 
ses  points  m  rencontrant  les  directrices  aux  points  a 
et  è,  le  cercle  qui  passe  par  ces  points  a  et  b  et  qui  a 
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son  cenUe  sur  la  /)crj)en(Jiculaiie  menée  aux  direc- 
trices par  le  point  7?i,  rencontre  le  cei'cle  oi  thoptit/ ue  de 
la  conique  aux  mêmes  points  que  le  cercle  de  courbure 
en  m. 

Etant  données  deux  coiùques  A  et  U,  si  sur  U  on 
prend  les  quatre  points  a,  Z>,  c,  d^  d'oii  l'on  voit. A  sous 
un  angle  droit  ;  i°  les  points  d'intersection  de  A  et  U, 
et  les  points  d' intersection  des  deux  cordes  ab,  cd  avec 
les  diiectrices  sont  huit  points  d' une  même  conique; 
2"  les  points  d' intersection  de  ces  mêmes  cordes  avec  A 
et  les  points  d' intersection  de  U  avec  les  directrices 
sont  huit  points  d'une  même  conique. 

Si  d'un  poi/it  m  on  mène  à  une  conique  A  deux  tan- 
gentes rectangulaires,  par  les  points  d'intersection  de 
ces  tangentes  avec  les  directrices  de  A,  on  peut  mener 
une  co/dque  ayant  un  double  contact  avec  le  cercle 
orthoptique  de  A:,  la  corde  de  contact  est  la  polaire 
du  point  m  par  rapport  à  A. 

4.  Théorème  corrélatif.  —  Etant  dojinées  trois  co- 
niques A,  A',  A"  inscrites  à  un  quadrilatère  et  une 
conique  U,  si  l' on  décrit  une  conique  V»  inscrite  au  qua- 
drilatère circonscrit  à  U  et  A,  les  tangentes  communes 
à  lî  et  A!  et  celles  communes  à  U  et  A"  touchent  une 
même  conique. 

Pour  simplifier  les  énoncés  des  théorèmes  que  nous 
déduirons  de  celui-ci,  nous  dirons  que  les  somniels  du 
quadrilatère  circonscrit  à  la  conique  A  et  à  une  conique 
fixe  sont  les  foyers  de  la  conique  A.  De  même,  toutes 
les  coniques  inscrites  à  un  nièuie  (juadrilatère  circon- 
scrit à  la  conique  fixe  seront  dites  homofocales. 

En  su[)[)Osant  que  la  conique  fixe  se  réduise  aux 
ombilics  du  plan,  on  revient  aux  définitions  usuelles. 

Supposons  donc  que,  dans  le  théorème  énoncé  ci- 
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dessus,   nous   considérions   A"  comme  la  conique   fixe, 
nous  pourrons  dire  : 

o.  Etant  données  deux  coniques  Jioniofocales  A,  A' 
et  une  conique  U,  si  l' on  décrit  une  conique  B  inscrite 
nu  quadrilatère  circonscrit  à  \]  et  A,  les  tangentes 
communes  à  B  ef  A'  toucheront  une  conique  homofo- 
cale  à  U. 

Ou  bien  : 

Trois  coniques  A,  B,  U  étant  inscrites  à  un  quadri- 
latère Q,  si  l'on  décrit  une  conique  A'  homofocale  à  A, 
on  pourra,  au  quadrilatère  P  circonscrit  à  B  et  A', 
inscrire  une  conique  homofocale  à  U. 

6.  Puisque  l'on  peut  inscrire  à  P  une  conique  homo- 
focale à  U  et  que  U  est  une  conique  quelconque  inscrite 
au  quadrilatère  Q,  on  doit  en  conclure  que  le  lieu  des 
foyers  des  coniques  inscrites  à  P  est  le  même  que  le  lieu 
des  foyers  des  coniques  insciites  à  Q.  JJ'aulre  part,  la 
conique  A'  peut  aussi  être  prise  arbitrairement  pourvu 
qu'elle  reste  homofocale  à  A.  Il  en  résulte  que  :  le  lieu 
des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère 
circonscrit  à  deux  coniques  A  ef  U  ne  change  pas  si 
l'on  remplace  ces  deux  coniques  par  deux  autres  res- 
pectivement homofocales. 

On  sait  aussi  que  le  lieu  des  foyers  (dans  le  sens  que 
nous  leur  donnons  ici)  des  coniques  inscrites  à  un  qua- 
drilatère est  une  cubique  qui  passe  par  les  sommets  du 
quadrilatère,  et  l'on  peut  ajouter  par  les  six  points  de 
contact  des  coniques  du  système  avec  la  conique  fixe. 

Par  conséquent  :  Si  l'on  considère  deux  systèmes  de 
coniques  respectivement  homofocales,  les  points  d'in- 
tersection des  tangentes  communes  à  une  conique  quel- 
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conque  du  premier  sjslhne  et  à  une  conique  quelconque 
du  second  restent  sur  une  cubique  qui  coïncide  avec  le 
lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  au  quadrilatère 
déterminé  par  les  quatre  tangentes  communes  à  deux 
quelconques  des  coniques. 

On  peut  dire  encore  :  Si  l'on  considère  deux  sys- 
tèmes de  coniques  respectivement  homofocales ,  les 
points  de  contact  des  coniques  du  premier  sj  stème  avec 
celles  du  second  sont  sur  la  cubique  précédente. 

Si,  dans  le  théorème  général  (4),  on  prend  pour  U 
un  point,  on  obtient  les  théorèmes  \  III  et  IX  donnés 
par  M.  Weill,  dans  l'article  cité  plus  haut,  et,  par  suite, 
les  théorèmes  X  et  XI. 

Les  applications  de  ce  théorème  sont  fort  nombreuses  \ 
pour  terminer  nous  en  citerons  encore  quelques-unes. 

7.  Deux  coniques  A,  A'  étant  homofocales,  si  par  un 
point  m  de  K  on  mène  deux  tangentes  à  A',  il  existe 
une  conique  ayant  pour  foyer  le  point  de  contact,  qui 
passe  en  m  et  qui,  en  ce  point,  a  un  contact  du  troi- 
sième ordre  avec  A. 

8.  Des  coniques  U,  U,,  U2?  •  •  •  touchant  aux  points  a 
et  b  les  droites  ma,  mb,  par  le  point  m  passent  des  co- 
niques A,  Aj,  Ao,  ...  respectivement  homofocales  aux 
premières.  Ces  coniques  forment  deux 'séries.  Celles 
d'une  même  série  ont  V une  avec  l'autre  un  contact  du 
troisième  ordre. 

De  là  résulte  que  :  le  lieu  des  foyers  des  coniques  qui 
ont  avec  une  conique  donnée  A  un  contact  du  troisième 
ordre  en  un  point  donné  m  de  cette  conique  est  le  même 
que  celui  des  points  de  contact  des  tangentes  menées 
du  point  m  à  un  système  de  coniques  homofocales  à  la 
conique  A. 
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9.  Elanl  donné  un  système  A  de  coniques  hoinofo- 
cales,  on  sait  (|ue  le  lieu  des  points  de  contact  des  lan- 
geiiles  menées  d'un  point  ///  à  toutes  les  coniques  du 
système  est  une  cubique  C;  or,  si  l'on  désigne  par  a  et 
b  les  points  de  contact  sur  l'une  des  coniques  et  que 
l'on  décrive  toutes  les  coniques  U  qui  ont  pour  foyers 
les  deux  points  a  et  b,  le  lieu  des  points  de  contact  des 
tangentes  menées  du  point  m  aux  coniques  U  sera  la 
même  cubique  C.  H  y  a  donc  une  infinité  de  manières 
de  décrire  cette  cubique,  à  l'aide  d'un  même  mode  de 
génération. 

Remarque.  —  La  solution  de  la  question  1567  résulte 
du  n°  6  en  donnant  au  mol  fojer  son  sens  ordinaire.  La 
première  Partie  avait  déjà  été  indiquée  par  Steiner  sous 
une  autre  forme.  En  i854,  les  Nouvelles  Annales 
avaient  proposé  cette  question  (n"  272)  :  Les  foyers  de 
trois  coniques  inscrites  au  même  quadrilatère  étant 
désignés  par  a,  y.]  b,  ^:,  c,  y,  07i  a  la  relation 

acte        «y. «Y 
bc.'^c        èy.pY 

11  suffisait  de  prouver  que  c  et  y  étaient  les  foyers  d'une 
conique  inscrite  au  quadrilatère  aby.fj.  J'ai  donné  en 
i855  une  solution  analytique  de  cette  question  (p.  97). 
C'est  en  cherchant  une  solution  géométrique  du  pro- 
blème que  l'étais  arrivé  depuis  longtemps  aux  résul- 
tats (6).  Le  théorème  du  n°  7  ligure  dans  notre  recueil 
de  théorèmes  relatifs  aux  sections  coniques,  publié  en 
1867. 


(  '^^  ) 


THEOREME   l)E   .1II\DI\G; 

Par  m.  a.  ASTOR. 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble. 


Nous  nous  proposons  de  donner  une  démonstration 
simple  du  théorème  suivant,  dû  à  Minding  : 

Si  un  corps  solide  est  sollicilé,  en  ses  divers  points, 
par  des  forces  indépendantes  de  l' orientation  du  corps^ 
on  peut  l'amener  dans  une  infinité  de  positions  telles 
que  le  système  de  ces  forces  ait  une  résultante  unicpœ. 
Celte  résultante  rencontre  toujours  une  ellipse  et  une 
hyperbole  fixes  dans  le  corps. 

Nous  démontrerons  d'aboid  le  lemme  suivant  : 
Le  système  des  forces  considérées  peut  être  remplacé 
])ar  une  force  R  égale  à  leur  résultante  de  translation  et 
appliquée  en  un  point  déterminé  du  solide  et  par  deux 
couples  (art,  P,  P'),  {hb\  Q,  Q')  dont  les  bras  aa\  hh' 
sont  deux  droites  rectangulaires  et  invariables  du  solide, 
les  forces  P  et  Q  qui  les  constituent  étant  indépen- 
dantes de  l'orientation  du  solide  et  formant  avec  R  un 
système  de  trois  droites  rectangulaires. 

Considérons  en  ell'et  le  solide  dans  une  de  ses  posi- 
tions, rapportons-le  à  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oj  , 
O  z  dont  l'un  Oz  soit  parallèle  à  la  résultante  de  transla- 
tio7i.  Soient  a:,j),  s  les  coordonnées  d'un  point  etX,Y,  Z 
les  composantes  de  la  force  qui  lui  est  appliquée.  iNIe- 
nons,  dans  le  plan  xy^  deux  axes  rectangulaires  Ox', 
^y' \  décomposons  les  forces  suivant  les  axes  0.;r',  Oj'', 
Oz  et  soient  X',  Y',  71  les  cojnposantes  de  la  force  consi- 
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déiée.  Si  oj  est  l'angle  x'Ox,  nous  aurons,  par  des  lor- 
niules  connues, 

i  X'=      X  costo -i- Y  sinw, 
f   Y  = — A  sin  tu -f- Y  cosw. 

Cela  posé,  les  forces  Z  ont  une  résultante  R  égale  à  la 
résultante  de  translation  et  appliquée  en  un  point  C  qui 
ne  dépend,  ni  de  l'orientation  du  solide,  ni  de  la  posi- 
tion des  axes  Ox\  Oj';  les  forces  X'  et  Y'  donnent  deux 
couples  dont  les  bras  an'^  bb'  sont,  pour  une  valeur 
donnée  de  uj,  des  droites  fixes  dans  le  solide,  les  forces 
qui  les  constituent  étant,  comme  ces  bras,  indépendantes 
de  l'orientation  du  corps.  Cberclions  si  l'on  peut  clioisir 
w  de  façon  que  aa',  bb'  soient  proportionnels  à 

SW,     2X>,     SX'^ 
pour  aa\  et 

^Y'x,     ZY>,     :lY'z 
pour  bb'. 

Ces  droites  seront  donc  rectangulaires  si  l'on  a 
(2)  I.X'xI.\'x-hI.X'yI.Yy-+-I.X'zI.Y'z  =  o. 

Posons 

I.Xx  =  l,  'S.Xy=m,  I.Xz=  n, 

I.Yx  =  l',         I.Yy  =  m',         ^Yz  =  n'; 

la  condition  (2)  s'écrit 

(  cos-  o)  —  sin^  O)  )  (  /Z'  -t-  mm  -i-  nn'  ) 


(3) 

\       -1-  sinco  cosco(/'-4-  m'--^  n- —  /- —  m^ —  n-)  =  o. 

Cette  équation  (3),  analogue  à  celle  qui  donne  les  di- 
rections des  axes  d'une  conique,  détermine  en  général 
un  système  rectangulaire  x^y'  et  un  seul-  C'est  ce  qui  a 
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lieu  si  les  quaiililés 

II'  -r-  mm' -h  nii ,         /--)-  m--i-  n- —  /'^ —  m'"^ —  n'- 

ne  sont  pas  nulles  en  même  temps,  et  c'est  ce  que  nous 
supposerons  pour  le  moment. 

aa!  et  bb'  étant  ainsi  déterminés,  en  appelant  P  la 
force  du  couple  aa'  qui  est  appliquée  en  a,  Q  celle  du 
couple  bb'  qui  est  appliquée  en  b,  nous  pouvons  sup- 
poser que  les  trois  directions  P,  Q,  R  forment  un  trièdre 
trirectangle  satisfaisant  aux  conventions  ordinaires. 
Transportons  les  couples  parallèlement  à  eux-mêmes,  de 
façon  que  a'  et  b'  viennent  en  C,  point  d'application 
de  R5  nous  aurons  un  triangle  rectangle  ACB  invariable 
dans  le  solide  et  qui  le  détermine  complètement,  et 
toutes  les  forces  du  système  pourront  être  remplacées 
par  E.  appliquée  en  C  et  les  deux  couples  (CA,  P) 
(CB,Q). 

Au  lieu  de  donner  au  corps  des  orientations  diverses, 
nous  pouvons  supposer  qu'il  demeure  fixe  et  que  les 
forces  tournent  convenablement  autour  de  leurs  points 
d'application.  Supposons  les  forces  R,  P,  P',  Q5Q'  ame- 
nées dans  une  position  tulle  que,  P,  Q,  R  étant  demeu- 
rées rectangulaires,  le  système  ait  une  résultante 
unique  et  cherchons  la  position  de  cette  résultante  dans 
le  corps.  Pour  cela,  prenons  pour  origine  C,  CA  et  CB 
pour  axes  des  jr  et  des  j'^,  et  pour  axe  des  z  la  perpendi- 
culaire au  plan  ACB  choisie  de  telle  sorte  que  le  trièdre 
Qxjz  soit  superposable  au  trièdre  formé  par  les  direc- 
tions de  P,  Q  et  R. 

Soient  C  A  =  rt,  CB  =  Z>  ;  a,  fi,  y,  a!,  ^' ,  v',  a",  |i",  y"  les 
cosinus  directeurs  des  trois  directions  P,  Q,  R;  x^j,  z  les 
coordonnées  d'un  point  de  la  résultante;  X,  Y,  Z  les 
composantes  d'une  force  égale  et  diiectemenl  opposée  à 
cette  résultante.  Si  nous  écrivons  (jU(;  les  six  forces  sont 
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en  équilibre,  nous  aurons  les  équations 

IX-f-  Ra"=o, 
Y-+-R?"=o, 

IjZ  — 5Y-4-6Qy'=o, 
zX  —  xZ  —  aP-(  =  o, 
xY  —  yX  -h  aP  ^  —  bQoL'  =  o. 

La  condition  pour  que  la  résultante  existe  est  par 
suite 

6Q(ya"-a'Y")-«P(TP"-?Y")=o, 

ou,  en  tenant  compte  des  relations   connues   entre  les 
neuf  cosinus, 

(6)  bq'^—aPa'=:o. 

Cette  équation  (6)  étant  satisfaite,  les  équations  (5) 
se  réduisent  à  deux  qui  sont  les  équations  de  la  résul- 
tante, X,  Y,  Z  étant  remplacées  par  leurs  valeurs  tirées 
de  (4).  Soient  Ç  et  î^,  r/  ei^'  les  coordonnées  des  points 
où  la  résultante  rencontre  respectivement  les  plans  zx 
et  z)\  Nous  aurons,  pour  les  déterminer,  les  deux  sys- 
tèmes d'équations 

RP"Ç  +  èQY'=o, 


^^'  i  Rp"?  — aPp-+-6Qa'=o 

(  Ra"r-t-aPY  =  o, 

(8) 

Or,    si  nous  considérons   les    deux  groupes  d'équa- 
tions 

(   a  2-+-  p'2-4-  Y^  =  i; 
(    %-  -r-  a'-  -i-  a"2  z=z  I , 
(10)  j    ^,_^r^,_^^,   ^, 
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nous  en  d(kluisons  los  deux  suivantes  : 

(11)  a'2+Y'2=    ^2+  P"2, 

(12)  ?--^-T-  =  a2-f-a"2. 

Entre  les  quatre  équations  homogènes  (6),  (7)  et  (11) 
nous  pouvons  éliminer  [j,  a', y'  et  fj" \  de  même  entre  (G), 
(8)  et  (i  2)  nous  pouvons  éliminer  fj,  a',  y  et  a";  il  existe 
donc  une  relation  entre  ^  et  !^,  de  même  que  entre  r/ 
et  Ç,  c'est-à-dire  que  les  points  de  rencontre  de  la  ré- 
sultante avec  les  plans  zx  et  zy  décrivent  deux  courbes 
déterminées.  Les  équations  de  ces  courbes  s'obtiennent 
immédiatement  et  sont  les  suivantes   : 


62Q2  a2P2_62Q2  R2 

C2         , 


«2p2  rt2p2_62Q2  R2 

Ce  sont  deux  coniques  ayant  pour  centre  le  poiut  C, 
l'axe  Cs  pour  axe  focal  5  l'une  est  une  ellipse,  l'autre 
une  hyperbole,  les  sommets  de  l'une  sont  les  foyers  de 
l'autre  et  réciproquement.  C'est  le  théorème  de  Min- 
ding. 

Ceci  suppose  que  «-P^ — Z>-Q'-  n'est  pas  nul.  Or  la 
réduction  des  forces  parallèles  montre  immédiatement 

que 

a2p2  =  (v:Xar)2  +  (SX7)2-H(SX5)2, 

62Q2  =  (VY;F)2^(VYj)2_t_(2:Y5)2, 

et  comme,  par  hypothèse, 

SXa:  SY^ -i- SXjK  2  YjK -^  SXxî  SYz  =  o, 

on  voit  que,  si  l'on  avait  en  même  temps  rt-P-=  Z»-Q-, 
on  serait  dans  le  cas  où  l'équation  (3)  donne  une  infi- 
nité de  systèmes  de  directions  rectangulaires.    Dans  ce 
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cas,  on  voit  que  la  résultante  est  assujettie  à  renconlrei" 
.•seulement  une  droite,  l'axe  C^. 


CONCOURS  D'ADMISSIOX  A  L'ÉCOLE  POLYTECHMQIE 
E\  1887  {'). 

Composition  de  Mathématiques. 

Parmi  toutes  les  coniques  inscrites  dans  un  rectangle  donné, 
il  y  en  a  toujours  deux  qui  passent  par  un  point  donné  A.  On 
demande  : 

1°  De  démontrer  que,  quel  que  soit  le  point  A,  les  deux  co- 
niques en  question  sont  toutes  deux  soit  des  ellipses,  soit  des 
hyperboles,  soit  des  paraboles,  ces  courbes  pouvant  d'ailleurs 
appartenir  aux  variétés  évanouissantes; 

2°  De  déterminer  les  régions  du  plan  pour  lesquelles  le 
point  A  détermine  des  ellipses  ou  des  hyperboles,  ou  des 
courbes  imaginaires; 

3°  De  trouver  le  lieu  du  point  A  pour  lequel  les  deux  ellipses 
correspondantes  ont  la  même  aire,  ou  des  aires  qui  sont  dans 
un  rapport  donné. 

Indiquer  un  moyen  simple  pour  construire  ce  lieu. 

Composition  de  Géométrie  descriptive. 

Un  cube  de  o^joS  de  côté,  ayant  deux  de  ses  trois  directions 
d'arêtes  respectivement  perpendiculaires  aux  deux  plans  de 
projection,  on  considère  comme  indéfiniment  prolongées  : 
i"  l'arête  verticale  de  gauche  de  la  face  du  fond;  a"  la  diago- 
nale de  la  même  face  qui  part  du  point  le  plus  haut  de  cette 
arête;  3°  la  diagonale  parallèle  à  la  précédente  dans  la  face 
qui  se  trouve  en  avant. 

La  troisième  droite,  en  tournant  successivement  autour  des 
deux  autres,  engendrerait  un  hyperboloïde  et  un  cylindre  que 


(')  Sujets  donnés  à  quelques  élèves  qui  n'ont  pu   composer  que 
plus  tard. 
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l'on  su|)|)Ose  remplis.  On  suppose  aussi  remplie  une  sphère 
de  o^jia  de  rayon  ayant  son  centre  au  point  de  rencontre  des 
deux  premières  droites.  Représenter,  par  ses  projections,  le 
solide  commun  aux  trois  corps. 

Nota.  —  On  placera  la  projection  horizontale  du  centre  de 
la  sphère  à  o^jiS  au-dessous  de  la  projection  verticale,  à  o™,09 
au-dessus  du  centre  du  cadre,  sur  la  parallèle  aux  grands  côtes 
menée  par  ce  point. 

En  fait  de  constructions,  et  en  dehors  de  celles  qui  se  rap- 
portent aux  points  remarquables,  on  ne  laissera  subsister,  dans 
le  tracé  à  l'encre,  que  la  détermination  d'un  seul  point  de  chaque 
courbe  et  celle  de  la  tangente  en  ce  point. 


ÉCOLE  FORESTIÈRE  (CONCOURS  DE  1887). 


Mathéinatiq  lies . 

1.  Si  a  et  6  sont  deux  nombres  premiers  entre  eux  :  i°  des 
deux  expressions  iia-{--2b  et  i8«^-l-56,  l'une  étant  divisible 
par  ly,  l'autre  l'est  également;  2"  elles  ne  peuvent  admettre 
d'autre  facteur  commun  que  19. 

2.  Trouver,  au  moyen  de  l'identité  de  la  division,  trois  équa- 
tions qui  permettent  de  déterminer  les  coefficients  du  reste  de 
la  division  d'un  polynôme  entier  par  le  produit 

(37  —  a)  (37—  P)  (07  —  Y), 

où  a,  p,  Y  sont  trois  quantités  distinctes. 

Résoudre  et  discuter  ces  équations,  et  en  conclure  les  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  division  se  fasse 
exactement. 

3.  Une  droite  étant  donnée  par  ses  projections,  trouver 
celles  de  sa  projection  sur  le  plan  bissecteur  du  second  dièdre 
formé  par  les  plans  horizontal  et  vertical.  Prouver  qu'elles  res- 
tent les  mêmes  si  la  ligne  de  terre  prend  diirérenles  positions 
parallèles  entre  elles,  les  données  ne  ehangeanl   pas  d'ailleurs. 
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Trigonométrie  et  calcul  logat  ithmique. 

\.  Calculer  les  côtés  et  les  diagonales  d'un  parallélogramme 
dont  on  connaît  le  périmètre  2/?  et  l'angle  aigu  a  des  diago- 
nales, supposé  égal  à  l'angle  aigu  de  deux  côtés  adjacents. 

2.  On  donne  dans  un  triangle  une  médiane 

m  =  2741"",  633 

et  les  angles   suivant  lesquels  elle   partage  l'angle  du  triangle 
au  sommet  duquel  elle  passe 

oc  =  27°34'i5",6[,         p  =  39"52'23",87; 

on  demande  les  trois  côtés  et  les  trois  angles. 


COXCOIRS  POIR  LES  BOIRSES  DE  LJCEXCE  (PARIS,  1887). 


1.  Dans  un  plan,   rapporté  à  deux    axes   rectangulaires,  on 
considère  le  système  des  courbes  définies  par  l'équation 

x^  -^  r"^  -^  ax  -\-  by  -i-  A  a  -^  B  b  -^  C  =  o, 

où  A,  B,  G  sont  des  constantes  données,  a,  b  des  paramètres 
variables.  Démontrer  qu'à  chaque  point  M  du  plan  correspond 
un  point  M',  tel  que,  par  les  deux  points  M,  M',  on  puisse 
faire  passer  une  infinité  de  cercles  S.  On  montrera  comment 
les  coordonnées  de  l'un  s'expriment  au  moyen  des  coordonnées 
de  l'autre.  On  prouvera  que  la  droite  MM'  passe  par  un  point 
fixe  I  et  que  le  produit  IM.IM'  est  constant.  Enfin,  on  cher- 
chera à  remplacer  la  définition  analytique  des  cercles  S  par 
une  définition  géométrique  qui  mette  en  évidence  les  pro- 
priétés qui  précèdent. 

2.  Les  constantes  A,  B,  G  étant  données,  on  propose  de  dé- 
terminer des  constantes   Aj,  Bi,  Gj,  de  façon  que   l'expression 

A  B  G  A,  ,  B,         ,  G, 


X  —  b        X  —  c        {x  —  a  f    '    {.i:  —  b  )'        (  x  —  c  )2 
soit  le  carré  d'une  fraction  rationnelle  en  x.  A  quelle  condition 
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est-ce   possible?  Les  constantes   A.  ]i,  C  sont  supposées  diiïé 


rentes. 


COXCOllRS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  CENTRALE  M  1887. 

(seconde  session.) 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  un  point  A  sur 
0^7,  un  point  B  sur  Oy  : 

1°  Écrire  l'équation  générale  des  paraboles  qui  passent  par 
les  trois  points  O,  A,  B.  Montrer  qu'en  général  il  passe,  par 
chaque  point  M  du  plan,  deux  de  ces  paraboles.  Trouver  le 
lieu  des  points  M  pour  lesquels  ces  deux  paraboles  sont  con- 
fondues et  indiquer  la  région  du  plan  qui  contient  les  points 
où  il  n'en  passe  aucune  réelle. 

■1°  Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  les  axes  des  deux 
paraboles  qui  y  passent  forment  entre  eux  un  angle  donné  a. 
Construire  le  lieu  pour  le  cas  où  a  =  go". 

'i"  Trouver  le  lieu  du  point  de  chacune  de  ces  paraboles 
pour  lequel  la  tangente  est  parallèle  à  OA,  celui  du  point  où 
la  tangente  est  parallèle  à  OB,  celui  du  point  où  la  tangente 
est  parallèle  à  AB.  Ces  lieux  sont  trois  coniques.  Construire 
ces  coniques,  vérifier  que  deux  quelconques  d'entre  elles  n'ont 
pas  de  point  commun  réel  à  distance  finie,  marquer  leurs  cen- 
tres D,  E,  F  et  comparer  le  triangle  DEF  au  triangle  OAB. 

4°  On  joint  l'origine  O  au  point  F.  centre  de  la  conique  lieu 
du  point  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  AB,  et,  à  celte 
droite  OF,  on  élève  au  point  O  une  perpendiculaire  qui  ren- 
contre la  droite  AB  en  P.  On  demande  le  lieu  du  point  P 
lorsque,  le  point  A  restant  fixe,  le  point  B  parcourt  l'axe 
des  y. 

Epure. 

On  donne  un  tétraèdre  légulier  ABCD  dont  la  base  ABC 
repose  sur  le  plan  horizontal  de  projection,  en  avant  du  ])lan 
vertical. 

Le  côté  AB  de  cotte  i)asc  csl  pai-;ill(Mc  à  la  ligne  de  tcire;  le 


(  4:  ) 

sommet  C  est  en  avant  de  AB  par  rapport  à  la  ligne  de  tern. 
Le  sommet  D  du  tétraèdre  est  situé  au-dessus  de  la  base  de  ce 
tétraèdre. 

L'arête  du  tétraèdre  a  une  longueur  de  o"',iôo;  le  côté  AB 
de  la  base  est  à  o™,o3o  de  la  ligne  de  terre. 

On  considère  les  deux  cônes  suivants  : 

1°  Un  cône  ayant  pour  sommet  le  point  A  et  pour  base  le 
cercle  inscrit  dans  le  triangle  BGD; 

2"  Un  cône  ayant  pour  sommet  le  point  B  et  pour  base  le 
cercle  inscrit  dans  le  triangle  AGD. 

Gela  posé,  on  demande  de  déterminer  les  projections  de  l'in- 
tersection de  ces  deux  cônes. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  que  le  tétraèdre  est 
opaque  et  que  l'on  enlève  toute  la  partie  de  ce  corps  intérieure 
au  premier  cône  et  aussi  toute  celle  intérieure  au  deuxième 
cône.  On  indiquera  les  constructions  nécessaires  pour  déter- 
miner un  point  quelconque  de  l'intersection,  sa  tangente  et  les 
points  remarquables  de  cette  intersection.  Ges  constructions 
seront  succinctement  expliquées  dans  une  légende  placée  au 
bas  de  la  feuille  de  dessin. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Prendre  la  ligne  de  terre  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre, 
à  égales  distances  de  ces  deux  côtés. 

Trigonométrie. 
On  donne  deux  côtés  d'un  triangle  et  l'angle  compris 

a  =  2476'",  345, 
6  =  i583'",654, 
G  =io8"53'5.r,4'^- 

Galculer  les  deux  autres  angles,  le  troisième  côté  et  le  rayon 
du  cercle  circonscrit. 

Physique. 

On  donne  1""  d'air  humide  à  la  pression  totale  o'",7G4,  à  la 
température  i5",  à  l'état  hygrométrique  |.  On  porte  cet  air 
à  5o°,  on  maintient  la  pression  totale  constante  égale  à  o"',764, 
on  fournit  à  la  masse  d'air  assez  d'eau  pour  maintenir  constant 
à  5o°  l'état  liygrométrique  égal  à  |. 


1  40  j 
On  demande  : 

1°  Le  nouveau  volume  de  l'air; 

5t"  Le  poids  d'eau  qu'il  aura  été  nécessaire  de  fournir. 
On  sait  que  la  force  élastique  maximum  de  la  vapeur  d'eau 
est,  à  i5°,  Fi5=  o"',oi27;  à  5o°,  ¥50=  o^jOga. 
a  =0,00367,  coefficient  de  dilatation  de  l'air; 
a  le  poids  du  litre  d'air  sec  à  0°  et  760"""=  i^', agS: 
0  la  densité  de  la  vapeur  d'eau  =  0,622. 

Chimie. 

I.  Analyse  de  l'air.  Décrire  : 
1"  L'expérience  de  Lavoisier  ; 

2°  Le  procédé  de  Dumas  et  Boussingault. 

II.  Quelles  sont  les  deux  méthodes  de  calcul  qui  permettent 
de  connaître  le  poids  de  i'"  de  gaz  ammoniac,  en  faisant  usage 
de  nombres  choisis  parmi  les  suivants  : 

l        H  =  2, 

Equivalents!     H  =  i,  Equivalents 


l     n  =  i,  Equivalents  1 

(  Az  =  14.  en  volume  j 


en  poids     /  Az  =  i4.  en  volume  ]  ' 

^  'AzH3=4. 


Densités 


H  —  0,0692, 
Az  =0,9714. 
Poids  du  litre  d'air 1^^293. 


CO^COIRS  POUR  L'AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATIIÉMATIQIES 
m  1887  C). 


Mathématiques  spéciales. 

L'énoncé  de  la  p.  434  (  ioc.  cit.)  est  incomplet;  entre  1°  et  2°, 
il  faut  intercaler  : 

La  conique  S  étant  une  ellipse  donnée  et  S  un  cercle  donné, 
trouver  l'équation  de  S'. 


(')   Voir  '.V  série,   t.  VI,   p.  433. 


(  19  ) 

Calcul  numérique. 

En  deux  points  A  et  B,  situés  sur  une  même  horizontale 
à  a™  l'un  de  l'autre,  sont  fixées  les  deux  extrémités  d'un  fil  pe- 
sant, homogène,  flexible  et  inextensible  de  ^^  de  longueur. 
Calculer,  avec  l'approximation  que  comportent  les  tables  à 
7  décimales,  les  angles  que  font  avec  l'horizontale  les  tan- 
gentes en  A  et  B  à  la  courbe  formée  par  le  fil. 

Épuj^e. 

On  donne  deux  points  A  et  B,  et  l'on  mène  l'horizontale  CD 
perpendiculaire  à  la  droite  AB  en  son  milieu  C. 

On  prend  sur  cette  droite  un  point  D.  tel  que  le  triangle 
DAB  soit  équilatéral. 

Cela  posé,  on  considère  deux  cylindres  de  révolution  dont 
l'un  a  pour  axe  AD  et  passe  par  le  point  B.  et  dont  l'autre 
ayant  pour  axe  BD  passe  par  le  point  A. 

Représenter  le  solide  commun  à  ces  deux  cylindres. 

Dans  ce  qui  suit,  a  et  3  désignent  les  projections  sur  la  ligne 
de  terre  des  points  A  et  B. 

Le  point  a  est  au  milieu  de  la  feuille,  le  point  3  à  droite 
de  a  à  42""^'» 

aa'  =  65'"'",  y.a  =  i(f"".         ^è'=96""",  ^6  =  80'"'". 

La  droite  CD  prolongée  du  côté  du  point  D  ne  rencontre 
pas  le  plan  vertical. 

On  joindra  à  l'épure  une  légende  explicative  de  la  méthode 
employée. 


SIR  LA  COWERGEXCE   DES  SÉRIES; 

Par  m.  Erxest  CESARO. 
Professeur  à  rUniversilé  de  Palerme. 


Dans  toute  série  convergente,  le  produit  d' an  terme 
par  son  rang  ne  peut  tendre  vers  une  linnie  différente 
de  zéro. 

Ann.  de  Mathémat..  ?>'  série,  t.  VII  (révrier  1S8S).  4 


(  ^^"  ) 

Clc  llléolèluc  esl  oi'diaaiiL'iiiciil  déinoiiUc'  pour  les 
séries  à  termes  positifs,  et  la  déinonstratioii  est  fondée 
sur  Ja  divergence  delà  série  harmonique.  Il  est  vrai  que, 
si  nu,i  tend  vers  À^o,  ««  Unit  par  prendre  le  signe  de  À, 
et,  par  suite;,  on  pourrait  se  borner  à  considérer  les 
séries  à  termes  positifs.  Mais  nous  préférons  exposer  ici 
une  démonstration  indépendante  de  toute  série  spéciale 
et  de  toute  hypothèse  sur  les  signes  des  termes.  Rappe- 
lons d'abord  que  si,  pour  fi  infini,  a,i  tend  vers  une  li- 
mite, on  a 

,  ,  I  ,. 

(i)  —  (  «i-t-  a2-r-  «3-+-.  .  .+  n,i)  =  lima,;. 

n 

Jl  i;n  résuhe  que  l'on  peut  écrire 

lim  —  (  »i  -f-  2  Uo  -h  3  ?<3  -+-...  -^  nu„  i  =  X  . 
/t 

D'autri'    part,    ia    somme     iti -{- 211-2 -\- ... -ï- nti,,.    peut 
s'écrire  ainsi 


Si-i-  2(82  — Si)  +...-(-«( s„  —  s„_ 

-1  ) 

=  (//  H-  [)S„  —  (Sj-i-  So-h  S3  +  . . 

.-hS„). 

Conséquemment 

Si  la  série  est  convergente,  on  a,  en  vertu  de  (i  ), 

lim  -  (Si-+-  S2-)-  83  +  . .  .-f-  S„)  =  limS,,. 
n 

Donc  },  =  o . 

Rappelons  que  la  condition  lim/^//„=  o  n'est  pas  suf- 
ftsante  pour  la  convergence,  car  il  y  a  des  séries  diver- 
gentes qui  y  satisfont.  Elle  n'est  pas  nécessaire,  v.av  mi„ 
pourrait  osciller  au  lieu  de  tendre  vers  zéro.  Cependant 
elle  devient  nécessaire  pour  les  séries  dans  lesquelles  le 


rapport  de  deux  termes  consécutifs  tend  vers  une  limite 
déterminée 5  car,  si  nun  oscillait,  il  en  serait  de  même 

■  ■)  et,  partant,  de Jtemarquons  entm 


nu,i 

que  la  condition  lim /zm^  =  ).,  où  )><o,   est   suffisante 
pour  la  divergence. 

Le  caractère  de  divergence  que  nous  venons  d'obtenir 
a  plus  d'importance  qu'on  ne  lui  en  donne  dans  les 
Traités;  car,  toutes  les  fois  qu'il  permet  de  constater  la 
divergence  d'une  série,  on  peut  être  assuré  que  la  règle 
(le  Duhamel  ne  saurait  en  faire  autant.  Supposons, 
en  eiïet,  \  fini  et  diiïerent  de  zéro.  On  a 

lim =  hm '  —  I . 

Un.  n  -h  i  nu,i 

C'est  le  cas  de  recourir  au  théorème  de  Duhamel.  Soil 

r  /    ^'n  \ 

hm  n I     =  (JL, 

c'est-à-dire 

(2)  lim^^  +  '^"-^'-"^»=i-^. 

Considérons  la  série 

''l  =  "l,  ('2  =  -2  «2 «;,  (>3=3Mî 111=1.  .... 

évidemment  convergente,  puisque 

V'i  -f-  4^2  -I-  '^3  -T-  •  •  •  -r-  V„  =  nu„  . 

L'égalité  (2)  devient 

Il  m =  r  —  [x, 

d'où 

limnv,,  =  (  I  —  [-«.)  X. 

Mais  le  premier  membre  est  nul.  Donc  (i  —  ajÀ=  o:, 
puis  [j.  =  I .  La  règle  de  Duhamel  ne  conduit  à  rien. 


(  ^>-  ) 

On  parvieiil  au  même  résultat,  dans  le;  cas  de  séiies 
à  termes  positifs,  eu  partant  de  la  relatiou 

(3)  lim '^ cil a^a^.  •  -^^n  =  Iim««, 

qu'on  déduit  aisément  de  (i)  par  le  cliangcment  de  n„ 

en  logrt„.  Pour  ««=   (  •  H \  5  on  obtient 


lim 


11/ -; 

(/  1  .  2  .  O  .  .  .  71 

De  même,  pour  ««  =  niin^  on  trouve,  en  tenant  compte 
du  dernier  résultat, 

lim  n  'J Ux  u^  M3 .  . .  Un  =  ).  e. 
D'autre  part,  si  l'on  fait 

3Cn=  n[ I  ) 

\  ««+1  / 

dans  la  relation  connue 


lim      1  H 


on  obtient 

\  l'n+l  J 

puis,  pour 

/     Un    \" 
fin  = )     ' 

la  relation  (3)  devient 

lim  Vihii.2Us...Un  =  ^ft, 

Un 

d'où 

jim/i  v^Uj  U.2U3. . .  u„  z=Xe\>-. 

Donc  pi  =  1 . 

Inversement,  il  est   facile  de  se  convaincre  que  ////„ 


(  ^3  ) 
tend  vers  zéro  toutes  les  fois  que  les  règles  précédentes 
permettent  de  recounaitre  qu'une  série  est  convergente. 
En  nous   bornant   aux   séries     à    termes   positifs,    soit 
d'abord 

lim =  lim =  A  <  i, 

Un  nu,i 

et  prenons  )>  <^  </  <^  i .  Il  doit  exister  un  nombre  fini  v. 
tel  que,  pour  n  ^  v,  on  ait  toujours 

nun 
puis 

Donc,  pour  n  croissant  à   l'infini,  ]imn//„=o.  En  se- 
cond lieu,  soit  A  =  15  mais 


lim  n  (  — I  )  =  [J^  > 


et  prenons  i  <^^  <^  |j..  On  pourra  déterminer  v  de  ma- 
nière que,  pour  /z^v,  on  ait  toujours 

ni — 1  )  >  ^. 

c'est-à-dire 


pui 


>i-^^, 


nu„  (v -+-i)(v-+- 2)(v -t-3).  .  .« 


On   sait,    d'ailleurs,    que    le   second  membre   de  cette 
inégalité  est  le  produit  de 

(i-^qYi-^q)..   (y  ^q  —i)    T(x-^q) 
•2.3.i.../  «Y-i 

par  une  fonction  de  //,  (|ui  leiid  \ers  l'unité  pour  n  in- 


(  54  ) 

lini.    Donc,  encore  une   fois,    à    cause  de  ^  >  i ,  on  a 
\\mnu,i  =  o. 

Le  théorème  exprimé  par  l'égalité  (i)  est  susceptible 
d'une  utile  généralisation.  Soit  ^^i  +  ^'2  +  ^"3  4- •  •  •  une 
série  divergente,  à  termes  positifs.  Si  a«  tend  vers  une 
limite  a,  il  existe  un  nombre  v,  tel  que,  pour  ti  >>  v,  on 

ait  toujours 

I  ««  —  «  I  <  ') 

£  étant  donné  à  l'avance  arbitrairement  petit.    On  en 
déduit 

Maintenant,  si  l'on  pose 
on  obtient  par  addition 


puis 

t'i-t-  i-2-h  l'3-H.  .  .-4-  V, 


Conséquemment,  si  l'on  fixe  v  en  faisant  augmenter  n 
à  l'infini,  on  trouve 

,.     aiVi-{- a^Vi-h  asv^-i-. . .-+- a„v„ 

lim =  a. 

t'i  -+-  ^-2  +  t'a  -T-  •  •  •  -+-  ^n 

Il  suffit  de  faire  i^,i=  i  pour  retrouver  (i).  Cela  étant, 
supposons  que 

Un 

a„=  — 
tende  vers  une  limite.  On  trouve 

lim =  lim  —  • 

t>i  -i-  t'a  -1- .  .  .  -4-  i>n  «'« 


(  5.5  ) 
Pour  r„  =  -,  nous  voyons  que 


S 
lini  , =  lini  nu, 

lOii  II 


pourvu  que  le  second  membre  existe.  Il  eu  résulte  que 
les  séries  divergentes,  pour  lesquelles  nu,i  tend  vers  zéro, 
sont  moins  divergentes  que  la  série  luirnionique.  De 
même,  pour  Vn^=  i?  O'i  trouve 

lim  —  =  lini  u,i- 
n 

Par  suite,  les  séries  divergentes,  dont  le  ternie  gé- 
néral tend  vers  zéro,  sont  moins  divergentes  que  lasérie 
I  +  I  -4-1 -t-.  ...  Ici  il  convient  de  faire  remarquer  qu'on 
peut  rigoureusement  comparer  la  divergence  de  deux 
séries  eu  étudiant  le  rapport  des  sommes  des  7i  premiers 
termes,  pour  n  infini.  Lorsque  ce  rapport  a  une  limite 
finie  et  déterminée,  autre  que  zéro,  les  deux  séries  sont 
également  divergentes.  On  dit  que  la  première  série  est 
moins  divergente  que  la  seconde  lorsque  le  rapport  en 
question  tend  vers  zéro. 

Partageons  le  sysième  des  nombres  entiers  en  un 
nombre  fini  de  systèmes  A,,  Ao,  •  •  .,  A,-,  et  supposons 
que  a,i  tende  vers  )./  lorsque  n  parcourt  A,.  Soient  res- 
pectivement ni  et  (7/  le  nombre  et  la  somme  des  entiers, 
non  supérieurs  à  /i,  qui  ap[)artiennent  au  sysième  A/. 
Soit,  en  outre,  rn/  la  probabilité  qu'un  entier,  pris  au 
basard,  appartienne  à  A,.  On  a,  [)()ur  n  infini, 


lim  — 
n 


l)\iulre  pari, 

-  I  T,  -t-  «2  +-  ^ 


n  2    7.> 
/>    Il  1 


(  -^^^  ) 

Donc 

(4  )    lira  —  (  «1  -f-  «o-t--  ••-!-««'  =  ^'1^1  ~i~  ''■'>^'^~'  •  •"+"  À,.î0,.. 
n 

On  démontrerait  de  même  que 

(■j)  lim  v/«i  a2«3.  ..««  =  /■!    A2    A3    ..  .A,.    . 

Reprenons  (4)  et  faisons-y  a,i=  nu,i.  On  trouve  que 
ron  fJoit  avoir 

(6  )  ÀiTrri-i-  ÀoCTo-i-  À37TT3-i-.  .  .  ^-  À^CT,.  =  O, 

/70«;'  </«e  /«  série  soit  convergente.  C'est  là  un  nouveau 
caractère,  qui  permet  de  constater  immédiatement  la 
divergence  de  certaines  séries.  Ainsi,  par  exemple,  on 
voit  au  premier  coup  d'oeil  que  la  série 


est  divergente,  car  on  a  A,  =: —  1,777,  =  |,  lorsque  n  est 
divisible  par  3^  et  Ao  =  i ,  rrjo  =  |,  lorsque  n  est  pre- 
mier avec  3. 

JNous  pouvons  même  énoncer  des  propositions  géné- 
rales, qui  offrent  un  certain  intérêt.  Considérons,  par 
exemple,  un  système  A,  constitué  par  une  suite  a),  «o, 
«3,  ...  de  nombres  entiers,  croissant  à  l'iufini.  Soit  tt? 
la  probabilité  qu'un  Jiombre  entier,  pris  au  hasard,  ap- 
partienne au  système  A.  La  condition  (6),  appliquée  à 
la  série 

I  I  t  1 

^  «1       «2       ^3       ^i  "  ' 

donne  nj=z  o,  en  supposant  ?//i=  -  ou  bien  u«=  o,  sui- 
vant que  n  appartient  ou  non  au  système  A.  Consé- 
cjueminent.   pour  (jue  la  série  {y)soil  convergente,   il 


(  -1  ) 

est  nécessaire  ifue  les  tlcnoininalears  soient  infiniment 
rares  parmi  les  nombres  entiers.  Celte  condition  n'est 
pas  sulfisante.  Ainsi  la  séjie  (7)  est  eoiiveigenle 
lorsque  A  est  le  système  des  carrés  parfaits  :  elle  est 
divergente  loi'sque  A  est  le  système  des  nombres  pre- 
miers. Les  fréquences  de  ces  deux  systèmes  sont  inlini- 
tésimales  :  leurs  inverses  devienn(;ut  infinies  con)ine  les 

fonctions  y'^/z,  log«,  respectivement.  Le  derjiier  théo- 
rème est,  du  reste,  une  conséquence  immédiate  dun 
théorème  de  Dirichlet,  d'après  lequel  la  limite  de 


I 


pour  e  =  o.  (îst  égale  à  ttt.  Or,  lorsque  la  série  (7)  est 
convergente,  la  limite  en  question  est  o.  Donc  to  =  o. 
Changeons  les  signes  de  certains  termes,  arbitraire- 
ment choisis,  dans  la  série  harmonique,  et  soit  nr  la 
probabilité  de  rencontrer  un  terme  négatif  dans  la  série 
obtenue 

(8)  ±^±{±\±\±.... 

Les  indices  des  termes  négatifs  constituent  un  nremier 
système  pour  lequel  on  a  Ai  =  —  1 ,  77,=  m.  Les  indices 
des  termes  positifs  constituent  un  second  système,  pour 
lequel  ).o  =  i ,  tâTo  ^  i  —  C3-  La  condition  (6)  devient 

I  —  2^  =  0,  d'où  TVT  =  \. 

Conséquemraent,  pour  que  la  série  (8)  soit  conver- 
gente., il  faut  (pœ  les  ternies  négatifs  y  soient  tout 
aussi  fréquents  que  les  termes  positifs. 

Faisons  une  inversion  de  ternies  dans  la  série 

(9)  i-^+i-i  +  i-.--- 

en  conservant  Tordre  des   termes  de  même  signe.  Sup- 


(  ^^  ) 

posons  que  l'on   ait,  après  rinversiou,  //j  Icniies  posi- 
tifs, suivis  de  //o  termes  négatifs,  etc.  Soit 

?l  =  Hi  -+-  «2-+-  ":i-r--  •  •-!-  «2r) 

et   désignons   par  ra    la   probabilité  de  rencontrer    un 
terme  négatif,  de  sorte  que 

,.        «2 -+-  'li  ^  •  •  • -1-  'iir 


lini 


«•1  -1-  /is  -(- .  .  .  -1-  n^,—] 


Tant  que  m  est  diOérent  de  zéro  et  de  i ,  la  série  con- 
sidérée peut  dire  convergente.   Remarquons,  en  eiïet, 

(ine  nu,,  tend  vers j  ou  bien  vers  — ,  suivant 

'  2  CT  2  (  I  —  TO  ) 

([ue  u,i  est  négatif  ou  positif.  La  condition  (6)  est  donc 
vérifiée.  Pour  montrer  que  la  série  est  convergente,  re- 
marcjuons  que  la  somme  de  ses  n   premiers  termes  est 

où  H„  représente  la  sointne  des  n  premiers  termes  de  la 
série  harmonique.  On  sait,  d'ailleurs,  que  cette  dernière 
somme  est  asymptotique  à  log/?  -+-  C,  d'où  il  suit  que  S« 
est  asymptotique  à 

,  I   ,  rti  -+-  «3  -I-  /l;;  -h  .  .  .  -H  «,,._! 

lOffS  H I02: 

2        '       n,-h  rii-h  rio-h.  .  .-h  Tlir 

Conséquemment,  la  somma  de  la  série  considérée  est 
égale  au  logarithme  naturel  de 


En  particulier,  si   l'on   vent   altéier  l'ordre  des   termes 
dans  (()),   de  manière  à  obtenir  une    somme  nulle,  on 


(  ■>9  } 
doit  prendre 

1  =  1,  d'où 


Vs 


Par  exemple, 


Si,  au  contraire,  on  veul  que  la  série  conserve  la 
somme  qu'elle  a,  il  faut  laisser  les  termes  négatifs  se 
succéder  awisi  fréquemment  que  les  positifs. 

Il  est  remarquable  que  le  caractère  de  convergence 
exprimé  par  la  relation  (6)  soit  encore  applicable  à  des 
séries,  pour  lesquelles  viennent  à  manquer  d'autres  ca- 
ractères importants.  Il  est  d'abord  évident  que  le  rap- 
port de  deux  termes  consécutifs  oscille,  car  on  a 

,.        U,i+\  ^'i 

lim =  ^-  -, 

Un  Ay 

lorsque  n  parcourt  Ay,  en  prenant  seulement  les  va- 
leurs qui  sont  suivies,  dans  le  système  total,  dénombres 
appartenant  au  système  A/  Soit  M/y  la  fréquence  de  ces 
valeurs,  de  sorte  que 

La  formule  (5)  permet  d'écrire 


y-=n(^.)' 


'.7 

L'examen  de  cette  limite  ne  permet  donc  pas  de  constater 
la  divergence  de  la  série.  Il  resterait  à  chercher  les  con- 
ditions moyennant  lesquelles  on  serait  autorisé  à  étendre 
les  formules  (4)  et  (5)  au  cas  de  /'infini.  Nous  nous 
en  occuperons  peut-être. 


(  6o  ) 


SIR  LA  THEORIE  DE  L'ELIMIMTIOIV; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


Je  me  propose  de  faire  coiinaitre,  dans  ce  travail, 
une  nouvelle  uiélliode  d'élimination  applicable  à  un 
nombre  cjuelconque  d'équations  algébriques. 

Considérons  d'abord  deux  équations  algébriques 

(1)  o(x,y)  =  o,         'l(x.y)  =  o. 

des  degrés  respectifs  ut  et  /z.  Pour  résoudre  ces  deux 
équations,  on  peut  commencer  par  éliminer  x-^  à  cet 
effet  on  'peut,  comme  je  l'ai  montré  dans  un  des  der- 
niers numéros  de  ce  Journal,  former  les  équations 

(2)  ?I=0,  ^2=0,  ...,  0,1-1  =  0, 

où  Zf,  désigne  le  reste  de  la  division  de  es  par  'h,  Oo  le 
reste  de  la  division  de  ^cp,  par  'l,  ....  Ces  équations  (2) 
fournissent,  par  l'élimination  de  x,  3.-,  .  .  .,  x"'~^,  la 
résultante  cherchée  que  j'appellerai 

(3)  R  =  o. 

Supposons  cette  équation  résolue^  si,  dans  les  équa- 
tions (2),  on  remplace  y  par  une  des  racines  de  (3),  ces 
équations  feront  connaître  la  valeur  de  .r,  ou  plutôt 
les  valeurs  de  x,  x-,  .  .  . ,  a"~\  qu'il  faut  associer  à  la 
valeur  considérée  de  j-  pour  avoir  une  solution  des 
équations  (i). 

Je  ne  discuterai  pas  les  équations  (2)5  je  ferai  seule- 
ment observer  que,  si  l'équation  (3)  n'a  pas  de  solutions 
multiples,  ce  que  nous  supposerons,  les  valeurs  de  x, 
qu'il   faut  associer  à   chacune  des  racines  de  (3)  pour 


(     (M      ) 

i'unncr  une  solution  tic  (i),  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  y.  En  effet,  les  équations  (2)  sont  du  premier 
degré  en  x'^,  x,  x-,  .  .  .,  x"~\  et  leur  déterminant  Tl 
est  nul  sans  que  tous  ses  mineurs  le  soient;  car,  si  tous 
les  mineurs  de  R  étaient  nuls,  en  appelant  JM  l'un 
d'eux,  on  aurait 

dj  dy 

et  -j-  serait  nul,  R  =  o  aurait  une  racine  multiple. 

Toute  valeur  de  x,  qui,  associée  à  une  racine  j)^  de 
R  :=  o,  fournit  une  solution  de  (i  ),  est  donc  une  fonc- 
tion rationnelle  des  coeftîcients  de  (2),  c'est-à-dire  de  y 
racine  de  R  =  o;  on  en  conclut  que  : 

Toute  fonction  rationnelle  d'une  solution  de  (i) 
s'exprime  rationnellement  en  jonction  d\ine  racine  y 
de^  =  o. 

Mais  toute  fonction  rationnelle  de  y  s'exprime  sous 
la  forme  d'un  polynôme  entier  de  degré  mn  —  i  en  j-, 
car  mn  est  le  degré  de  R  ew  y\  donc  : 

Toute  fonction  rationnelle  d'une  solution  de  (i) 
peut  se  mettre  sous  la  forme  d\in  polynôme  entier  de 
degré  mn  —  1   en  y  racine  de  R  =  o. 

Cela  posé,  supposons  que  l'on  veuille  éliminer  x  et  j)' 
entre  les  équations 

(4)  0=0,  'i<  =  o,  y  =  o, 

'i  et  'L  ayant  la  même  signification  que  tout  à  l'heure 
et  y  désignant  un  polynôme  de  degré  p  en  x  etj^.  Sup- 
posons d'abord  que  l'équation  (3)  n'ait  pas  de  solution 
multiple;  on  pourra  exprimer  '/{x^y)  sous  la  forme 
d'un  polvnônn;  entier  en  y  de   degré  mn  —  i ,  et  cela 


(  (^-  ) 

bicMi  facilement,  puisque  x  peut  ètie  calculé  eu  foucliou 
(le  )  au  nioveii  des  équations  (2)5  on  exprimera  de 
même  T'/.JK'-y,  .  .  . ,  r'""~' '/^  ^^  Cjui  pourra  d'ailleuis 
se  faire  en  clivisanl  ces  quantités  par  R  et  en  les  rem- 
plaçant par  leurs  restes  dès  que  y  aura  été  lui-uième 
exprimé  en  j  .  Soit  alors,  en  faisant  ra  :=  /«/?, 


(5) 


CoO 


/ 


^  j^-'7. 


Cûj-urj-iy^ 


Je  dis  (jue  le  déterminante  ih  CooC|  1  .  .  .  c^,  1,^-1  =  S 
sera  le  preuiiei'  membre  de  la  résultante  des  équa- 
tions (4)-  Eu  effet,  appelons  (\r,,j',),  (xo,j'o),  ..., 
(o'cTî  >'ni)  J^s  solutions  des  éc[uatious  (i)  et  désignons 
en  géuéral  par  F/ ce  que  devient  la  fonction  F(x,  jk) 
quand  on  y  ri'inplace  x  et  y  par  Xi  i^l  Ji\  les  équa- 
tions (5)  ont  lieu  cjuand  on  y  remplace  x  el  y  par  Xi 
etj^),  Xo  et  jo,  ....  Elles  montrent  alors  que  le  déter- 
minant 


(6) 


7.1    yr/A 

'/,ra     yrn'^ljn 


JC7         /.CT 


est  égal  au  produit  de  S  par 


(7) 


I   ri 

'       J'2 


7^ 


7. 


produit  des  différences  des  racines  de  R  =:  o,  toutes 
distinctes  par  hypothèse.  Mais,  à  l'inspection  de  ce  dé- 
terminant (6),  on  voit  qu'il  est  le  produit  du  détermi- 


(  (33  ) 
naul  (7  )  par  y,  y.  .  .  .  y-  ;  ou  a  donc 

S  =  -/.r/.>...7.rT. 

S  =  o  est  donc  bien  la  résultante  des  équations  (4). 

Maintenant,  supposons  que  l'équalion  (3)  ait  une 
solution  multiple;  la  solution  que  nous  allons  exposer  a 
cela  de  remarquable  qu'elle  fournira  la  résultante, 
quelle  que  soit  la  définition  que  l'on  conviendra  d'en 
donner.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'équa- 
tion (3") 

R  =  o 

n'ait  qu'une  racine  multiple  et  que  cette  lacine  soit 
double;  soilj'^  =  j'^_f  cette  racine:  on  pourra  en  débar- 
rasser R  =  o.  SoitR'=  o  l'équation  qui  a  pour  racines 
Jiijif  •  •  -iJcT-a;  It'S  valeurs  de  x,,  X2,  •  .  •.  Xr^-2  se- 
ront rationnelles  en  J'),y2>  •  •  •ij'nr-a  respectivenienl. 
Toute  fonction  rationnelle  de  Xi  et  Vi  où  z<^^ —  1 
pourra  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  entier 
de  degré  nj  —  3  enj',  ;  si  l'on  pose  alors 

y,-/f  =  aïo ^  «11  v/-h . .  .  ^  ai^^-sv^-^. 

on  piouvera,  en  suivant  une  métliode  analogue  à  celle 
dont  on  vient  de  faire  usage,  que,  si  l'on  désigne  par  T 
le  déterminant  Szt^oo^n-  •  ^c>Tl-:\.^7-■^'  on  aura 

T  =  7  (xi ,  jKi  )  7.( ^2,  72  )    ■  •  7'  -^^-2,  JKn-2  )  ; 

donc 

T  7.(a-CT-i.  JcT-i  )  7(^rT.  J'ct)  =  o 

sera  la  résultante  des  équations  (4)-  Si  J"c7_i  =  .ï"cti  '^ 
résultante,  suivant  les  conventions  que  l'on  voudra  faire, 
sera 


(  (>4  ) 

car  1  UDC  et  l'aulie  équation  expriment  (jue  les  équa- 
tions (4)  ont  une  solution  commune. 

XcT_i  et  jc^  sont  racines  d'une  équation  du  second 
degré;  mais  il  est  clair  que 

ne  renfenncra  pas  d'irralionnalités.  On  voit  sans  peine 
comment  il  faudrait  procéder  si  R  =  o  avait  plusieurs 
racines  multiples  d'ordre  égal  ou  supérieur  au  second. 
On  voit  aussi  comment  la  méthode  précédente  peut 
s'étendre  à  un  nomljre  quelconcjue  d'équations  algé- 
briques; en  particulier,  s'il  s'agit  d'éliminer  jr,r,  :;  entre 
les  quatre  équations 

(8)   ^{x,j-,z)=o,  <\i(x,y,z)  =  o,  -/(x,y,z)  =  o,    (i{x,y,z)  =  o 

des  degrés  respectifs  m,  ji,  p,  q.  on  formera  la  résul- 
tante 

S  =  o, 

provenant  de  l'élimination  de  x  et  j'  entre  les  trois  pre- 
mières. Appelant  (xj,  l'i,  3,),  (j:.'2,^ro,  Co),  •  .  •  les  so- 
lutions comiiiunes  à  ces  équations,  on  formera 

^{Xi,yi,Zi),     Zi^{Xi,yi,Zi),      .... 

que  l'on  exprimeia  sous  forme  de  polynômes  entiers  de 
degré  77in/)  —  i  en  z.  Le  déterminant  des  coefficients  de 
ces  polynômes  égalé  à  zéro  fournira  la  résultante. 

La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  a  cet  avantage 
sur  toutes  celles  qu'on  a  données  jusqu'ici,  qu'elle  con- 
duit à  des  calculs  que  l'on  peut  à  la  rigueur  elïectuer, 
et  qu'elle  fournit  une  résultante  dont  on  a  la  significa- 
tion ])récis(;. 

C  i;st  la  tliéorie  des  équivalences  algéi)riques  (jui  m'a 
conduit  à  la  métliode  que  je  viens  d'exposer;  c'est  en 
s'appuyant    sur   cette  théorie  qu'il   conviendrait  de   la 


(65) 
présenter;  elle  gagnerait  ainsi  en  élégance,  en  simplicité 
et  surtout  en  généralité,  mais  elle  risquerait  de  rebuter 
les   élèves    de  Mathématiques   spéciales    pour  qui   ces 
lignes  sont  écrites. 

Je  ne  veux  pas  abandonner  ce  sujet  avant  d'avoir 
montré  comment  on  peut  profiter  des  théories  précé- 
dentes pour  calculer  les  fonctions  symétriques  des  solu- 
tions de  plusieurs  équations  algébriques.  Considérons 
les  trois  équations 

(  9  )     çp  (  .r.  r,  z)  =  o,  'l>(^,  y,  z)  =  o,  ■/  (.r.  y.  z)  =  o 

et  soient 

(  3~1,   V],  X;i  ),       (T.2.y.2,Z2) <  •î'rT-  .l'rr-  «ra) 

leurs  solutions  communes.  Le  calcul  d'une  fonction  sy- 
métrique i^evient  au  calcul  d'expressions  de  la  forme 

Supposons  donc  cpi'il    s'agisse  de  calculer  l'expression 

0  désignant  une  fonction  entière  de  .Ti,y,-,  Zf-,  posons 

Tio)  t  —  f)( .r.  y,  z)=  o. 

Eliminons  oc^  y,  z  entre  les  équations  (9)  et  (10)  en 
suivant  la  méthode  donnée  plus  haut;  le  résultant  en  t. 
se  présentera  sous  forme  de  déterminant  et  la  fonction 
symétrique  S9  sera  au  signe  près  le  coefficient  de  l^''^ 
dans  le  développement  de  ce  déterminant. 


Ann.  de  Mnthemat.^  '.V  série,  t.  VII.  (Février  1888.) 
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SIR  LE  PLUS  GRA^D  COMMUN  DIVISEUR  DE  DEUX  POLYNOMES 
ENTIERS; 

Pau  m.  E.  POMEY. 


Je  nie  propose,  clans  cette  Note,  de  clierclier,  à  l'égard 
de  deux  polynômes  entiers, 

^  =  60-+-  b^x  -\-  h^x''--^  .  .  .-h  hnX", 

i"  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  y 
et  g  aient  comme  plus  grand  commun  diviseur  un  po- 
lynôme de  degré  p\  2"  l'expression  explicite  de  ce  poly- 
nôme; 3°  les  quotients  respectifs  de  /"et  ^,  divisés  par 
ce  polynôme. 

L'étude  de  ces  questions  peut  être  rattachée,  soit  au 
résultant  d'Euler,  soit  à  celui  de  Bezout-Cauchy  :  nous 
diviserons  cette  Note  en  deux  parties  se  rapportant  res- 
pectivement à  ces  deux  points  de  vue.  Nous  aurons 
d'ailleurs  recours,  dans  l'une  et  dans  l'autre  partie,  à 
un  théorème  fondamental  bien  connu,  mais  dont  nous 
rappellerons  la  démonstration. 

Théorème  fondamental.  —  Lorsqu'il  existe  deux 
polynômes  entiers  u  et  v^  respectivement  de  degrés 
n  —  p  et  m  — p^  satisfaisant  à  l'identité 

(i)  uf-^vg  =  o, 

f  et  g  ont  un  diviseur  commun  de  degré  au  moins  égal 
à  p. 

En  effet,  désiguons  par  d  le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  u  et  v^  ce  polynôme  d  pouvant  se  réduire   à 


(  6;  ) 

une  constante,  et  par  //,   et  Ui  les  quotients  de  u  et  v 
divisés  par  d.  L'identité  (i)  peut  s'écrire  alors 

ou,  puisque  d  n'est  pas  identiquement  nul, 

(2)  ,  Uif-i-Vi^  =  0. 

D'après  cette  identité,  a,  divise  ^^i^;  mais  zf,  est  pre- 
mier avec  P(,  d'après  un  théorème  connu  ;  donc  il  di- 
vise gi  et  l'on  a 

(3)  ^  =  MiP, 

P  désignant  un  polynôme    entier.  Il   en    résulte,    par 
l'identité  (2), 

(4)  /— ^'iP. 

Or,  f  ei  g  sont  respectivement  de  degrés  m  et  n  ; 
Uy  et  Vx  sont  au  plus  des  degrés  n  — p  et  m  — p.  Donc, 
d'après  (3)  et  {A)if  6t  g  ont  un  diviseur  commun  P  de 
degré  au  moins  égal  à  p. 


Premiî 


MIERE   r'ARTIE. 


Définitions.  —  Désignons  par  Ro  ^e  déterminant 
d'ordre  m-\-n  formé  par  les  coefficients  de  .r",  jt*, 
x^^   .  .  . ,  a:"'+"~'  dans  les  polynômes  suivants  : 

57«-l/,       X'^-"-/,        X\f,  a7o/, 

X<^g,         X^g,  ...,     x"'-^g,     x>>'-iff. 

On  a  ainsi,  en  supposant  des  zéros  à  toutes  les  places 
laissées  vides  en  dehors  des  deux  parallélogrammes  re- 


(  68  ) 
couverts  par  los  coefficients  a  et  A, 


Ru 


a^     «1      a^_ 
«0      «1      «2      

«0        «1        <-'2         «/;( 

Z'u      6,      b-i       ...      b,i 

^0       ^1        i>i       •••        ^;( 


<^0         *^1  1^1 


ha 


>  rt  lignes. 


Ro  est  le  déterminant  d'Euler,  dans  lequel  on  a  seule- 
ment renversé  l'ordre  des  n  premières  lignes. 

Nous  supposons  /7z>  n. 

Soit />  un  nombre  entier  inférieur  ou  au  plus  égala  n. 
Supprimons  dans  Rq  les  p  premières  et  les  p  dernières 
lignes  :  alors  les  p  dernières  colonnes  ne  contiennent 
plus  c[ue  des  zéros  ;  en  les  supprimant  également,  il  reste 
un  tableau  rectangulaire  que  je  désigne  parTy,. 

Si  l'on  supprime  les  p  premières  colonnes  de  ce  ta- 
bleau Tp,  il  reste  un  tableau  carré,  dont  j'appelle  R^  le 
déterminant  des  éléments.  On  voit  en  somme  que  Rp  se 
déduit  de  Rq  en  y  supprimant  les  p  premières  et  les/? 
dernières  lignes,  ainsi  que  les  p  premières  et  les  p  der- 
nières colonnes. 

Soit  i  l'un  des  nombres  entiers  i,  2,  .  .  .,  p.  J'ap- 
pelle R/,,  i  le  déterminant  déduit  de  R^  en  y  rempla- 
çant la  première  colontie  par  la  colonne  qui,  dans  le 
tableau  T^,,  occupe  le  rang  i. 

Je  désigne  par  D^  le  déterminant  obtenu  au  moyen 
de  Rp,  en  ajoutant  à  sa  première  colonne  multipliée 
par  xP  les  p  premières  colonnes  du  tableau  T^,  res- 
pectivement multipliées  par  x^ ^  x',  r-,  .  .  . ,  xP~'^ . 

J'appelle  enfin  \]n-p-\   t"t  V,„_p_,   les  deux  déterrai- 


(^9) 
nanls  obtenus    en    remplaçant   successivement  la  pre- 
mière colonne  de  K^  par  celles-ci 


^ti-p-\ 


n  — p  zéros. 


ni  —  p  zéros  ' 


a""  o  / 

o  J70 

o  x^ 

o  ^/«-/3-l. 

Ces  délinilions  étant  posées,  nous  allons  établir  plu- 
sieurs lemmes  importants. 

Lemme  I.  —  L'expression  développée  du  poly- 
nôme Dp  est 

En  eiFet,  d'après  sa  définition,  D^  est  la  somme  de 
p  -h  i  déterminants  qui  se  déduisent  de  R^  en  y  rem- 
plaçant successivement  la  première  colonne  par  les 
p  -4-  I  premières  colonnes  de  T^,,  respectivement  mul- 
tipliées par  x",  o:',  x-,  .  .  .,  xP,  Or  ces  déterminants 
sont  précisément  ceux  qu'on  a  désignés  plus  haut 
par Rp^j(i"=:  I,  2,  3,  •..,/>>)  et  R^,,  et  qu'on  a  multipliés 
respectivement  par  x",  x' ,  x-,  ...,  xP,  ce  qui  dé- 
montre le  lemme. 

Lemme  II.  —  O/i  a  identiquement 

Dp=  U„-p-i/-+-  \,n~p-ig. 

En  effet,  D^  ne  change  pas  si  l'on  ajoute  à  sa  pre- 
mière colonne  les  suivantes  respectivement  multipliées 
par  x/'+',  xP'^'-y  .  .  .,  x'"+"~'.  Les  éléments  de  sa  pre- 
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mière  colonne  deviennent  ainsi 

X'i-l'-'^f,       ....      X^f,      X^f,       X^g,       X^  g,        ...,      X'n-P-'^g. 

Cette  colonne   peut  s'écrire  sous  la  forme  suivante  : 

x'i-p-^f-i-  o.  g, 


a?' /-H  o.  g, 
x<^'/-\-o.g, 
o.f-\-x^g, 
o.f-i-x^g, 

O.f-^X'n-p-^g. 

On  voit  alors  que  D^  est  la  somme  des  deux  détermi- 
nants obtenus  en  remplaçant  la  première  colonne  de  R^ 
successivement  par  les  premiers,  puis  par  les  seconds 
termes  des  éléments  binômes  qu'on  vient  d'écrire.  Ces 
déterminants  contiennent  en  facteur,  l'un  y,  l'autre  g, 
et  l'on  voit  que  les  multiplicateurs  de /^  et  g  sont  les 
déterminants  désignés  par  la  notation  U«_jo_(,  V„i_^_,, 
ce  qui  démontre  l'identité  annoncée. 

Lemme  m.  —  Lorsque  p  est  inférieur  à  /t,  les  poly- 
nômes \}n-p-\i  ^7n-p-\-)  ordonnés  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  x^  ont  respectivement  pour 
premiers  termes  ^,iR/>+i -a^""^"' i  — am^p+i^"^^^~* • 
Lorsque  p  est  égal  à  «,  le  premier  de  ces  polynômes 
est  identiq  uemejit  nul,  le  second  se  réduit  à  {b/iY 
en  sorte  qu'on  a  U_,  "^  o  et  V,„_„_,  =  {h„y 
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\m~n—\ 


En  effet,  supposons  d'abord  p<^n.  En  développant 
Urt_D_i  par  rapport  aux  éléments  de  sa  première  co- 
lonne, on  obtient  un  polynôme  entier  en  x,  ordonné 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes,  dont  le  pre- 
mier terme  est  de  degré  n  —  p  —  i .   Le  coefficient  de 
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ce  ternie  est  le  déterminant  qu'on  déduit  de  R^  par  la 
suppression  de  sa  première  ligne  et  de  sa  première  co- 
lonne. Or  la  dernière  colonne  de  Rp  a  évidemment  pour 
premier  élément  a„i  ;  les  éléments  suivants  sont  des 
zéros,  sauf  le  dernier  qui  est  ^„.  Par  conséquent,  en 
supprimant  la  première  ligne  de  R^,  l'élément  a^,  qui 
figurait  en  tète  de  la  dernière  colonne,  se  trouve  sup- 
primé, et  la  dernière  colonne  du  déterminant  obtenu 
par  la  suppression  de  la  première  ligne  et  de  la  pre- 
mière colonne  de  R^,  se  compose  d'éléments  nuls,  sauf 
le  dernier  qui  est  b„-^  d'ailleurs,  si  l'on  supprimait  en- 
core cette  colonne,  ainsi  que  la  dernière  ligne,  le  déter- 
minant restant  serait  Ry,^.!.  Le  coefficient  de  x"~^~'  est 
donc  un  déterminant  qui,  développé  par  rapport  aux 
éléments  de  la  dernière  colonne,  se  réduit  à  ^«R/>+i. 

De  même,  en  développant  \ m-p-\  pai"  rapport  aux 
éléments  de  sa  première  colonne,  on  obtient  un  poly- 
nôme entier  en  x,  de  degré  i}i  —  p  —  i  ;  dans  ce  déve- 
loppement, c'est  le  terme  relatif  au  dernier  élément  de 
la  première  colonne  qui  a  le  plus  haut  degré.  Or  cet 
élément,  :r"*~"~' ,  occupe  le  (m  ■+■  n  —  ay^)""'"^  rang 
dans  la  première  colonne.  Le  terme  qu'il  fournit  est 
donc  ( — iyi+n-2p+i  j^m-n-i  ^^  gji  désignant  par  o  le 
délerniinant  déduit  de  Ry,  par  suppression  de  sa  pre- 
mière colonne  et  de  sa  dernière  ligne.  Mais  la  dernière 
colonne  de  Rp  ayant  pour  premier  élément  Um  et  pour 
dernier  élément  b„,  tandis  que  tous  les  autres  sont 
nuls,  on  voit  que  la  dernière  colonne  de  o  a  pour  pre- 
mier élément  a,„  et  que  tous  les  autres  éléments  de  cette 
colonne  sont  nuls;  d'ailleurs  cet  élément  am  occupe 
dans  la  première  ligne  le  (ni -+- n  —  ^p  —  1^^"'^  rang; 
enfin  le  détei'minant  obtenu  en  supprimant  dans  o  la 
première  ligne  et  la  dernière  colonne  est  Rp+\  '■,  par 
suite,  on  a  0  =;  ( —  i  j '"'*'"-'' ^/«R/j+i,  en  sorte  que,  fina- 
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leuieul,  le  terme  du  plus  haut  degré  dans  \m^p-i    <;st 

(—iy^m+n-^p^+la„,R,j+lX"'-P-K      OU      —a,nB.p^iX"'-P-K 

Supposons  maintenant  p  =  «.  D'après  la  définition 
de  U„_y,_,,  la  première  colonne  de  ce  déterminant, 
pour /^  =  72,  n'a  que  des  éléments  nuls,  au  nombre  de 
m — ?i.  Par  suite,  le  polynôme  U_(  est  identiquement 
nul. 

Quant  à  V„j_y,_,,  sa  première  colonne,  dans  l'hypo- 
thèse p  =  //,  a  pour  éléments  a:",  :c' ,  a:-,  .  .  . ,  x"^~"~*  ■ 
Or  R„  est  le  déterminant  d'ordre  ni —  n  suivant 


R„ 


bn- 


ba 


(  III  —  n  lignes), 


tous  les  éléments  placés  au-dessus  de  la  diagonale  prin- 
cipale étant  nuls,  \m-n-\i  pai'  définition,  se  déduit 
de  R„  en  remplaçant  sa  première  colonne  par  les  élé- 
ments qu'on  vient  àv,  citer;  c'est  donc  le  déterminant 
d'ordre  m  —  n  suivant  : 


a?» 


bn 


■bn 


jr-0  (6„  )'«-«-!  =  (6„  )"»-«-'. 


Lemme  I\  .  —  Lorsque  f  et  g  ont  pour  plus  grand 
commun  diviseur  un  poljiiôme  de  degré  p^  le  déter- 
minant P\p  est  différent  de  zéro. 

Dans  le  cas  où  p  est  égal  à  w,  on  a  immédiatement 
V\p^  R«=  {b,iY'-~"^  :  ce  déterminant  est  donc  différent 
de  zéro. 

Supposons  maintenant /?  inférieur  à  n. 

Je  vais  démontier  que,  dans  ce  cas,  si  Ry,  est  nul,  le 


(  73  ) 
plus  grand  commun  diviseur  H  de  /'et  g  n'est  pas  de 
degré /7,  ou,  ce  qui  revient  évidemment  au  même,  que 
dans  l'hypothèse  R;7=  o,  si  0  n'est  pas  de  degré  infé- 
rieur à  /:>,  il  est  nécessairement  de  degré  supérieur  à  ce 
nombre. 

Supposons,  en  effet,  R^  nul.  D'après  la  définition  de 
ce  déterminant,  on  a 


R„  = 


2p—n+l 


'■p-1 


Up 


b. 


p—m-T-l 


<^p+-l 

bp+i 
bo 


l>i„-, 


bn 


bu 


formule  valable  pour  toute  valeur  de  p,  en  faisant  la 
convention  que  tous  les  éléments  a  ou  b  atfectés  d'un 
indice  négatif  ne  sont  pas  autre  chose  que  des  zéros. 

Multiplions  la  première  colonne  de  R^  par  xP^  et 
ajoutons  à  cette  colonne  les  suivantes  multipliées  res- 
pectivement par  x^+',  xP^'-,  ...,  x'"'^"" P"'^ .  On  ob- 
tient de  la  sorte  un  nouveau  déterminant  R  qui  est  égal 
à  ^pXP\  par  conséquent  R  est  nul,  et  il  y  a  entre  les 
éléments  de  chaque  colonne  de  R  une  même  relation 
linéaire  et  homogène,  dans  laquelle  les  coefficients  ne 
sont  pas  tous  nuls  :  nous  allons  écrire  cette  relation,  en 
particulier,  à  l'égard  des  éléments  de  la  première  co- 
lonne. 

D'après  la  faron  dont  on  déduit  R  de  Ry,,  on  voit 
qu'un  élément  quelconque  ap_\  pris  parmi  les  n  —  p 
premiers  éléments  de  la  première  colonne  de  R^  et  un 
élément  quelconque  hp^^j^   pi-is    parmi  les   m  —  p   der- 
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niers  de  cette  colonne  sont  respectivement  remplacés 
dans  R  par  les  éléments  polynômes  suivants  : 

Bj;.=  bp-yXP-\-  bp-^+iXP-^i^.  ..-^bny'+V: 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  i  un  entier  inférieur 
à  /:;,  on  a 

k.i=  x'{ap-ixP-i^. .  .-4-  amX'n) 

ss  x^f —  x'{aç)^  a^x  -{-.  . .-+-  ap^i^ixP-^^^), 

ou,   en   désignant    par   A^_,^,  un   polynôme   de  degré 
p  —  I  au  plus, 

(i)  Ai—x^f  —Ap-ij. 

D'autre  part,  si  y  désigne  un  entier  égal  ou  supérieur 

à  p,  on  a 

kj^sxJ{ap-jXP-J -T- .  .  .-t-  a,nX"^) 
^s  xJ  {aç,-\-  ayx  -^ . .  .-T-  a,n x"^ ), 

puisque  les  a  affectés  d'indices  négatifs  sont  nuls,  et, 
par  suite, 

(2)  P^j^xJf. 

D'après  les  formules  (i)  et  (2),  on  peut  donc  poser, 
d'une  façon  générale,  que  X  soit  inférieur,  égal  ou  supé- 
rieur à  />, 

(5)  Ax^^V-A,.-,,). 

en  appelant  A^_,^x   un   polynôme  de  degré  p —  1    au 
plus,  ([ui  peut  être  identiquement  nul. 

On  démontre  exactement  de  même  qu'on  a 

(4)  B^=xV'g—Yip^,^^, 

où  By^_i^^  désigne  un  polynôme  qui,  s'il  n'est  pas  iden- 
tiquement nul,  est  au  plus  de  degré  p  —  i . 

Il  résulte  alors  des  formules  (3)  et  (4)  que  la  rela- 
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tioii  identique  qui  existe  entre  les  éléments  de  la  pre- 
mière colonne  de  R  peut  s'écrire 

),  =  «  — p  — 1  [L=zm~p  —  l 

1  =  0  (1  =  0 

OU  bien 

).  =  n  —  p  —  l  \l  =  ni—p—l 


(5) 


").  —  n  —  p^l  !J.  =  ;«  —  p  —  1 

^  2  «>>p-i,>.-^  2  ^ 


les  diverses  valeurs  des  coefficients  y.\  et  ^u.  n'étant  pas 
toutes  nulles. 

Supposons  alors  que  le  plus  grand  commun  diviseur  0 
dey  et  g  ne  soit  pas  de  degré  inférieur  à  p;  0  est  donc 
de  degré  supérieur  à  p — i.  Or  il  divise  le  premier 
membre  de  l'identité  (5),  comme  diviseur  commun  kf 
G^g'-)  par  suite,  il  divise  le  second  membre;  maiscelui-ci 
est  de  degré  p — i  au  plus,  puisque  les  divers  poly- 
nômes A^_,  >,  By,_,^jiSont  au  plus  de  degré /7  —  i,  quand 
ils  ne  sont  pas  identiquement  nuls;  donc,  Q  étant  de 
degré  supérieur  à  p —  i,  le  second  membre  de  (5)  est 
identiquement  nul.  Alors  cette  ideatité  se  réduit  à 

1  =  n  —  p—  l  [L  =  m  —  p  —  t 

(6)  /       2        a>.:rÀ^^       ^        ^ji^H-^o. 

/.  =  0  jx  =  0 

Observons  que,  l'entier/^  étant,  dans  Thypotlièse  ac- 
tuelle, au  plus  égal  à  l'entier  non  négatif  n  —  i ,  aucune 
des  diverses  valeurs  que  prennent  \  et  [i.  dans  (6)  n'est 
négative,  et  que,  par  conséquent,  les  coefficients  de  f 
et  g  dans  celte  identité  sont  des  polynômes  entiers  en  x. 
D'ailleurs    ces    polynômes    ne    sont    ni  l'un    ni    l'autre 
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identiquement  nuls  :  en  effet,  l'évanouissement  de  l'un 
d'eux  entraînerait,  en  vertu  de  l'identité  (6)  elle-même, 
l'évanouissement  de  l'autre,  puisque  ni  f  ni  g-  n'est 
identiquement  nul;  mais  alors  toutes  les  valeurs  des 
coefficients  a),,  ^jj,  seraient  nulles,  contrairement  à  ce 
qu'on  a  établi  plus  haut. 

En  résumé,  l'existence  de  l'identité  (6),  dans  les  con- 
ditions que  nous  venons  de  préciser,  prouve  qu'il  y  a 
deux  polynômes  entiers  u^  v  non  évanouissants,  dont  les 
degrés  respectifs  sont  au  plus  égaux  à  n  —  p  —  i  et 
ni  — p  —  I ,  qui  satisfont  à  l'identité  uf  -\-  i'g  ^  o.  Par 
conséquent,  d'après  le  théorème  fondamental  démontré 
au  début  de  cette  Noie,  B  est  au  moins  de  degré  p  -i-  i, 
c'est-à-dire  de  degré  supérieur  à  p. 

11  est  donc  prouvé  par  ce  qui  précède  que,  lorsque  R^, 
est  nul,  si  9  n'est  pas  de  degi'é  inféiieur  à  p,  il  est  de 
degré  supérieur.  L'existence  d'un  plus  grand  commun 
diviseur  de  degré  p  est  donc  incompatible  avec  la  condi- 
tion Rp  =r  o  :  elle  exige  qu'on  ait  R^  ^  o. 

Ces  lemmes  préliminaires  vont  nous  permettre  de  dé- 
montrer très  simplement  quatre  théorèmes,  dont  les 
deux  premiers  fournissent  chacun  individuellement, 
sous  des  formes  différentes,  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  le  plus  grand  commun  diviseur  0 
du  f  et  g  soit  de  degré  />,  le  troisième  donne  explicite- 
ment l'expression  de  ce  polynôme  8,  enfin  le  dernier 
donne  les  quotients  de  y  et  g  divisés  par  9. 

Théorème  I.  —  Pour  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  9  de  f  et  g  soit  de  degré  p,  il  faut  et  il  suffit 
cjue  l'on  ait 

En   effet ,    supposons    que    9    soit   de    degré   p.    Le 
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lemme  IV  montre  déjà  qu'on  a  R^  ^5  o.  D'autre  part, 
changeons  p  en  p  —  i  dans  les  identités  du  lemme  I  et 
du  lemme  II,  celles-ci  deviennent 

En  vertu  de  l'identité  (2),  H  qui  divise  /  et  ^  divise 
aussi  D^_,,  ce  qui  exige  que  ce  dernier  polynôme  soit 
identiquement  nul,  puisqu'il  est  de  degré  p  —  i  au  plus, 
tandis  que  9  est  de  degré  p.  Mais  alors,  d'après  (i), 
on  a 

R/j-l  =  R/;-l,  2  =  .  .  -  =  P>/J-1,  /;-l  =  R/J-1  =  O. 

Les  conditions  énoncées  sont  donc  nécessaires. 

Réciproquement,  supposons  ces  conditions  remplies. 
D'après  (1),  D^_,  est  identiquement  nul,  et,  par  suite, 
d'après  (2),  on  a 

(3)  \}„^pf-\-\,n-pg^O. 

Or,  d'après  le  lemme  III,  les  termes  de  degrés  n  — p 
et  7Jt  —  p  dans  {]n-p  et  ^  m~p  oui  pour  coefficients  res- 
pectifs Z>„Rj3,  — a„iKp.  Mais  n„i  et  b,i  sont  essentielle- 
ment différents  de  zéro,  d'autre  part  R^  est  aussi  diffé- 
rent de  zéro,  puisqu'on  suppose  remplies  les  conditions 
indiquées  par  l'énoncé;  donc  \Jn-p  et  ^ m~p  sont  exac- 
tement des  degrés  marqués  par  leurs  indices.  Alors,  en 
vertu  du  théorème  fondamental  établi  au  début  et  de 
l'identité  (3  ),  le  degré  de  0  est  au  moins  p.  D'ailleurs, 
à  cause  de  l'identité  du  lemme  II,  9  divise  D^,  qui  n'est 
que  de  degré  p  au  plus  ;  le  degré  de  8  ne  peut  donc 
être  supérieur  à  p,  k  moins  que  D^,  soit  identiquement 
nul,  ce  qui  exige,  d'après  le  lemme  I,  qu'on  ait  en  par- 
ticulier R^  =  o,  résultat  contraire  à  l'une  des  conditions 
qu'on  suppose  remplies.  Par  conséquent,  0  est  exacte- 
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meut  de  degré  /^,  et  les  conditions  énoncées  sont  suffi- 
santes. 

Théorème  II.  —  Pour  que  f  et  g  nient  un  plus 
grand  commun  diviseur  0  de  degré  p^  il  faut  et  il 
suffit  que  V on  ait 

Ko=   Ri=   R2=:...=   R/,_i  =  o  et  R/,^0. 

En  effet,  soityy  le  degré  de  9.  Chacun  des  polynômes 
Do,  D,,  Do,  ...,  Dy, .,  est  divisible  par  Q,  d'après  les 
identités  qu'on  déduit  de  celle  du  lemiue  II  en  rempla- 
çant p  successivement  par  o,  i ,  ?,  ...,/?  —  i  ;  tous  ces 
polynômes  sont  de  degré  inférieur  à  p  :  donc  chacun 
d'eux  est  identiquement  nul.  En  particulier,  les  coeffi- 
cients de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  ces  poly- 
nômes sont  nuis;  or  ces  coefficients  sont  Ro,  Ri ,  Ro,  •••» 
R^_^.  Enfin,  le  lemme  IV  a  eu  pour  objet  de  démontrer 
la  condition  R^^o.  Les  conditions  énoncées  sont  donc 
nécessaires. 

Réciproquement,  supposons  qu'on  ait 

(a)  R/ =  o     pour     i  <i p         et         Ry,.^o. 

Soit  q  le  degré  de  8;  d'après  la  partie  directe  qui  vient 
d'être  démontrée,  on  a 

(P)  R/=o     pour     i<^q,         et         R,7>o. 

La  coexistence  des  conditions  (a)  et  des  condi- 
tions (P)  entraine  évidemment  la  condition  q=.p-^ 
le  degré  de  9  est  donc  p  et  les  conditions  énoncées  sont 
suffisantes. 

Théorème  III. —  Lorsque  f  et  g  ont  pour  plus  grand 
commun  diviseur  Ô  un  poljnôme  de  degré  p,  0  est,  à  un 
facteur  constant  près,  le  polynôme  D^  dont  l'expres- 
sion développée  est  fournie  par  le  lemme  1. 
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En  ellel,  le  lei^me  du  plus  haut  degré  de  D^estR^x^, 
d'après  le  lemme  I.  Eu  vertu  du  lemnie  IV,  R^  est  dif- 
férent de  zéro.  Donc  D^  est  exactement  de  degré  p\ 
mais,  d'après  l'identité  du  lemme  II,  il  est  divisible 
par  0,  qui,  par  hypothèse,  est  lui-même  de  degré  p. 
Par  conséquent,  H  ne  dillère  de  Dp  que  par  un  facteur 
indépendant  de  x. 

Remarque.  —  Lorsque  p  est  égal  à  /i,  le  lemme  II 
donne 

Or,   le  lemme  III  apprend  que  U_,    est  identiquement 

nul  et  que  V,„_„_)  se  réduit  à  {b„y"-"''~K  On  a  donc 

0  n'est  donc  autre  chose  que  g,  ainsi  que  cela  était  évi- 
dent a  priori. 

Théorème  IV  .  —  Lorsque  le  plus  grand  commun 
diviseur  0  de  f  et  g  est  de  degré  p.,  les  quotients  de  f 
et  g  divisés  par  h  sont  respectivement  HV„j_^,  — HUn_^, 
en  désignant  par  H  une  constante  qui.,  si  Von  prend 
Ç)  ^  D^,  a  pour  valeur 


En  effet,  on  a,  par  application  des  lemmes  I  et  II, 
Dp_i=  R^_,,ia"0-H  Rp_,,2a7i-f-. .  .-I-  R^_j^_,a7P-2 

Le  polynôme  Q  de  degré  /?,  divisant  f  et  ^,  divise 
donc  D^_,  :  or  celui-ci  n'est  que  de  degré  p  —  i  au 
plus^  il  est  donc  identiquement  nul  et  l'on  a,  par  suite, 

(i)  U„-/,/-+- V,„_p^  =  o. 

D'ailleurs,  d'après  le  lemme  III,  les  polynômes  U«_y,, 
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Y „i_p  ont  respectivement  pour  ternies  de  degrés  les  plus 
élevés  lf„l{pX"^P.  — <7,„Ry,a:"'"^  et,  par  conséquent,  en 
vertu  de  la  condition  essentielle  a,nb,i^o  et  de  la  con- 
dition R^^o  qui  résulte  du  leninie  1\  ,  ils  sont  exacte- 
ment des  degrés  ii  — p  et  fu  —  p. 

Soient  alors  cp  et  y  les  quotients  obtenus  en  divisant 
J' el  g  par  B.  L'identité  (i)  peut  s'écrire 

U„-/,«26  -4-  Y,n-!>y^  =  O, 

OU,  puisque  0  n'est  pas  identiquement  nul, 

(  2  )  U,i_/,  cp  -+-  Y,„-p  Y  =  o. 

D'après  (2),  o  divise  \„i~pyi  niais  il  est  premier 
avec  y,  dont  il  divise  V,„_^  et,  par  conséquent,  z>  et 
Ym-p  étant  tous  deux  de  degré  in  —  /?,  on  a 

en  désignant  par  H  un  facteur  indépendant  de  x.  En 
tenant  compte  de  (3),  la  i-elation  (2)  donne  alors 

(4)  7— =HU„_„. 

Si  l'on  prend  B  ^  D^,  le  polynôme/,  identique  à  '^0, 
est  identique  à  HD^V,„_^  et  a,  par  suite,  même  terme 
de  degré  m  que  lui,  ce  qui  donne 

<^/n  =  HRy;  (,—  a,„  R/j), 
d'où 


Les  formules  (3),  (4)  et  (5)  démontrent  le  théorème. 
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Seconde  Partie. 


Définitions.    —    Soient  encoi^e   les  deux  polynômes 
entiers 

/  ^  «0  +  «1  ^  -i- • 


Cl  iiiX 

b„x". 


m  étant  supérieur  ou  égal  à  n. 
Posons 


fp  —  (^p+\  ~^  <^/>-t-2  ^  ' 

£-„=  b„+,-^b„+,x 


.-H  bnX'^-''P+^\ 

p  désignant  un  nombre  entier  au  plus  égal  à  «,  avec  la 
convention  g^^  o. 

Appelons  c<y  le  coefficient  de  xJ  dans  le  polynôme 
entier 

et  /'o  le  déterminant  d'ordre  m  suivant 


^01 
Cil 

C02 
Ci2 

p 

\ 

\ 

,    , 

}  n  lignes 

,0 

C/I— 1, 

6, 

) 

^'o 

bi 

hn 

] 

K 

h, 

6, 

bx 

h. 

hn 

..       hn 

\  m  —  Il  ] 

\ 

/'o  est  le  résultant  de  Bezout.  Les  coefficients  c/y  y  oc- 
cupent un  rectangle,  et  les  coetficients  b  un  parallélo- 
gramme en  dehors  desquels  nous  supposons  des  zéros  à 
toutes  les  places  laissées  vides. 

Supprimons  dans  To  les  p  premières  lignes  ;  il  reste 
alors  un  Tableau  rectangulaire  que  nous  désignerons 
par  tp. 

Ann.  de  Matliéinat.^  '.V-  série,  t.  \'II.  (février   i88S.)  6 


(  82  ) 

Si  l'on  supprime  les  p  premières  colonnes  de  tp^  il 
reste  un  Tableau  carré,  dont  nous  appelons  Vp  le  déter- 
minant des  éléments.  On  voit,  en  somme,  que  Vp  se  dé- 
duit de  /'o  en  y  supprimant  les  p  premières  lignes  et 
les  ^>  premières  colonnes. 

Soit  /l'un  des  nombres  i,  2,  3,  ...,  p.  J'appelle  ?'p_i 
le  déterminant  déduit  de  j-p  en  y  remplaçant  la  pre- 
mière colonne  par  la  colonne  qui,  dans  le  Tableau  tp, 
occupe  le  rang  i. 

Je  désigne  par  dp  le  déterminant  obtenu  au  moyeu 
de  7^p  en  ajoutant  à  sa  première  colonne  multipliée 
par  Xp  les  p  premières  colonnes  du  Tableau  tp  respecti- 
vement multipliées  par  x",  x%  a:-,  .  .  . ,  xP~^  . 

J'appelle  enfin  Un-p-\  et  Vrn-p-K  l<is  deux  détermi- 
nants obtenus  en  l'emplaçaiit  successivement  la  première 
colonne  de  Vp  par  celles-ci  : 


é^p 

-Jr 

r^p-^X 

-Jp- 

an—l 

-fn- 

0 

aro 

x^ 

Ces  définitions  posées,  nous  allons  établir  plusieurs 
lemmes  importants  : 

Lemme  1.  —    L'expression     développée    du    poly- 
nôme dp  est 

dp=  rp^i  a-o  -i-  />,2  J^'  -r- . .  .  -l-  />,/j  xP-'^  -+-  rpXP . 

En  efiet,  d'après  sa  définition,  dp  est  la  somme  de 
p  4-  1  déterminants  qui  se  déduisent  de  Vp  eu  y  rempla- 
çant successivement  la  ])remière  colonne  par  les  p  -+-  i 
premières   colonnes  de;    tp^  respectivement  multipliées 
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par  x°,  X* ,  X-,  .  .  . ,  xP.  Or,  ces  détermiaants  sont  pré- 
cisément les  déterminants  j'pj(i=  i^  2.,  .  .  . ,  p)  et  j'p, 
définis  plus  haut,  qu'on  a  multipliés  respectivement  par 
a",   x',  X-,  .  .  .,  xP -^  ce  qui  démontre  le  lemme. 

Lemme  2.  —   On  a  identiquement. 

dp^  Iln-p-if-^  V„i-p-\g- 

En  effet,  dp  ne  change  pas  si  l'on  ajoute  aux  éléments 
de  sa  première  colonne  les  éléments  correspondants  des 
colonnes  suivantes  respectivement  multipliés  par  a:^+% 
x^+-,  .  .  .,  x'""'.  Cette  première  colonne  devient  ainsi 


bf^-^h^x  -\-.  .  .-^  b,iX'^  ,     ou  bien      '        o.f-^XQg 

bax  -^byx'^  —  .  .  .^bnX"^^  l  i        o .f -r- x^  g 


Ou  voit  alors  que  dp  est  la  somme  des  deux  détermi- 
nants obtenus  en  remplaçant  la  première  colonne  de  z'^, 
d'abord  par  les  premiers  termes,  ensuite  par  les  seconds 
termes  des  éléments  binômes  qu'on  vient  d'écrire.  Ces 
déterminants  contiennent  en  facteur,  l'un  y,  l'autre  g, 
et  l'on  voit  que  les  multiplicateurs  de/"  et  g  sont  les  dé- 
terminants désignés  par  la  notation  u,i_p_^^  ^'/«_;J_^  i 
ce  qui  démontre  l'identité  annoncée. 

Lemme  3.  —  Les  termes  du  plus  haut  degré  dans 
nn-p^\  et  i^m-p-i  sont 

bu  rp^i  x'^-P-^         et         —  a,n  rp^i  x^-P-i, 
à  moins  que  p  soit  égal   à  /ï,   auquel  cas  le  premier 
polynôme   «_,    est   identiquement    nul,    et    le   second 
^m-n-\  se  réduit  à  (  ^«  )'""""' . 

En  elï'et,  supposons  d'abord  p  <^  n  :  les  élémejils  de  la 
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première  colonne  de  u„_p_i  sont  des  polynômes  entiers 
en  .T  dont  les  indices  vont  en  croissant  et,  par  consé- 
quent, dont  les  degrés  vont  en  déeroissant,  d'après  la 
définition  de  ces  polynômes.  Alors,  en  développant 
Un-p-i  par  rapport  aux  éléments  de  sa  première  co- 
lonne, comme  les  mineurs  correspondants  sont  indépen- 
dants de  X,  on  obtient  un  polynôme  entier,  dont  le 
degré  est  celui  de  gp,  c'est-à-dire  ;z  —  p  —  i ,  et  le  terme 
du  plus  haut  degré  a  pour  coefficient  le  produit  de  Z»„, 
coefficient  de  x'^~p~^  dans  gp,  par  le  mineur  de  Un-p-\ 
relatif  à  l'élément  g  p.  Ce  mineur  est  le  déterminant 
qu'on  déduit  de  Vp  par  la  suppression  de  sa  première 
ligne  et  de  sa  première  colonne,  c'est-à-dire  rpj^\  ■ 

Dans  Vm-p-\j  les  éléments  de  la  première  colonne 
sont  :  d'abord  une  suite  de  polynômes,  dont  le  premier 
— fp  est  celui  de  degré  le  plus  élevé,  puis  une  suite  d'é- 
léments monômes,  dont  le  dernier  x'"^~"~^  a  le  degré  le 
plus  élevé.  Le  degré  de  fp  est  i?i  — p  —  i ,  nombre  supé- 
rieur km  —  n  —  I ,  puisque  par  hypothèse  on  a  p  <^fi. 
Le  degré  de  (',„_^_i  est  donc  J7t  —  p  —  i ,  et  le  coefficient 
de  x'^~P~^  dans  ce  polynôme  est,  comme  on  le  voit  im- 
médiatement,  —  ajyi  l'pj^K  . 

Supposons  maintenant  p  =  n.  Puisque  gn  est  identi- 
quement nul,  la  première  colonne  de  Un-p-\  (pour/)=  n) 
a  tous  ses  éléments  nuls,  et  par  suite  le  polynôme  «_) 
est  identiquement  nul.  (^uant  au  déterminant  Vm~p-{j 
dans  l'hypothèse  p  z=  n,  sa  première  colonne  a  pour 
éléments  x^,  x^,  x-,  .  .  . ,  a:'"~"~^  dont  les  coefficients, 
dans  le  déterminant  développé,  sont  les  mineurs  relatifs 
à  la  première  colonne  de  /■„.  Or  on  a  évidemment 


hn 


{m  —  n  lignes), 
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tous  les  éléments  au-dessus  de  la  diagonale  pinncipale 
étant  nuls,  et,  par  suite, 


^'     b, 


X'n-n-l ,  ,  .       l,^^ 


Jroibny"-"-^  =  {bn  )'"-"-' 


Lemme  -4.  —  Lorsque  f  et  g  ont  un  plus  grand 
commun  diviseur  de  degré  p^  le  déterminant  rp  est 
différent  de  zéro. 

La  proposition  est  évidente  pour  p  =z  n,  attendu  que 

l'on  a 

rn  =  {bn)"'-". 

Supposons  maintenant^  inférieur  à  n.  D'après  la  dé- 
finition de  7'^,  on  a 


Cp+i,p 


^n-l.p 

bp 

bp-\ 


Cp^p-hl 

(^p+i,p+i 


f^p,/n—l 
Cp+i,/n~'l 


Cn—l,p+l 
bp+i 

bn 


^ll~\,  ni  —  l 


bn 


bn- 


/J— /«-+-«-f-t 


n  — p  lignes, 


>  m  —  n  lignes, 


formule  valable  pour  toute  valeur  àe  p^  en  faisant  la 
convention  que  tous  les  éléments  b  affectés  d'un  indice 
négatif  ne  sont  pas  autre  chose  que  des  zéros. 

Ajoutons  à  la  première  colonne  multipliée  par  .r^  les 
suivantes  multipliées  respectivement  par  x/''^',  x^"*"-,  ..., 
j^m-i  Qj^  obtient  de  la  sorte  un  nouveau  déterminant 
;■  qui  est  égal  à  rpXP  ;  par  conséquent,  si  l'on  suppose  rp 
nul,  r  est  nul  aussi,  et  il  y  a  entre  les  éléments  de  chaque 
colonne  de  r  une  même  relation  linéaire  et  homogène 
dans  laquelle  les  coefficients  ne  sont  pas   tous   nuls    : 
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nous    allons   écrire    celte    relation,    en    particulier,    à 
l'égard  des  éléments  de  la  première  colonne. 

D'après  la  façon  dont  on  déduit  /'  de  Vp,  on  voit  qu'un 
élément  quelconque  c/j,,  qui  figure  en  tète  de  l'une  des 
n  — p  premières  lignes  de  Vp,  se  trouve  remplacé  dans/' 
par  l'élément  polynôme 

On  peut  écrire  C/  sous  la  forme 

ou,  d'après  la  définition  de  c/,y  et  en  appelant  C/.^_)  le 
polynôme  de  degré  p  —  i  au  plus  qui  est  placé  entre 
parenthèses, 

f  I  >  ^^•=  SiJ—fiS  —  G/,/,-1. 

D'autre  part,  tout  élément  hp_k  situé  en  tète  de  l'une 
des  m  —  n  dernières  lignes  est  remplacé  dans  r  par 

B/,=  hp^kxP-^  bp-i,+ixP+^-^-. .  .4-  6„a7«+^-. 

Or,  si  h  désigne  un  entier  inférieur  à  p^  on  a 

B/j  3  xh  {bp-h  xP-''  ^- .  .  .  ^-  6„:f«  ) 

—  (  6o  -H  6i  37  -I- . . .  -f-  bp-n-\  xP-'^-'^)'\ 
^x,,g  —  ibç,x'^-^b,x'^^^-^...-\-bp-k-ixP-'^), 

ou,  en  désignant  par  B^^^,.,  le  polynôme  de  degré  p  —  i 
au  plus  qui  est  placé  entre  parenthèses, 

Si  /  désigne  un  entier  égal  ou  supérieur  à  ;?,  on  a 

Bi~x'(bp^/xP-  '  +  .  .  .^hnT")=xf(bn-{-  bxT  +  ...-+-  b„r„). 
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puisque  les  coefficienls  b  aflectés  d'indices  négatifs  sont 
nuls,  et.  par  suite, 

(3)  ^(^x'g. 

D'après  les  formules  (2)  et  (3),  on  peut  donc  poser, 
d'une  façon  générale,  que  h  soit  inférieur,  égal  ou  su- 
périeur à  /7, 

(4)  B/,=  :r'^--B/,,p_,. 

en   appelant    ^k.p-\    un    polynôme  de  degré  p  —  i   au 
plus,  qui  peut  être  identiquement  nul. 

Il  résulte  alors  des  formules  (i)  et  (4)  que  la  relation 
identique  qui  existe  entre  les  éléments  de  la  première 
colonne  de  ;'  peut  s'éci^ire 

/  =  /2  — I  k^m—n  —  l 


l  =  p  A  =  0 

ou  bien 

/        t  =  H  — 1  F"      i^n  —  1  k  =  m—n—l 

(5)    '       '-"  ^       '=' 


i  =  n  —  l  F"      i^n  —  1  k  =  m—n- 

i  =  p  L        '=p  /'=0 

i  =  n  —  l  k=zm—n 


k=z  m—n — 1 
p  k=:0 

les  diverses  valeurs  des  coefficients  a/,  |3/t  n'étant  pas 
toutes  nulles. 

Puisque  gi  est  un  polynôme  entier  de  degré  n  —  (  i-\- 1  ) , 
le  coefficient  de  ^dans  (5)  est  un  polynôme  entier  dont 
le  degré  est  au  plus  71  —  j?  —  i . 

Le  coefficient  de  g^  dans  (5  ),  est  la  somme  de  deux 
termes  dont  le  premier  est  un  polynôme  entier  de  degré 
m  —  p  —  I  au  plus,  puisque/]  est  un  polynôme  entier 
de  degré  m  —  (i  +  i)'  ^^  ^^  second  est  un  polynôme  en- 
tier de  degré  m  —  n  —  i  au  plus;  par  conséquent, 
m  —  //  —  I    étant  inférieur   à  i?i  —  p  —  i .  puisqu'on  a. 
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par  hypothèse,  p  <^n,  Je  coefficient  de  g  est  un  polynôme 
entier  de  degré  m  — p  —  i  au  plus. 

Enfin,  les  polynômes  C/^^._),  ^h,p-\  étant  chacun  de 
degré  p  —  i  au  plus,  le  second  membre  de  (5)  est  un 
polynôme  entier  de  degré  p  —  i  au  plus. 

Cela  posé,  si  le  plus  grand  commun  diviseur  8  de  y 
et  g  n'est  pas  de  degré  inlerieur  à  p^  il  est  de  degré  su- 
périeur k  p  —  I .  Or  il  divise  le  premier  membre  de  (5  ) 
et,  par  conséquent,  aussi  le  second  ;  mais  celui-ci  est  de 
degré  p  —  i  au  plus  :  il  est  donc  identiquement  nul. 
Alors  l'identité  (5)  se  réduit  à 

j  =  n  — I  p        /  =  «  — 1  K  =  m-n  —  l  ~î 

(6)  / 2  ^iffi+ff  -  2  ^'-^'^  2  ^''^' l^'"' 

i-p  L  i=p  /t  —  0  J 

les  coefficients  a  et  [i  n'étant  pas  tous  nuls. 

Aucun  des  deux  polynômes  entiers,  coefficients  res- 
pectifs de  f  et  de  g  dans  (6),  ne  peut  être  identique- 
ment nul  sans  que  l'autre  le  soit  aussi,  en  vertu  de 
l'identité  (6)  elle-même,  puisque  ni^nig^  n'est  éva- 
nouissant. Or  on  a 


=«— 1 

i 

i: 

a;^/ 

=  :iLp{bp+i-v-  b,,-^iX-h.  .  .-+-  bnX'i'P- 

') 

'=/' 

-t-  a^4-i  (  6p+2  -H .  • .  -t-  bnX'i-P-'^  ) 

^OLn-iib^-l-^briX) 

-f-a„_i6„. 

Pour  que  ce  polynôme  soit  identiquement  nul,  il  faut 
et  il  suffit  que  l'on  ait 

''J-pb  i,+2.  -T~  ^p+1  t>p+Z-^  •  •  •  "+"  '^n—ibii  =  O. 


'■'■/> i> Il -i-^  "^P+ib/i  —  O. 
■J.,,bn=  O. 
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Comme  bfi  est  difFérent  de  zéro,  la  dernière  de  ces 
équations  exige  que  a.p  soit  nul  5  l'avant-dernière  donne 
alors  y-pj^i  =  o,  et  ainsi  de  suite,  de  proche  en  proche, 
on  voit  que  tous  les  a  doivent  être  nuls.  Mais  alors  le 
coefficient  de  g  se  réduit  à  S^^^^^^i  or,  on  a  vu  qu'il  s'é- 
vanouit en  même  temps  que  le  coefficient  àe  f\  donc 
tous  les  coefficients  (3  sont  nuls. 

En  résumé,  si  les  deux  polynômes,  coefficients  àe  f 
et  g  dans  (6),  sont  identiquement  nuls,  tous  les  coeffi- 
cients a  et  tous  les  coefficients  [î  sont  nuls,  résultat  en 
contradiction  avec  l'existence,  démontrée  plus  haut,  de 
l'identité  (6)  pour  des  valeurs  des  a  et  des  (3  non  toutes 
nulles.  Il  en  résulte,  par  conséquent,  que  les  polynômes, 
coefficients  dey  et  g  dans  (6),  ne  sont  ni  l'un  ni  l'autre 
identiquement  nuls. 

Alors,  l'existence  de  l'identité  (6),  dans  les  conditions 
que  l'on  vient  de  préciser,  montre  qu'il  y  a  deux  poly- 
nômes entiers  u^  v-,  non  évanouissants,  dont  les  degrés 
respectifs  sont  au  plus  ii  —  p  —  i  el  m  — p  —  i ,  qui  sa- 
tisfont à  l'identité  uf-h  vg  ^  o.  Par  conséquent,  d'après 
le  théorème  fondamental  rappelé  au  début  de  ce  travail, 
0  est  au  moins  de  degré  p  -\-  i. 

En  somme,  lorsque  Vp  est  nul,  si  B  n'est  pas  de  degré 
inférieur  à  p,  il  est  de  degré  supérieur  et,  par  suite, 
enfin,  lorsque  B  est  de  degré  p^  on  a 

rp^o.  C.   Q.   F.  D. 

Il  suffit  maintenant  de  remarquer  que  les  théorèmes 
I,  II,  III,  IV  de  la  première  Partie  résultent  uniquement 
du  théorème  fondamental  et  des  lemmes  I,  II,  III,  IV, 
puis  d'observer  la  parfaite  analogie  des  lemmes  1,  l2,  3,  4 
de  la  seconde  Partie  avec  ceux  de  la  première,  pour  que 
l'on  puisse  énoncer  et  admettre,  sans  nouvelle  démon- 
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stralioiijles  théorèmes  suivaiitSjCorrespondanlaux quatre 
théorèmes  de  la  première  Partie. 

Théorème  1.  —  Pour  que  f  et  g  aient  un  plus  grand 
commun  diviseur  de  degré p^il  faut  et  il  sujjit  que  Von 
ait 

^P-i,i=  rp-i^2  =  -  •  ■—  rp-i^p-i=  rp_i—  o        et  ^p<.^' 

Théorème  2.  —  Pour  que /et  g  aient  un  plus  grand 
commun  diviseur  de  degré  p,  il  faut  et  il  suffit  que 
Von  ait 

ro=  ri=  r^  — .  .  .=  rp_i  =  o         et  ^><o. 

Théorème  3.  —  Lorsque  f  et  g  ont  un  plus  grand 
commun  diviseur  de  degré  /),  ce  poljnônie  est,  à  un 
facteur  cojistant près,  dp,  dont  V expression  développée 
est  fournie  par  le  lemme  \  .  Lorsque  p  est  égal  à  n^  le 
plus  grand  commun  diviseur  est 

da^{bn)'"-"-^g. 

Théorème  A.  —  L^es  quotients  respectifs  de  f  et  g 
divisés  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  dp  sont 


SlIR  L'EXISTENCE  DE  TROIS  RACINES  REELLES  DE  L'EQUATION 
Qll  DÉTERMINE  LES  AXES  PRIXCIPAIX  D'UN  CONE; 

Par  m.  Fritz  HOFMANN. 


L'équation 


(A) 


X     a. 


«32 


«13 
X       «23 

«33  —  ^^ 


(  9'  ^ 
(où  tous  les  termes  de  la  diagonale  sont  de  la  forme 
au — \,  et  où  nous  supposons  aiu=  aj^i)^  c'est-à-dire 
l'équation  séculaire  (Laplace,  Mécan.  céL,  V^  Partie, 
p.  2,  art.  53)  donne  des  racines  exclusivement  réelles 
quand  elle  est  résolue  par  rapport  à  A. 

La  démonstration  de  ce  théorème  général  a  occupé 
les  géomètres  depuis  longtemps.  Parmi  les  démonstra- 
tions données,  je  mentionne  celles  qui  se  trouvent  citées 
dans  les  Lessons  introdiictorj  to  ilie  modem  higher 
Algebra,  par  M.  Salmon,  art.  26,  exemple  10  (donnée 
par  M.  Sylvester,  Philosoph.  Magazine;  1832)  et 
art.  46  (donnée  par  M.  Borchardt,  Journal  de  Liou- 
\>ille,  t.  XII,  p.  5o). 

Nous  lâcherons  de  donner   une    démonstration  tout 
à  fait  élémentaire  de   ce    théorème   pour  le  cas  où  le  / 
degré  de  l'équation  et  le  nomhre  des  lignes  et  colonnes   I  y 
du  déterminant  (A)   se  réduisent  à  3.  C'est  le   cas  qui   ; 
revient  le  plus  souvent  dans  la  Géométrie  pure  et  dans 
la  Mécanique. 

La  solution  de  l'équation  suivante 


(A3) 


«31 


1 

«12 

«13 

«22  - 

-l 

«23 

«32 

«33 

équivaut  à  la  solution  du  problème  :  déterminer  les  trois 
axes  principaux  d'un  cône  du  deuxième  degré.  Nous 
nous  proposons  de  démontrer  que  cette  équation  (A3) 
a  trois  racines  A  exclusivement  réelles.  Une  partie  de  la 
démonstration  sera  de  nature  transcendante,  en  s'ap- 
pujant  sur  un  théorème  d'Analyse;  la  seconde  partie 
nécessitera  seulement  les  opérations  les  plus  élémen- 
taires de  la  Géométrie  synthétique. 

L   Etant  donnée  l'équation  d'un  cône  dont  l'origine 


(y^  ) 

est  le  soinmet 

(A)  { 

l'équation  du  plan  polaire  du  point  [x' ,  y^  z')^  pris  par 
raj)port  au  cône  (A),  s'écrit 

+  («3ia^'H-«327'+  «33^')  5. 

Si  un  point  {x' ^  y' ,  z')  de  l'espace  était  connu  dont  le 
plan  polaire  (B)  fût  perpendiculaire  au  rayon  mené  de 
l'origine  au  point  {x',  y' ,  z')^  ce  rayon  même  serait  vm 
axe  principal  du  cône  A. 

Or  on  connaît  l'équation  d'un  plan  passant  par  l'ori- 
gine et  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  l'origine  à 
un  point  (x',  j',  z')  : 

(G)  o  =  :vx' -+- j-y -h  zz' . 

Les  deux  plans  (B)  et  (C)  coïncideront  si  les  coeffi- 
cients homologues  des  deux  équations  (B)  et  (C)  sont 
égaux  à  un  facteur  ).  près;  c'est-à-dire  si  l'on  a  en  même 
temps 

«iiip'-4- «i2jK'-i- «i3^'=  À37', 
a^ix' -h  a^^y  -\-  a^^z'  —  ly, 

(    «sia^'-H  asîJK'-!-  «33-3'==  ^^-s'- 

ou 

!(aii —  X)x' -T-  (ii',y  -{-  ayzz'  =  o, 
«2ia7'-|-(a22—  ^)7'-^  «23-2'=  O) 
«31 37' + «32  y -I- («33 — X  ) -' =  o- 

En  général,  les  coefficients  «/a  et  le  facteur  de  pro- 
portionnalité \  pris  à  volonté,  il  n'y  aura  pas  de  solu- 
tions (.r',j)^',z')  communes  aux  trois  équations  du  système 
(D).  Mais,  quand  on  a  trouvé  un  Â  qui  rend  les  troiséqua- 
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lions  (D)  accordables  entre  elles,  la  détermination  des 
rapports  x'  '.  y'  '.  3' est  un  problème  linéaire. 
Mais  c'est  justement  l'équation 

•^3=0 

qui  constitue  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  les  trois  équations  (D)  puissent  coexister.  Pour 
déterminer  les  points  x',  y',  ^'situés  sur  un  axe  principal, 
il  faut  donc  résoudre  une  équation  du  tioisième  degré 
en  A.  Cette  équation,  étant  de  degré  impair,  a  toujours 
au  moins  une  racine  réelle  :  c'est  l'emploi  de  ce  théo- 
rème appartenant  à  l'analyse  qui  constitue  ce  que  nous 
avons  i\om.Ta.é  la  partie  transcendante  de  notre  démon- 
stration. 

II.  Après  avoir  déterminé  une  racine  réelle  de  l'équa- 
tion A3  =  o,nous  retournerons  au  système  (D)  qui  nous 
permet  de  trouver  les  rapports  x'  '.  y  '.  z'  en  employant 
deux  quelconques  des  trois  équations  (D). 

Par  exemple,  de 


(E) 
on  tire 

(F)  x':y':z'  = 


(«H—  À)  ^'+«12^'-^  «13-3'=  O, 

cioix' -k-  {a-ii —  \)y -^  a^^z' ^=  o. 


«12 


«13 
A       «2  3 


«23 


a,i— X 

«21 


«12 

«09- 


Ainsi  un  axe  principal  du  cône  (A)  est  trouvé 5  nous 
l'appelons  ;;.  Il  coïncide  avec  le  rayon  qui  va  de  l'origine 
à  tous  les  points  de  l'espace  dont  les  coordonnées  x',j'^  z' 
satisfont  à  (F);  car,  eu  substituant  les  valeurs  x',j\  z' 
dans  les  deux  équations  (B),  on  trouverait  que  ces  deux 
plans  coïncident. 

NousappelleronsBpleplanpolaired'un point  {pd ,y\  z') 
sur/?;  nous  verrons  plus  tard  que,  pour  nos  conclusions, 
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les  deux  cas,  où  B^  coupe  le  cône  el  où  il  ne  le  coupe 
pas,  u'ollreiit  pas  de  diliérence  essentielle. 

Sur  ce  plan  polaire  B^  d'un  point  (x',  j',  s')  situé 
sur  p,  il  y  a  un  nombre  infini  de  couples  de  droites  qui 
passent  par  l'origine  et  sont  conjuguées,  deux  à  deux,  par 
rapport  au  côue  (A). 

Si  nous  étions  à  même  de  déterminer  un  de  ces  couples 
dont  les  deux  droites  formeraient  un  angle  droit  à  l'o- 
rigine, nous  aurions  déterminé  en  môme  temps  les  deux 
axes  principaux  du  cône  qui  restent  encore  inconnus. 

Car,  imaginons  deux  droites  df  et  d.,-,  situées  dans  le 
plan  polaire  B^,  de  la  ligne  /;,  conjuguées  par  rapport  au 
cône  et  perpendiculaires  l'une  à  l'autre,  passant  par 
l'origine,  comme  cela  doit  être.  Le  plan  polaire  du 
rayon  d t  passera  par  p  et  par  (io  et  sera  perpendicu- 
laire à  //i,  puisqu'il  contient  deux  droites  p  et  do  qui 
sont  perpendiculaires  à  r/i.  Donc  dt  et  d-^  seraient  les 
devix  autres  axes  principaux  du  cône. 

Pour  trouver  les  deux  rayons  par  l'origine  dans  le 
plan  B^,  qui  soient  en  même  temps  conjugués  pour  (A) 
et  perpendiculaires  entre  eux,  on  mènera  dans  le  plan 
Bp  une  section  conique  K  par  l'origine  {^flg-  i).  On 
construira,  quand  B^  ne  coupe  pas  le  cône,  deux  fois  un 
couple  de  deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  (A), 
par  exemple  les  droites  aa',  [i[j'. 

On  sait  qu'après  avoir  construit  le  point  C  de  la 
manière  indiquée  dans  la  figure  (comme  point  d'inter- 
section des  deux  droites  qui  joignent  les  points  où  les 
droites  d'un  couple  rencontrent  la  section  conique),  on 
peut  l'employer  pour  donner  tous  les  couples  de  droites 
conjuguées  du  plan  B^. 

On  sait  de  même  que,  quand  on  insciit  un  triangle 
quelconque  à  angle  droit  dans  la  section  conique  K,  de 
manière  que  le  sommet  de  l'angli*  droit  coïncide  avec 
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un  point  lixe  o,  o,  o  de  la  section  conique,  l'liypoténus«i 
de  ce  triangle  passe  toujours  par  un  point  lixeX  à  l'in- 
térieur ('  )  de  la  section  conique. 


'!!•    I- 


En  joignant  les  deux  points  X  et  C,  on  obtient  deux 
points  d'intersection  de  cette  droite  d(;  jonction  avec  K  : 

Les  rayons  qui  vont  de  l'origine  à  o,  et.Oo  sont  les  deux 
axes  r/, ,  d-j  cherchés;  on  sait  qu'ils  sont  conjugués 
par  rapport  au  cône,  puisque  le  point  C  (le  centre  de 


(  '  )  Si  le  point  X  pouvait  se  trouver  extérieur  à  la  section  conique, 
il  fournirait  deux  points  de  contact  ?,,  1^  réels  de  ses  tangentes  à  K; 
mais  les  deux  droites  qui  forment  un  angle  droit  ne  peuvent  jamais 
coïncider  en  une  seule  droite  (o,  o,  o)  à  c,. 
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l'involution)  est  sur  la  même  droite  avec  les  deux  points 
où  le  couple  d^  d.2  rencontre  la  section  conique;  on  sait 
de    même   qu'ils    sont  perpendiculaires,   puisque  cette 
droite  passe  par  X. 

La  Jig.  I  se  rapporte  au  cas  où  le  plan  polaire  de  la 
droite  p  n'aurait  pas  coupé  le  cône  (A).  Mais,  quand  le 
plan  Bp  rencontre  le  cône  (A)  en  deux  droites  réelles,  la 
figure  et  la  construction  de  d^  d^  se  simplifient  encore. 

Etant  données  les  deux  droites  ut'  où  By,  rencontre  le 
cône  (A),  on  construira  les  tangentes  àK  aux  points  d'in- 
tersection de  0-  et  a-'  avec  K^  ce  qui  donne  un  point  d'in- 
tersection de  ces  deux  tangentes  C  {fig.  2). 

Fig.  2. 


Les  constructions  suivantes  sont  les  mêmes  qu'au- 
paravant. On  joindra  X  et  C,  ce  qui  donne  deux  points 
d'intersection  0,,  Oo  sur  la  courbe  K.  Les  rayons  qui 
vont  de  l'origine  à  0,  et  Oo  sont  encore  les  solutions 
cherchées.   Les  droites   <7,    et    d.^   sont  conjuguées  par 
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rapport  à  (A),  puisqu'elles  séparent  eu  rapport  harmo- 
nique les  directions  t  et  a-' 5  elles  sont  perpendiculaires 
puisque  la  droite  o,  Oo  passe  par  X. 

La  substitution  des  coordonnées  .r',  :  y\  '.  z\  ou 
x'.^  '.  y.^  ',  -',  (de  points  situés  sur  l'un  ou  l'autre  de  ces 
axes  principaux)  dans  une  équation  quelconque  du  sys- 
tème (D)  donnerait  directement  les  deux  valeurs  de  A 
qui  satisferaient  à  l'équation  (A3).  On  voit  qu'elles 
sont  bien  réelles,  puisque  les  coordonnées  x',  *  j\  '.  z\  ou 
x'..,  '.  y'.^  \  c!,,  qui  les  établissent  au  moyeu  de  (D),  ont  été 
trouvées  réelles.  Car  une  droite  quelconque  XC  menée 
par  un  point  X  à  l'intérieu?'  d'une  section  conique  cou- 
pera toujours  la  section  conique  en  deux  points  0|,  Oo 
réels. 

On  voit  que  c'est,  en  lin  de  compte,  une  banalité  qui 
permet  de  démontrer  la  réalité  des  raciiies  de  l'équation 
séculaire,  quand  celle-ci  est  du  troisième  degré. 

Malheureusement  notre  méthode  ne  saurait  être 
étendue  à  des  degrés  supérieurs  à  trois;  h<àtons-nous 
d'ajouter  qu'elle  ne  veut  prétendre  ni  à  grande  portée, 
ni  à  grande  profondeur  :  elle  ne  veut  que  populariser 
en  quelque  sorte  le  résultat  de  l'Algèbre,  en  montrant 
que  la  géométrie  synthétique,  une  racine  X  une  fois 
écartée  ])ar  un  procédé  transcendant,  sait  non  seulement 
démontre}'  la  réalité  des  deux  autres  racines,  mais  en- 
core les  construire. 


SUR  M  THÉORÈME  DE  M.  WEILL; 

Par  m.  WORONTZOFF,  à  Minsk  (Russie). 


En  se  fondant  sur  la  théorie  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles  en  fractions  partielles,  M.  Weill 
Ann.  de  Mathéniat.,  3"  série,  t.  VII  (Février  1888).  7 
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donne  le  théorème  suivant  : 

CA-3C^-f-32C!-...=:±^/'-i, 

où  C/j  représente  le  nombre  des  combinaisons  de  h 
objets  n  à  «  et  A  =:  3  m  +  i ,  3  7?t  -H  2  (  Nouvelles  annales 
de  JMathéinatiqiLes ,  février  1887,  j).  83).  Cette  formule 
curieuse  peut  être  établie  facilement  par  les  procédés 
d'Algèbre  élémentaire. 
En  ellet,  comme 


l+,V3V_j  /-l+t-y/sY"^^^ 


2 


ysV'"-*-'^  -1  + V3        ^-,  +  ,V3Y'"-^-__  -i-is/i 


on  a 


_  I  +  isj'i 


-1-1/3  /  — l -H  l  v/3        "~*^ 


2 


|_i       *v3C3^;„,       3Ci3,„_,_j 

-+- t(\/3)'Gi,„+, 

-+-32C|,„+i  — ^(V3)"G3^„^.l— . ..], 


—  j  v/3        / — ï  -t-  ^  /3 


^-^■(v/3)'C^„^,  +  3^G3S„+ 
-^(/3)'Cij, 


et,  par  suite, 

I  — 3C 
I-3G 
I  — 3G 


ri 

^S/n  +  2 


^  '-^  3  //i  4- 1 
■îfS 
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~^  3-  G3,,,     — 

^^  J     ^3/« 

3^G 


3  ni+l 

'-'3/W  +  2  


.  =  (-2)3'", 
.  =  (— 2)3'«+l, 
.  =  O, 

.  =  (  — 2)3'«, 


Toutes  ces  égalités  peuvent  aussi  s'obtenir  au  moyen 
des  formules  trigonométriques  bien  connues 


2  /  -  2  - 

cos =  cos"  — - 

P  P 


G  2 


sin^  —  cos"— 2  — 
P  P 


L/.  siti*  —  cos' 
P 


sin =  G, 

P 


sin —  cos' 
P 


P 


où  71  =  pm  -+-  k. 


— -    cos'*""* 

p  p 

G*  Sin* — ■  cos"-5  — 

p  p 


SUR  LES  CERCLES  LVSCRITS  A  11^  TRIANGLE; 

Par  m.  E.  GESARO. 


Soit,  en  coordonnées  d'inertie,  homogènes, 

l'équation  d'une  conique,  et  représentons  par  B/y  le  com- 
plément algébrique  de  A/y  dans  le  discriminant  A  de  la 


foi 


(r).  On  fera  ç,  =  x,  :io=  y,  Ç3=i,  pour  rcsti 


tuer  à  l'équation  sa  forme  ordinaire.  Pour  que  la  droite 


l 


(    lûo   ) 
représentée  par  l'équation 

touche  la  conique,  il  faut  que  l'on  ait 

^V,ijkikj=o. 

En  particulier,  le  contact  avec  un  côté  du  triangle  fon- 
damental est  exprimé  par  i'cquation  précédente,  en  y 
supposant 


11  vient 


a*  a^b-  h* 

+  8B,3  -,  -^  8B23  ^'  +  iGB3,=  o. 
a-  b- 

Faisons  v=i,  2,  3,  et  additionnons  les  équations 
obtenues.  Répétons  ce  calcul,  après  avoir  multiplié 
l'équation  précédente  par  Xv,  puis  par  y^.  On  parvient 
ainsi  aux  conditions 

(4)  B,,  =  ^j-î-^(Bo3a2a-B,3^'2?), 

exprimant  que  la  conique  (i)  est  inscrite  au  triangle 
fondamental. 

La  condition  (4)  donne  lieu  à  la  remarque  suivante. 
On  sait  que  les  coordonnées  du  centre  de  la  conique 
sont  données  par  les  équations 

Bi;!=:    \\%f,X^^  H23=    B;j3  7'(). 


On  a  donc 

B,, 

4B33 
a-  —  b- 

D'autre  part, 

Ai2A  = 

B23     B12 

B33       Bi3 

(     ^01     ) 


^,(a2ajo-^-?.2^o)- 


Bla^oJKo—  B12B33. 


Conséqueniment, 

A12A  =  B|3o(a7o,  Jo), 

pourvu  que  l'on  pose 

4 

o(^,  7)  =  irj  —  ^^^--p(«2aj  —  62^^). 

Lorsque  Ajo  est  nul,  le  centre  est  situé  sur  l'iiyperbole 
0  =  0,  et,  par  suite,  son  complémentaire  barycentrique 
appartient  à  l'hyperbole  de  Kiepert.  En  d'autres  ternies, 
rhyperJ)ole  de  Kiepert  est  la  figure  complémentaire  du 
lieu  des  centres  des  coniques  inscrites,  dont  les  axes 
sont  parallèles  aux  axes  de  l'ellipse  de  Steiner.  En  par- 
ticulier, il  est  clair  que  les  complémentaires  des  centres 
des  quatre  cercles  inscrits  sont  situés  sur  l'hyperbole  de 
Kiepert. 

Lorsque  l'équation  (i)  représente  uïie  circonférence, 
de  rayon  /•,  la  condition  (4)  devient  cp(xo,  jKo)  =^  o  i 
elle  exprime  la  propriété  énoncée  en  dernier  lieu.  De 
même,  les  conditions  (2)  et  (3)  deviennent 


a2 


n 
b'- 


62 


-)-    T-r         / 


b"- 


,(a^o+i3yo)  =  (^-^ 


d'où,  par  élimination  de  r,   on  déduit  tli(xo, j>'o)  =  o, 
après  avoir  posé 

•|/(r,  y)  =  x^-  -  j'2  +  4  J,^^^  (,  y.x  -H  ^ij  )  +  2(a2  -  ^,2). 
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Les  centres  des  cercles  inscrits  au  triangle  fondamental 
sont  donc  à  l'intersection  des  hyperboles  équilatères  z> 
et  'il.  On  remarquera  que  ces  hyperboles  ont  leurs 
centres  aux  points  de  Steiner  et  de  Tariy,  respecti- 
vement, et  que  la  première  passe  par  le  barycentre, 
par  le  symétiique  de  l'orthocentie  relativement  au 
centre  du  cercle  circonscrit,  par  les  symétriques  des 
sommets  du  triangle,  relativement  aux  milieux  des  côtés 
opposés,  etc. 

L'é(]uation  cp  =  o  permet  de  poser 

-  ^^''^  -   ^''^'!^ 

Par  substitution  dans  -];,  on  trouve  que  les  valeurs  de  \ 
sont  données  par  l'équation 

-H  2  rt^  62  [  7  (  «2  _,_  ^,2  )  _j_    ^  rj_i  -f-  j32  )]  À  -1-  9  «4  ^)i  =   o. 

Cela  donne  lieu  à  plusieurs  remarques.  Ainsi,  en 
étendant  les  sommes  aux  abscisses  et  aux  ordonnées  des 
quatre  centres,  on  trouve  sans  peine 
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j2  -  8  6^p2 

I  (a2_^  3  62)(3a2-+-  62) 


xy  4'^^^'^? 


On  en  déduit  que  les  sommes  des  inverses  des  distances 
d'un  axe  de  l'ellipse  de  Steiner  aux  centres  des  cercles  in- 


scrits  est  égale  à  l'inverse  de  la  distance  de  la  même  droite 
au  milieu  du  segment  de  Brocard.  La  somme  des  carrés 
des  mêmes  inverses  est  égale  au  produit  des  inverses  des 
distances  de  l'axe  considéré  au  milieu  du  segment  de 
Brocard  et  au  centre  d'iiomologie  du  triangle  fonda- 
mental et  du  triangle  formé  par  les  milieux  des  côtés  du 
triangle  de  Brocard.  On  verrait  de  même  que  le  centre 
du  cercle  circonscrit  est  le  centre  des  moyennes  distances 
des  centres  des  cercles  insci^its,  etc. 

Revenons  aux  hyperboles  o  et  -i,  et  remarquons  que 
les  coniques  passant  par  les  centres  des  cercles  inscrits 
sont  représentées  par  (^  -\-  ni'h  =  o.  Ce  sont  donc  des 
hyperboles  équilatères.  On  sait  que  le  lieu  des  centres 
de  ces  coniques  est  représenté  par 

dcD   dii         do  d<h 

— ! L L  — L  =  o, 

dx  dy        df  ôx 

c'est-à-dire,  dans  le  cas  actuel,  par  l'équation 

4a2a   \   /  «2-1-62    \ 

X' —  b'  I  \  «2 —  iji    j 

\h'--'^    \   /  «2-1-62 
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qui  représente  la  circonférence  circonscrite.  C'est  un 
résultat  évident^  si  l'on  observe  que  cette  dernière  ligne 
joue  le  rôle  de  circonférence  des  neuf  points  dans  le 
triangle  formé  par  les  centres  de  trois  cercles  inscrits 
quelconques,  et  que  le  centre  du  quatrième  cercle  est 
l'orthocentre  du  même  triangle. 
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SOLITIOX  GÉOMÉTRIOIE  DE  LA  QIESTIO^  \W; 

Par  î\I.  Alex.vxdrk  RENON, 

lilcvc  de  iMathématiques  spéciales  au  13'cée  de  Moulins. 


1°  Soient  deux  coniques  Kct^  ayant  l'espectivement 
pour  foyers  réels  a^  et  «o,  h^  et.  h^'.,  soit  C  une  conique 
quelconque  inscrite  dans  le  quadrilatère  circonscrit  à 
A  eA  15;  les  deux  couples  de  droites  joignant  un  foyer 
de  C  aux  points  «,  et  «o,  h^  et  b^  ont  les  mêmes  bis-- 
sectriccs. 

Eu  e(ïet,  soit  c  un  des  foyers  de  C.  JMcuons  les  bissec- 
tiices  ex  et  c)  du  couple  c(rt!,,ri(o).  On  sail  que  ces 
deux  droites  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  conique  A*, 
d'ailltîurs,  elles  sont  conjuguées  pai-  rapport  à  C,  puisque 
c  est  un  foyer  de  cette  conique. 

Mais,  le  lieu  des  pôles  de  la  droiie  ex  par  rapport 
aux  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  considéré 
étant  une  droite,  c'est  la  droite  cy  qui  contient  les  pôles 
de  ex  par  rapport  à  A  et  C.  Le  [)ôle  de  ex  par  rapport 
à  B  est  donc  sur  cy.  On  verrait  de  même  que  le  pôle 
de  cy  par  rapport  à  B  est  sur  ex;  les  deux  droites  ex  et 
cy  sont  donc  conjuguées  par  rap[)orl  à  B  et,  }>ar  suite, 
sont  bissectrices  du  couple  c(bi,  Z»o). 

2"  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  le 
quadrilatère  circonscrit  à  deux  coniques  ne  change  pas 
quand  ces  deux  coniques  raiient,  leurs foj  ers  respec- 
tifs restant  fixes. 

'     Vax  eflet,  le  lieu  des  foyers  c  coïncide  avec  le  lieu  des 
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points  tels  que  les  deux  couples  c[(i,,a.2)i  c(Z»(,^2) 
forment  une  involution,  lieu  qui  ne  dépend  que  de  la 
position  des  points  «,,  «25  ^i»  ^2- 

Du  reste,  on  sait  que  le  lieu  des  foyers  est  une  cu- 
bique passant  par  les  points  cycliques.  Sept  points  suffi- 
scnit  à  la  détenniner.  Or  nous  connaissons  huit  points 
du  lieu  qui  sont  les  huit  foyers  réels  ou  imaginaires 
des  deux  coniques  en  question.  Si  ces  points  sont  sup- 
posés fixes,  le  lieu  ne  change  pas. 

3"  Le  lieu  des  ombilics  de  deux  sj  s  le  mes  de  cojii- 
f/ues  respectiuenient  honiofocales  coïncide  avec  le  lieu 
précédent. 

Elîectivement,  si  l'on  considère  une  conique  de  chaque 
système  et  les  quatre  tangentes  communes  à  ces  deux 
coniques,  la  droite  qui  joint  deux  ombilics  non  situés 
sur  une  même  tangente  peut  être  regardée  comme  une 
conique  infiniment  aplatie,  tangente  à  ces  quatre  droites, 
et  les  ombilics  sont  précisément  les  foyers  de  ces  coni- 
ques singulières. 

On  peut  encore  s'en  rendre  compte  en  remarquant 
que  les  tangentes  menées  d'un  point  à  une  conique  for- 
ment un  faisceau  en  involution  avec  les  droites  qui 
joignent  ce  point  aux  foyers;  les  deux  couples  de  droites 
qui  joignent  l'ombilic  aux  quatre  foyeis  réels  des  deux 
systèmes  de  coniques  admettent  alors  les  mômes  bissec- 
trices que  le  couple  formé  par  les  tangentes  communes 
issues  de  l'ombilic  considéré. 
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Intorno  ad  una  ricerca  di  limiti;  SulV  uso  delV  integrazione 
in  alcune  questioni  d'aritmetica;  Intorno  ad  una  questione  dipro- 
babilita;  Sut  moto  d'un  punto  sollecitato  verso  una  retta;  par 
M.  E.  Cesaro.  Extraits  des  Rendiconti  del  Circolo  matematico  di 
Palermo,  t.  I,  1887. 

Emprego  cla  cycloide  para  a  rcsoluçao  graphica  de  alguns 
problemas  de  geometria;  Sobre  un  theorema  relativo  à  compara- 
çao  de  arcos  de  ellipse;  por  Rodolpho  Guimaraes.  Extraits  du  Jor- 
nal  de  Sciencias  math,  e  astr.,  1887. 

Sobre  a  rectificaçao  dos  arcos  da  ellipse;  por  Rodolpho  Guima- 
raes. Extrait  du /o/vja/  de  Sciencias  math.,  phys.  e  naturaes,  1887. 


(    l'o   ) 
Formulas  geraes  para  calcular  a  area  latéral  do  tronco  de. cône 
circular  recto;  Sobre  ao  formulas  relativas  as  calcula  da  super- 
ficie cortvexa  do  tronco  de  cône  de  i-evoluçao;  por  Hodolpho  Guima- 
RAES.  Extraits  de  Instituto,  1886  et  18S7. 

5m/-  les  points  complémentaires;  par  M.  Em.  Vigarié.  Extrait  de 
Mathesis,  t.  VII,  1887. 

Sur  les  polygones  et  les  polyèdres  harmoniques  ;  par  IMM.  G. 
Tarry  et  J.  Neubero.  Extrait  du  Bulletin  de  l'Association  fran- 
çaise pour  l'avancement  des  sciences,  1886. 

Géométrie  de  situation  :  nombre  de  manières  distinctes  de  par- 
courir en  une  seule  course  toutes  les  allées  d'un  labyrinthe  rentrant, 
en  ne  passant  qu'une  seule  fois  par  chacune  des  allées;  par  M.  G. 
Tarry.  Extrait  du  Bulletin  de  l'Association  française  pour  l'avan- 
cement des  sciences,  1886. 

Sui  poligoni  piani  semplici;  dell  Dott.  LuiGi  Certo.  Extrait  de 
Giornale  di  Matematiche,  t.  XXIII,  1886. 

.  Sulle  forme  di  terzo  grado  generate  da  due  forme  elementari 
projettive  di  primo  e  di  secondo  grado  di  un  piano  o  di  una 
Stella;  SuW  n-agono  inscritto  isoclino  in  un  n-agono  piano  sem- 
plice  dato;  deli  Dott.  LuiGi  Certo.  Extrait  de  Annuario  del  li.  Is- 
tituto  tecnico  di  Bari,  i88,5  et  1886. 

Zum  Normalenproblem  der  Ellipse;  von  Carl  Pelz.  Extrait  des 
Sitzb.  der  kais.  Akad.  der  Wissensch.  zu  Wien,  1887. 

Sur  les  intégrales  algébriques  des  différentielles  algébriques; 
par  G.  HuMBERT.  Extrait  des  Acta  mathematica,  t.  X,  1887. 

Démonstration  simplifiée  des  formules  de  Fourier;  Sur  les  pro- 
duits composés  d'un  grand  nonibre  de  facteurs  et  le  reste  de  la 
série  de  Binet;  par  Ph.  Gilbert.  Extrait  des  Annales  de  la  Société 
scientifique  de  Bruxelles,  1884  et  1886. 

Sur  quelques  théorèmes  de  Sluse;  par  M.  Pu.  Gilbert.  Extrait 
de  Mathesis,  t.  1886. 

Sur  la  théorie  de  M.  Helmholtz  relative  à  la  conservation  de 
la  chaleur  solaire;  Sur  les  accélérations  des  points  d'un  système 
invariable  en  mouvement;  par  M.  Pu.  Gilbert.  Extraits  des 
Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  i885  et  1887. 

Sur  quelques  conséquences  de  la  formule  de  Green  et  sur  la 
théorie  du  potentiel;  par  M.  Pu.  Gilbert.  Extrait  du  Journal  de 
Math,  pures  et  appliquées.  3"  série,  t.  X,  1884. 

Sur  une  classe  de  nombres  remarquables  ;  par  M.  d'Ocagne. 
Extrait  de  American  Journal  of  Math.,  t.  IX. 

Sur  la  relation  entre  les  rayons  de  courbure  de  deux  courbes 
polaires  réciproques;  par  M.  d'Ocagne.  Extrait  des  Annales  de 
l'École  normale,  1886. 

Sur  les  courbes  algébriques  de  degré  quelconque  ;  par  M.  d'O- 
cagne. Extrait  du  Journal  de  Math,  spéciales,  1887. 


(  I''  ) 

Sur  une  propriété  de  la  sphère  et  son  extension  aux  sur/aces 
quelconques;  par  M.  d'Ocagne.  Extrait  des  Proceedings  of  the 
London  math.  Society,  vol.  XVIII,  188-. 

Les  coordonnées  cycliques;  Quelques  propriétés  du  triangle;  par 
M.  d'Ocagne.  Extrait  de  Mathesis,  1887. 


QUESTIONS  PROPOSEES. 


1373.  D'un  point  M  du  plan  d'une  ellipse,  on  mène  à  cette 
courbe  les  quatre  normales  MNj,  MNo,  MN3,  MN^  et  les  deux 
tangentes  MTi  et  MT2;  trouver  le  lieu  du  point  tel  que  l'ex- 
pression 

MN1.MN2.MN3.MNt 
MTi.MT, 

ait  une  valeur  constante  donnée  /-.  (Barisien.) 

1374.  On  considère  tous  les  points  du  plan  d'une  ellipse  d'oîi 
l'on  peut  mener  à  cette  courbe  deux  normales  simples  et  une 
normale  double,  et  l'on  demande  le  lieu  du  pôle  de  la  corde  qui 
joint  le  pied  de  la  normale  double  au  pied  d'une  normale 
simple.  (Chambox.j 

1375.  Les  côtés  d'un  triangle  PQR  inscrit  à  une  parabole 
rencontrent  l'axe  AS  aux  points  L,  M,  N,  et  l'on  prend  sur  AS 
des  points  L',  M',  N',  tels  que 

AL.AL'=  AM.AM'=  AN.AN'  =  — AS2, 

A  étant   le  sommet,  S   le  foyer;  démontrer,  par  la  Géométrie 
pure,  que  les  droites  PL'.  QM',  RN'  se  rencontrent  sur  la  courbe. 

(R.-W.  Genèse.) 

lo7fi.  Les  coefficients  de  l'équation 

J"^  -i-  |(«  H-  b)x''  -f-  xopix^  -i-  10/7,33"-  -~  'jp'^X  -\- p5  =  o 


(     "2     ) 

sont  liés  par  la  relation 

(lo  —  /•)/>/•  =  \(i  \  —  ir){a-\-  f)  )pr-\  +(/•  —  !  )abpr-2^ 

où  l'on  suppose />o  =  i  et  a  >•  6.  Montrer  que  toutes  les  racines 
sontréelles  et  comprises  entre  —  a  et  —  b.         (D.  Ewaiidks. j 

1577.   Soit,  pour  n  infini, 

il  m  — —  =  /, 

Un 

dans  une  série  à  termes  positifs.  Démontrer  que 


V      V/"1«2«3-  •  -«/* 


A. 

<E.  Cesaro.) 


lo78.    Si  Umn^a,i  =  a,  pour  n  infini,  on  a 
lim n^ \J a^ a^ a^.  . . a,,  =  ae-^. 


(E.  Ces.vro.) 


1579.  Si  les  nombres  positifs  aj,  a-y,  «3,  ...  sont  tels  que  l'on 
ait  lim(a„ —  n)  =  a  pour  n  infini,  on  aura  également 

n 

(E.  Cesaro.) 

1580.  Si,  dans  la  question  précédente,  on  fait 

6„=  -(«1 -f- «2+ «3  +  -    .-ha,,), 


lim-^  ( ^,y  Vbifyib-l..  Je  =  e^-^+K 

(  E.  Cesaro.^ 


(  >i3  ) 


SlIR  LES  POLES  PRIXCIPAUX  DIWEUSIOX  DE  LA  CVCLIDE 
DE  DIPIX; 

Pau  m.  g.  FOURET. 


1.  J'ai  déaioiitré,  il  y  a  quelques  années  ('),  d'une 
manière  fort  simple,  qu'il  n'existe,  à  l'exception  du  cercle 
et  de  la  sphère,  aucune  courbe  plane  se  transformant  en 
elle-même  par  inversion,  à  l'aide  d'une  infinité  de  pôles 
formant  un  lieu  géométrique,  aucune  surface  se  repro- 
duisant par  inversion,  au  moyen  d'une  infinité  de  pôles 
coïncidant  avec  tous  les  points  d'une  surface.  Je  faisais 
remarquer,  eu  terminant,  qu'il  existe  des  surfaces  ayant 
pour  pôles  principaux  d'inversion  tous  les  points  d'une 
ligne;  et,  après  avoir  cité,  comme  exemple,  le  tore  qui 
a  pour  pôles  principaux  d'inversion  tous  les  points  de  son 
axe,  ce  qui  est  exact  et  suffisait  à  justifier  mon  assertion, 
j'ajoutais,  comme  second  exemple,  la  cjclide  de  Dupai, 
à  laquelle  une  erreur  de  mémoire  me  faisait  attribuer 
comme  pôles  principaux  tous  les  points  d'une  circonfé- 
rence. 

Mon  attention  a  été  récemment  appelée  sur  cette  affir- 
mation inexacte  par  un  jeune  géomètre  distingué,  M.  Ha- 
damard,  qui,  en  reprenant  l'étude  de  la  question  dont 
je  m'étais  occupé,  est  parvenu  à  démontrer  que  le  seul- 
lieu  géométrique  de  pôles  pnncipaux  d'inversion  que 
puisse  admettre  une  surface  est  une  droite  ou  un  sys- 
tème de  droites  en  nombre  limité  ("). 


(')  Nouvelles  Annales,  3°  série,  t.  II,  p.  ^âç). 

(-)  Le  travail  de  M.  Hadamard  doit  paraître  prochainement  dans 
le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (numéro  de  mai  i88S). 
Ann.  de  Mathémat.,  3°  série,  t.  VII.  (Mars  i888.)  8 


(  >i4  ) 

2.  11  est  facile  de  voir  que  la  cyclide  de  Dupin  admet, 
comme  pôles  principaux  d'inversion,  tous  les  points  d'un 
système  de  deux  droites  de  directions  rectangulaires.  On 
le  démontre,  en  s'appuyant  sur  la  propjiété  dont  jouit 
la  cyclide  d'ètr<3  la  transformée  par  inversion  d'un  tore, 
et  même  d'une  infinité  de  tores,  comme  l'a  montré  autre- 
fois M.  Mannlieim,  dans  une  étude  géométrique  très 
intéi-essante  (  ^). 

Considérons  à  cet  e(ï"et  une  cyclide,  etl'uiï  des  tores 
dont  elle  est  la  transformée  par  inversion.  Ce  tore  est 
l'enveloppe  d'une  série  de  sphères  (S)  ayant  toutes  leur 
centre  sur  l'axe  de  révolution  O  de  cette  surface.  Dans 
la  transformation,  les  splières  (S)  se  changent  en  sphères 
(S'),  enveloppant  la  cyclide  et  coupant  orthogonalement 
un  même  cercle  O',  transformé  de  l'axe  O  du  tore.  Les 
sphères  (S')  ont  donc,  comme  axe  radical  commun,  la 
perpendiculaire  D  au  plan  du  cercle  O'  menée  par  son 
centre.  Un  point  quelconque  de  cette  droite  a,  par  suite, 
la  même  puissance  par  rapport  à  toutes  les  sphères  (S'), 
et  aussi  par  rapport  aux  cercles  de  contact  de  ces  sphères 
avec  la  cyclide,  dont  les  plans,  on  le  voit  immédiate- 
ment, passent  tous  par  la  droite  D.  Un  point  quelconque 
de  cette  droite  est  donc  bien  un  pôle  principal  d'inver- 
sion de  la  cyclide. 

Le  tore  peut  encore  être  considéré  comme  l'enveloppe 
d'une  série  de  sphères  (S)  ayant  pour  grands  cercles  ses 
cercles  méridiens.  Ces  sphères,  orthogonales  à  un  même 
cercle  Q,  situé  dans  le  plan  de  l'équateur  du  tore,  se 
changent,  par  inversion,  en  d'autres  sphères  (S'),  qui 
enveloppent  la  cyclide  et  sont  orthogonales  à  un  même 
cercle  Q',  inverse  de  O.  On  conclut  de  là,  comme  tout  à 


f)  Nouvelles  Annales,  i"  série,  t.  XIX. 


(   "5  ) 
l'heure,  que  Taxe  A  de  ce  cercle  est  un  lieu  de   pôles 
principaux  d'inversion  pour  la  cyclide. 

3.  11  est  clair  d'ailleurs  que  la  cyclide  n'a  pas  de  pôle 
principal  d'inversion  en  dehors  des  droites  DetA  ;  car  tout 
pôle  principal  de  la  cyclide  doit  provenir  d'un  des  pôles 
ou  plans  principaux  du  tore,  et  ceux-ci,  comme  on  vient 
de  le  voir,  fournissent  uniquement  les  pôles  de  la  cyclide 
situés  sur  D  et  A. 

Pour  voir  que  les  droites  D  et  A  sont  rectangulaires, 
il  suffit  de  remarquer  :  i"  que  le  plan  équatorial  commun 
des  sphères  (S'),  c'est-à-dire  le  plan  du  cercle  O',  coïn- 
cide avec  le  plan  méridien  du  tore  qui  passe  par  le  pôle 
de  transformation  ;  i°  que  le  plan  équatorial  commun  des 
sphères  (S'),  c'est-à-dire  le  plan  du  cercle  Q',  est  perpendi- 
culaire à  ce  même  plan  méridien,  de  même  que  le  plan  du 
cercle  inverse  Q.  Par  suite,  les  droites  D  et  A,  respective- 
ment perpendiculaires  à  deux  plans  rectangulaires,  ont 
elles-mêmes  des  directions  rectangulaires.  Ces  droites 
jouissent,  par  rapport  à  la  cyclide,  de  plusieurs  autres 
propriétés  intéressantes  qui  sont  exposées  dans  la  Note 
de  M.   Mannlieim  déjà  citée. 

4.  On  peut  encore  déduire  d'un  théorème  dû  à 
M,  Mannlieim  (*)  que  la  cyclide  de  Dupin  est  la  seule 
surface  ayant  pour  pôles  principaux  d'inversion  tous 
les  points  de  deux  droites. 

Ce  théorème  est  le  suivant  : 

Lorsqu\ine  surface  a  une  infinité  de  pôles  princi- 
paux en  ligne  droite,  on  peut  la  transformer  d'une  in- 
finité de  manières  en  surfaces  de  révolution;  les  pôles 

(')  nulletin  de  ta  Société  Philomathique.  p.  io6,  année  i86o. 


(  1I6  ) 

de  tj'ansjormntion ^  satisfaisant  à  celte  condition,  sont 
sur  une  circonférence  située  dans  le  plan  principal  que 
possède  nécessairement  la  surface. 

Imaginons  une  surface  ayant  pour  pôles  principaux 
tous  les  points  de  deux  droites  D  et  A.  D'après  le  théo- 
rème précédent,  nous  pouvons  transformer  cette  surface 
en  une  surface  de  révolution,  en  prenant  le  pôle  d'inver- 
sion sur  une  certaine  circonférence  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  1).  Aux  pôles  principaux  de  la  surface 
primitive  situés  sur  A  correspondent  des  pôles  princi- 
paux de  la  nouvelle  surface  situés  sur  une  droite  A',  qui, 
par  raison  de  symétrie,  coïncide  nécessairement  avec 
l'axe  de  révolution  de  cette  ^irface.  La  méridienne  de 
cette  surface,  possédant  une  infinité  de  pôles  principaux 
d'inversion  en  ligne  droite,  ne  peut  se  composer  que  de 
cercles.  La  surface  résultant  de  la  transformation  est 
donc  un  tore,  et  l'on  en  conclut  que  la  surface  primitive 
est  une  cyclide  de  Dupin. 


SUR  LA  THEORIE  DE  L'ELIMINATION; 

Pau  m.  h.  L.VURENT. 


La  méthode  d'élimination  c[ue  j'ai  donnée  dans  ce 
Recueil  se  prête  à  un  grand  nombre  d'applications  et  de 
transformations. 

Considérons  les  deux  équations  algébriques 

(i)  ?(-^)  =  *>»      4'(-'")  =  *^' 

des  degrés  m  et  n  respectivement  [ni  ^  «);  pour  éliminer 
x  entre  ces  deux  équations,  on  divise  '-p(.r  ),  xo(^.r),  . . . , 


(  'I-  ) 

x"~'c5(x)  par  '}(j?)  et  l'on  égale  à  zéro  le  déterminani 
des  coefficients  des  restes  de  ces  divisions. 

Pour  appliquer  cette  règle,  cherchons  les  restes  en 
question;  à  cet  etîet,  désignons-les  par  cio?  'fn  'f2>  •  •  •■> 
nous  aurons 

Q  désignant  un  polynôme  entier.  Soit  a  une  racine  de 

'ii(x)  =  o,  on  aura 

ç/(rt)  =  «'-f  (a); 

Oi^x),  étant  connu  pour  plus  de  n  —  i  valeurs  de  x, 
sera  fourni  par  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange, 
et  l'on  aura 

Divisons  ^^[X)  par  x  —  a\  si  l'on  a 

J/(a7)  =  Ao^"-^  Aia7«-i -1- . .  .-i- A„, 
on  aura 


Ao^F"-'  —  (  Aoa  -^  Al  )a:«-2 
X  —  a 

-j-(Aoa-—  Al  a -h  k=i)xn-^-^ . .  .. 
et  la  formule  (2)  donnera 

Oiix)=2^-^i^[AoX''-^+i^A„a-^A,)x"--^-i-...l 

en  sorte  que  la  résultante  des  équations(i)  se  mettra  sous 


la  forme  suivante,  eu  désignant  par  ra  la  quantité  ^^7^ — - 


Ao-T5î        Ao-«^  -i-AiZra         Ao'^a-Tn-^Ai^am  -T-A2X7rr         ...  I 
Ao-«ra     Ao-a-ra-^-A.iSaTrr     A^yia^vj-i- A^I-a-m -i-A^I-ar^j     ...     =0. 


En  combinant  convenablement  les  colonnes  de  ce  dé- 


(   '^8  ) 
terminant,  on  finit  par  mettre  la  résultante  sous  la  forme 


ou  enfin 


(3) 


V  ?(^) 


o, 


J/'(a) 


Si,  en  particulier,  on  suppose  o(a:)  =  '}'(j^),  on  re- 
trouve la  formule  connue  qui  exprime  que  <!^(x)  =  o 
a  une  racine  multiple 


Sa»     2  al 


La  formule  (3)  montre  que  le  premier  membre  de  la 
résultante  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  discriminant 
de  polynôme  homogène  du  second  degré  égalé  à  zéro. 

Les  éléments  du  déterminant  (3)  sont  des  fonctions 
symétriques  que  l'on  sait  calculer  et  que  l'on  obtient, 
comme  on  sait,  à  l'aide  d'une  seule  division.  Représen- 
tons, avec  Cauchy,  par  le  symbole 

le  coefficient  de  -  dans  le  développement  de  F(^)  or- 
donné suivant  les  puissances  entières  croissantes  de  z, 
la  formule  (3)  pourra  s'écrire 

P  o  (z)  p  z<o(z)        p  z*co(z) 


(   i'9  ) 


et  même,  si  1  ou  veul, 


c'est-à-dire 


r  p  P     ?(-")  ?(-2')  ^(-3") 


•  A  =  o, 


A  désignant  Je  déterminant  S±  z^z'z"'-.  .  .  qui  est  le 
produit  des  différences  que  l'on  peut  former  avec  les 
quantités  z,  z' ,  z" ,  .  .  . ,  d'où  le  théorème  suivant  : 

Le  premier  membre  de  la  résultante  des  équations  (  1  ) 
est  le  coefficient  de  -—,—•■  •  dans  le  développement 
du  produit 

o(z\  iù(z'\  ^(z"\ 


0{Z)    Cp(-3')cp(^") 


Ce  théorème  permet  de  mettre  le  premier  membre 
de  la  résultante  sous  la  forme  d'une  intégrale  multiple. 

Nous  n'insistons  pas  sur  ce  point  qui  n'est  que  cu- 
rieux, mais  nous  ferons  observer  qu'il  permet  de  faire 
intervenir  dans  les  calculs  la  résultante  de  deux  équa- 
tions quelconques  sans  avoir  besoin  de  la  calculer  etlec- 
tivement,  absolument  comme  la  théorie  des  détermi- 
nants permet  de  faire  intervenir,  sans  avoir  besoin  de  la 
trouver,  la  résultante  de  plusieurs  équations  du  pre- 
mier degré. 


(     120    ) 


LA  SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  L'ÉQUATION  DU  QUATRIEME 
DEGRÉ  ('); 

Par  m.  Fritz  IIOFMANN. 


Étant  donnée  une  équation  générale  du  (jualriènie 
degré 

(  A  )  «0  ■Z''  -i-  ^aiZ'^  -+■  (j  «2-3^  +  4  '^'■3  -^  +  «4=0, 

on  peut  faire  la  substitution  z  =  '-  -,  ce  qui  donne 

(  B  )        «0   (  —   )    +  4  f'i   f   —   )    +  (3  'î/2   (  —   )    -H  4  «3   -,   +  «4  =  O- 

L'équation  (  B)  représente  l'ensemble  de  quatre  droites 

menées  par  l'origine  :  —  =z  X,,  A^^  ^si,  >'^j  ;  si  A,,  }\o,  X3, 

I4  sont  les  racines  de  l'équation  (A). 

Le  faisceau  (H)  coupe  eu  quatre  points  distincts  la 
parabole 

(G)  y-^—x  =  o, 

menée  par  lorigine  (abstraction  faite  du  point  commun 
situé  dans  l'origine  même,  nous  l'excluons  comme  non 
essentiel  poui-  notre  problème). 

On  peut  cbercber  l'équation  d'une  section  conique  D 
([ui  passe  par  les  quatre  points  mentionnés,  c'est-à-dire, 
les  quatre  points  d'intersection  essentiels  de  lî  et  C. 
Cette  équation  D  contiendra  une  constante  arbitraire, 


(  '  )  Sur  les  raclliotlcs  employées  clans  les  lignes  suivantes,  romparer 
Salhon,  Lessons  inlioduclury  lo  Ihe  modem  liigkcr  AlgcOra, 
iirl.  200  (17:!). 


(     121     ) 

puisque  la  section  conique  D  n'est  pas  encore  déterminée 
par  quatre  points.  La  forme  de  l'équation  D  une  fois 
trouvée,  on  pourra  interpréter  la  solution  de  l'équation 
(A)  ou  (B)  comme  la  détermination  des  quatre  points 
d'intersection  des  deux  sections  coniques  C  et  D,  et  nous 
verrons  que  c'est  justement  la  mobilité  de  la  section 
conique  D  qui  facilite  la  détermination  de  ces  quatie 
points  communs. 

En  employant  encore  les  lettres  )>i,  Xa,  ).3,  ).4  pour 
désigner  les  racines  encore  inconnues  de  l'équation  (A), 
on  peut  d'abord  donner  une  liste  de  ces  quatre  points 
d'intersection  de  B  et  C. 

De  —  =  1|  on  tire  .r  =  'h^j  et,  en  substituant  dans  C, 

En  supprimant  la  racine  y  =  o  (qui  nous  ramènerait 
à  l'origine),  nous  avons  y  =  /-i,  ce  qui  donne  x  =^  A^. 
Doncle point  (x  =  X;',  y  =  /-,)  est  situé  en  même  temps 

sur  la  droite  menée  par  l'origine  —  =  K^  et  sur  la  para- 
bole 

(G)  y^  —  x  =  o. 

On  a  donc,  pour  coordonnées  des  quatre  points  d'in- 
tersection du  faisceau  (B)  et  de  la  section  conique  (C), 

y  =  li,   x,,   X3,   X4; 

il  s'agit  maintenant  de  former  l'équation  (D)  d'une  sec- 
tion conique,  jnobile  en  quelque  sorte,  qui  passe  par 
les  (juatre  points  énumérés. 

En  supposant  l'équation  (D)  de  la  forme 

Aa^2_|_  fja-j  _4_  Cy^-i-  l)x  -+-  Ey  ^-  F  =  o, 
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les  six  coefficients  doivent  satisfaire  à  quatre  conditions, 
que  Ton  formera  en  introduisant  dans  cette  équation 
les  quatre  couples  Xj',  \i  formés  au  moyen  des  quatre 
racines  )v-. 

Il  faut  donc  qu'on  ait  (x  =  ).?,  7  =  A/) 

(A)  AX,^  +BX,'  -^(G  +  D)X?  -i-EÀ,+  F=:o 

(i  =.  1 ,  2,  3,  4)1  où  A,  Xo,  ).3,).4  sont  les  racines  de  l'é- 
(juaLion  (A)  ou  (B).  Mais,  puisque 

(B)  «qX*  +  4«iXj-  -I-  6a2  Xf  -+-  4a3  X/-f-  «4=  o 

(1  =  1,  2,  3,  4)  Gst  une  identité,  l'équation  A  est  satis- 
faite identiquement  en  posant 

A  =  ao,         B  =  4«i)        G-f-D  =  Ga.2,        E  =  4«3i        F  =  «;, 

et  l'équation  cherchée  est  de  la  forme 

(D)  aoar^-f-  4«i  ^y  -+-  [-^JK--+-(6o2 —  [j.)a7  4-  4«3^  +  «4  =  o. 

C'est  là  la  section  conique  D  qui  passe  par  les  quatre 
points  d'intersection  du  faisceau  B  et  de  la  parabole  C 
(voir  la  figure). 


Nous  donnons  une  vérification  a  posteriori  des  pro- 
priétés de  la  section  conique  I). 

En  supposant  données  les  é(|uations  D  =  o,  C  =  o,  on 


(   1^3  ) 
peut  en  déduire  directement  une  équation  qui  existe 
entre  les  quatre  rapports  — ,  pris  relativement  aux  quatre 

points  d'intersection  des  deux  sections  coniques  C  et  D  ; 
car,  si  x^y  est  un  point  commun  à  C  et  D,  on  a  le  sys- 
tème 

O  =  J'2  _  j  _  ^  .  I   _|_  o  .  I  , 
O  =    O.I   -r-J'-.I  X.\, 

-f-[(6«2—  !-ij  ^ -^  4«3  j]- 1 -+-  «4-  i> 
et,  en  éliminant  la  valeur  i,  on  voit  que 

y-  —^  o 

o  y'^  —X 

UoX^-h  ^aixy -^- iJ-y"^     {èa^—  \i.)x  -\-  ^a^y      «^ 

On  trouve  comme  résultat 

ai^y'*-^-  aQx'*-\-  ^a^x'^ y  -+-  [xx-y- 

-i-(6a2—  \x)  x'^ y'^ -\-  ^ tti y'^ X  =  o, 


X 


condition  qui  est  remplie  par  les  quatre  directions  — 

des  droites  menées  par  l'origine  aux  quatre  points  d'in- 
tersection de  C  et  D.  On  voit  que  c'est  bien  encore 
l'équation  (B)  de  laquelle  nous  sommes  partis. 

Après  nous  être  assurés  que  la  section  conique  D 
passe  par  les  points  d'intersection  du  faisceau  B  et  de  la 
parabole  C,  nous  voyons  que  notre  problème,  la  solution 
de  l'équation  (A)  ou(B),  est  ramené  à  la  détermination 
des  quatre  points  d'intersection  de  C  et  D. 

Quant  à  l'équation  (D)  elle-même,  on  peut  la  mettre 
sous  la  forme 

{œqX^-^  ^a^xy  -^Çta^x  -h  f\aiy  -\-  tt'^)-^  \i{y^ —  ;r)  =  o, 

où  l'on  voit  distinctement  que  la  forme  de   la  section 
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conique  D  se  modifie  selon  les  valeurs  arbitraires  que 
l'oïi  attribuera  à  la  constante  a. 

C'est  ici  le  point  qui  met  en  évidence  le  but  et  les 
avantages  de  notre  procédé  géométrique  :  la  transfor- 
mation de  notre  équation  proposée  (A)  en  un  problème 
de  Géométrie  du  même  degré  de  complication  ne  consti- 
tuerait pas  encore  un  progrès  essentiel  quant  à  la  solu- 
tion etïective  de  l'équation;  c'est  seulement  la  présence 
de  la  constante  [j.  qui  nous  fournit  le  moyen  de  simplifier 
la  configuration  géométrique. 

On  sait  que  le  discri/iiinaiit  d'une  section  conique 
décide  la  question  si  son  équation  est  séparable  en  deux 
facteurs  linéaires  ou  non;  or,  le  discriminant  de  la  sec- 
tion conique  D  contiendra  toujours  la  constante  y.,  et, 
en  choisissant  la  valeur  de  y.  telle  que  le  discriminant 
s'évanouisse,  la  section  conique  D  dégénère  en  im  couple 
de  droites.  La  détermination  du  centre,  du  point 
commun,  de  ce  couple  est  un  problème  du  premier 
degré;  la  séparation  des  deux  droites  E,,  Eg  qui  com- 
posent la  section  conique  dégénérée  est  un  problème 
du  deuxième  degré.  En  faisant  couper  par  chacune  des 
deux  droites  E,,  Eo  la  parabole 

(G)  y- —  x  =  o. 

il  reste  encore  deux  fois  une  équation  du  deuxième 
degré  à  résoudre  qui,  finalement,  nous  fournit  les  coor- 
données x^  y  des  deux  points  d'intersection  avec  la 
parabole,  relatifs  à  chacune  des  droites  E,  et  Eo  men- 
tionnées. 

Ajoutons  que  l'application  exacte  des  résultats  géo- 
métriques énoncés  dans  les  dernières  lignes  serait  encore 
un  petit  détour,  puisque,  pour  notre  problème,  il  ne 
s'agit  pas  de  l'évaluation  des  points  d'intersection  de  D 
et  C,  mais  seulement  de  la  détermination   des  (juatrc 


(   '^^5  ) 
directions  —;  nous  préférerons  donc    employer  l'équa- 
tion quadratique  qui  existe  pour  —■,  quand  une  section 
conique 

(  C  )  y-  —  .r  =  o 

et  une  droite 

(E)  ax -^  by -^  c  =^  a 

se  coupent  en  un  point  (x,  j)  :  de 

{ax  -+-  by)-^  c.  I  =  o. 
r-  —  .r .  I  =  o 


on  conclut,  par  l'élimination  de  i, 

=  o         ou         ax--h  bxv -T~  cv^=^  o. 


ax  -\-  by        c 
r^  —  X 


Comme  résultat  jSnal,  nous  avons  à  résoudre  géo- 
métriquement l'équation  (A)^  nous  voyons  d'abord 
encore  une  fois  que  cette  solution  dépend,  d'une  équa- 
tion du  troisième  degré,  ce  qui  est  connu  pour  toutes 
les  méthodes  algébriques. 

Celte  équation  du  troisième  degré  (le  discriminant 
d'une  section  conique)  fournit  par  ses  trois  racines  jj. 
les  trois  points  d'intersection  des  trois  couples  de  droites 
qu'on  peut  mener  par  quatre  points,  inconnus  séparé- 
ment, mais  qui  sont  définis  comme  points  communs  à 
deux  sections  coniques  données. 

L'équation  du  troisième  degré  résolue,  il  reste  encore 
la  solution  de  deux  équations  du  deuxième  degré  pour 

donner  les   racines  —   de    l'équation  (B)  ou  les    ~   de 

Téqualion  (A)  en  forme  ou  valeur  définitive. 


(   1^6  ) 

Table  des  procédés  géométriques  à  suivre   pour    la 
solution  d'une  équation  du  quatrième  degré. 

I.  Former  l'équation  de  la  section  conique 

X)  ={aQx'^-^  ^a^xy  -h  ^a^x  -^  ^a:iy  -\-  a^)  ^  [xiy'^  —  t). 

II.  Former  le  discriminant  de  D,  savoir 


(F) 


'3a,--^) 


2  «1         (  3  «2- — 
2  03  «3 


l'égaler  à   zéro,   trouver   une  racine    ^.^    de   l'équation 
F=o. 

III.  Former 

Di  =(aoa72-t-  4 ai  xy  -h  ùaiX  -\-  '\a^y  -+•  «4)4-  p-i  (^^  —  x), 

à  l'aide  de  cette  valeur  déterminée  [j.,  de  [jl. 

La   section   conique   D   dégénère   en   un   couple   de 
droites,  d'après  la  théorie  des  discriminants. 

IV.  Séparer  les  deux  facteurs  linéaires 

Ej  =  a-iX  -T-  b^y  -\-  C'ji, 

dont  Di  se  compose,  par  la  solution  d'une  équation  qua- 
dratique. 

V.  Les  valeurs  de  —  tirées  des  deux  équations 

aiX--\-  bi  xy  -^  Ciy^=  o, 
aj X- -+-  b^xy  -^  c^ y^  =  o 

sont  les  racines  de  l'équation  proposée. 
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Exemple  I.  —  Soit  proposée  l'équation 


:\X-' 


i6:r  —  12  =  o, 


(A) 
où 

«0  =  1»        4<2i=  —  4)        6(^2  =  — I,        4«3  =  i6,        a^= — 12. 
La  section  conique  D  est  donnée  par 

( D )  X-  —  4  ^J'  —  X  -+-  \6y  —  1 2 -h  [J-{  y^  —  x)  =  o. 

Elle  doit  passer  par  les  points  d'intersection  du  fais- 
ceau 

avec  la  parabole 

(G)  y^  —  X  =  o. 

Vérifions  :  soit  x,jun  point  commun  à  C  et  D;  nous 
pouvons  établir  directement  une  équation  pour  le  rap- 
port —  de   la   manière  suivante  :   mettons  u.  =  o  dans 

l'expression  de  D,  les  points  d'intersection  avec  C  res- 
teront  les   mêmes  5   c'est-à-dire  qu'on  a,  pour  notre  x 

{X'^ —  /\Xy).  I  -+-( —  37  -4-  I  6^).  I  —  12.2  =  o, 

y--i  —  ar.iH-o.i  =o, 
o.  1  -f-jK^.  I  —  ar  =  o. 

En  éliminant  i,  on  trouve 

x^ — JiXy     — X -i- i6y 
yi-  —X 

O  .  y- 

ou 

x*  —  \x^y  —  x^y^-^  iG  xy^  —  i?.X*, 

ce  qui  s'accorde  identif|uement  avec  B. 


(  l'^B  ) 
Formons  le  discriminant  F  : 


—  2       — 


ce  qui  nous  donne   une   équation  du  troisième  degré 
pour  ij.. 

Elle  a  trois  racines  [x  =  o,  3,  — 5  5  la  connaissance 
d'une  seule  nous  suffirait  pour  donner  une  solution 
complète.  Les  substitutions  jj.  =  o,  3,  —  5  dans  la  forme 
de  D  feront  dégénérer  D  trois  fois  eu  un  couple  de  droites  : 

fji  =  o     change  D  en  (4jk  —  a?  —  3)(— a; -+- 4  j, 

[jL  =  3  »  (— 57  + 3r-i-2)(— 37-;-  r  +  6), 

[JL  =— 5  »  {x-i-  Y  —  ■2)(x  —  by-^G). 

Pour  déduire  (')  une  de  ces  formules,  prenons  a  =  —  5 . 
D  se  cliange  en 


(D,) 


x^  —  4  ^y  —  5  jK^  H- 1  f>jK  -f-4-'^  — 12  =  0; 


il  s'agit  d'opérer  la  séparation  des  deux  droites  repré- 
sentées par  D, . 

Le  centre  x',  j'  du  couple  D  est  défini  comme  satis- 
faisant aux  trois  équations  du  discriminant  F  : 


X  —  ly  -i-   2  =  o, 

■2.x' —  5jk'-t-     8  =  0, 

a^'-t-  8  r' —  12  =0. 


On  voit  que  c'est  le  point  x'  ■ 


(')  Pour  une  méthode  très  générale  de  séparer  les  droites  d'un 
couple,  voir  Clebsch-Lindemann,  Leçons  de  Géométrie,  traduites  par 
A.  Bcuoist,  Cliap.  II,  n"  '?,  :  Sur  /es  couples  de  droites. 


(   '29  ) 
En  mettant  x  =  o  clans  D,  ==.  o,  on   voit  paraitre  les 
deux  points  d'intersection  du  couple  D,  =  o  avec  l'axe 
X  =  o.  L'équation  du  deuxième  degré  (D,  =  o^  x  ^  o), 

(D'i)  —jy--^iGy  —  i-2=^o, 

6 
a  pour  racines  x  =  o,  j)=  2,  j=  -  ' 

Ainsi  nous  avons  les  moyens  de  former  elï'ectivement 
les  deux  équations  (E,)  et  (Eo)  qui  composent  D,.  La 

droite  E,   joindra  le  centre  ->  ^  au  point  0,2;  son  équa- 
tion est 


(El)  57 -F  J'—  2  =  0; 

t 
3 


la  droite  Eo  joindra  le  même  points?  ^  à  l'autre  point 


ni  5  ,  . 

sur  1  axe  des  j  :  o,  -;  son  équation  est 

(E2)  ce  —  5^^  +  6  =  0. 

On  ne  cliercliera  pas,  d'après  ce  que  nous  venons  de 
dire  dans  une  parenthèse,  les  points  d'intersection 
mêmes  de  E,  et  Eo  avec  C  :  y-  —  x  =i  05  il  suffit  de 
connaître  les  quatre  directions  qu'ils  déterminent  avec 

l'origine  et  qui  ont  les  quatre  rapports  —  pour  mesure. 

y 

En  éliminant  i  entre  E)  et  C  :  7  -  —  .r  =  o,  on  a 


X  -\-  y     —  2 

y-     —^ 


d'où 


'  ^  "î        \-^i  ) 


y         2      2      (  —  2  \ 
et  de  même  en  éliminant  enti-e  Eo  et  C  : 


X  —  j  r       fi 

V-         —  :■ 


o,  d  ou  —  =  -  zr  -  =   ' 

^1'         >.         2         (  2 


On   voit  que  l'équation   proposée  a  pour  racines  i,  2, 
-.,3. 
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Les  deux  autios  valeurs  de  y.,  qui  serveuL  k  Jeudi  e  D, 
donneront  encore  deux  éqnatious  du  deuxième  degré. 


ExEAIPLE  Jl 


(B) 
(D) 

(  Fi 


x'*^-  ■ïx'^-\-  G.r- —  la  =  o, 


i(jy-..rf)'-o(;ry„_„, 

-  X-  -^  2.rj'  -^  G.r  —  I?.  -^  !-*•(.}''  —  :r  )  =  o. 


l 

^.  .^  '^ 

■^ 

|X 

o 

o 

—  la 

[X  =  2,    4)    *''• 

Choisissons  a.  =  2.  Nous  avons  d'abord 


(D,) 


-  X-  -^  1XV  -r-  iy-  -^  f\r  —  I'2  =  o. 


le   centre  se  trouve,   d'a[)rès  F:  x  =  fi,  y  ^=  —  3.   En 
faisant  x  =  o,  l'équation  (D,)  donne 


.r  =  o,        jK 


=  ±:V/(T. 


Donc 

(El) 


Choisissons 


6      —3       il 

o    -f-  /<;    f  I  =  t>7 

.r        j-  I    I 

a-  (  v/3  —  /^ )  —  27  v/^  —  0  /ii  =  o. 


(  E,  ) 


■  (  V'''5  —  y/?.)  -^  J)'?.  /3  —  (j  v/>-  =  o. 


(  '3i   ) 
pour  tléteriuincr  deux  racines  de  A  ; 

ou 

T-[\/3  -7-  \^:i)  -H  xy  2/3  —  y- 6  \/2  —  o, 


ou 


y 


/6  —  3  d=  v/3. 


De  même  E,  aurait  donné 


f:  =_/6  — 3  =  /3. 

y 

Note.  —  11  est  aisé  de  former  la  condition  poui- que 
les  sections  coniques  C  etD  se  touclieiit  en  un  point  -T,  j'. 
Cette  condition  sera  indépendante  de  u.;  nous  écrirons 
donc  D  sous  la  forme  spéciale 

Quand  un  tel  point  x,j  existe,  on  exprimera  :  i  "  qu'il 
est  situé  sur  les  deux  sections  coniques  C  et  D;  2"  que 
le  rapport  des  trois  coordonnées  homologufîs  de  sa  tan- 
gente, formée  deux  fois,  pour  chacune  des  sections 
coniques  C  et  D,  est  une  constante  0. 

On  a  d'abord 

(a)  j-2_.r  =  o, 

(P)  a^iX''-^  ^(ii^y  -^^a^x  -^  4«3  J)'  -^  «T'.  =  o, 


ou 


(—\)x-^{iy).y-^{—x).i  =  0, 


(?) 


'\  {  Oox  -^o-a^y  -^Za:>).x 


l 


■{'laix  -r-  i  a^y)  -f-(  "^OiX  H-  2<7.j  j'  -;-  «i).  I  =  o. 


La  condition  pour  l'existence  d'un  rapport  constant  a 
entre    les    coordonnées    (coefficients)   homologues    des 


(    ^-r^    ) 
deux  taiigcul(vs  de  x,  j',    prises  par  rapport  à  C  et  D, 
donne  les  Lrois  équations  suivantes  : 


(Y) 
(S) 

(0 


—  I  =  p(«'o^-l-  2«i7-+-  Saj), 
aj  =  p ( 2 ai  37  -4-  2  «3  ), 


En  multipliant  v,  o,  s  respectivement  par  x,  j,  i  et 
eu  ajoutant,  on  voit  que,  d(;s  deux  équations  (a)  et  (^), 
l'une  est  satisfaite  quand  l'autre  et  le  système  y,  o,  s  sont 
remplis.  Donc  on  peut  su])primer  [B. 

En  éliminant  p  entre  y,  o  et  o,  e,  nous  avons  iinalement 
le  système  de  trois  équations  entre  lesquelles  il  s'agira 
d'éliminer  x  et  j   : 

(a)  I.  y^-—x  =  o, 

(yo)      II.  (2«3-t- 4<^i  J^-+- 6^2JK)  +  ^  (2«i-+- 2aojK)  =  f>) 

•(oe)       III.       (2a4jK  +  4«3jK^)  +(6«2j>'  -H  2«3)^+  2aia72=  o. 

En  éliminant  x  entre  I  et  II,  on  a 

2a3-l- 4«i  J'--+- 6«2jK     2ai-+-2aoJ 
OU 

(O  2ao7-''-f-6a.ijK--+-6«2jK-^2«3=o. 

De  même,  en  éliminant  x  entre  I  et  III,  on  a 

^'2  - 1  o 

o  y^  —  I 


o, 


OU 


aai  j3-f-  6<7.2j--i-  GasjK  +  ^a^ 


Mais,  en  remplaçant  mécaniquement  dans  les  équa- 
tions [^)  et  (y,)  la  lettre  j)  par  le  rapport  —  et  en  mul- 
tipliant ensuite  par  ^v''  les  équations  (t,)  et  {■r^)  prennent 


(  i33  ) 
exacleinent  la  forme  des  deux  quotients  dilïercutiels  de 
l'équation  (B),  pris  par  rapport  à  x  et  j.  Et  l'on  voit 
que  l'élimination  de  y  entre  (î^)  et  (v])  serait  identique 
avec  l'opération  d'élimination  qui  conduit  à  la  forme 
connue  du  discriminant  de  l'équation  (A)  : 


«0  3a.i  3rt2  ci-i       o  o 

o  «u  ')«i  3  «2         <^f:j  o 

o  o  rti)  3«i  3  «2  a-i 

«1  3a2  3  as  «i       o  o 

o  «1  3  «2  3  «3         «i  o 

o  o  «1  3^2  3  «3  a>^ 


D'une  manière  semblable,  toute  question  qui  nait  de 
la  discussion  de  l'équation  générale  du  quatrième  degré 
peut  être  traitée  sous  forme  purement  géométrique. 


TRANSFORMATION  DE  FIGL'RES  ANALOGUE  A  LA  TRANSFOR- 
MATION PAR  RAYONS  VECTEURS  RÉCIPROQUES; 

Par  m.  D.  GOELINGH,  d'Amsterdam. 


Après  avoir  étudié  la  transformation  suivante,  j'ai  lu, 
dans  les  Nouvelles  Annales  de  1882,  le  Mémoire  de 
M.  Laguerre  :  Transformation  par  semi-droites  réci- 
proques. Bien  (jue  les  principes  qui  servent  de  base  à 
mes  considérations  soient  tout  à  fait  différents  de  ceux 
de  M.  Laguerre,  la  transformation  n'en  diffère  pas  es- 
sentiellement. C'est  pour  cela  que  je  me  bornerai  ici  à 
signaler  ces  principes,  à  développer  quelques  propriétés 
que  M.  Laguerre  n'a  pas  données  aussi  générales  qu'il 
est  possible,  et  à  faiie  (juelques  applications. 


(  '34  ) 

Propriété  relaLi\?e  à  une  clroiLe  et  à  une  circonférence. 

Si  l'on  mène  d'un  point  P  {fi^-  i)  sur  une  droite  XX' 
deux  tangentes  à  une  circonférence  O,  ou  aura 


d'où 


sinAPO  =  AO  :  OP,         sinCPO  =  (3C  :  OP, 


tanglAPG  _  AO  ^  OC 
langiBPG  "  AO  — OC" 


Si,  pour  définir  les  angles  d'une  manière  précise,  on 
suppose  donné  sur  toutes  les  droites  un  sens  positif  et 
qu'on   ne    considère  donc  que  des  i^enii-droiles  et  des 


cycles,  comme  iM.  Lagueire  l'a  fait  daus  le  Mémoire 
cité,  la  relation  deviendra  (si  l'on  compte  les  angles 
dans  le  sens  positif  jusqu'à  yr:  ) 

DG 

tangl(XX',AP)tangi(XX',PB)=  ■^^ 

Cette    relation  ne  déj)end  plus  de  ]a  position    de  P 
sur  XX'  :  ainsi.   Je  produit  des  tangentes   des    moitiés 


i'      lOJ     ) 

des  angles  estconslaut,  quelle  que  soit  la  position  de  P 
sur  XX'. 

Le  théorème  est  analogue  au  théorème  connu,  d'où 
résulte  la  détinition  de  la  puissance  d'un  point  par  rap- 
port à  une  circonlércnce. 

DC  etEC  sont  les  distances  à  XX'  des  tangentes  deO, 
qui  font  avec  XX'  des  angles  égaux  à  zéro  et  à  t..  La 
relation  subsiste  poui'  toute  droite  et  tout  cycle  si  l'on 
compte  les  distances  DG,  EC  positives,  lorsqu'elles 
sont  dirigées  vers  le  centre,  négatives  si  elles  sont  diri- 
gées en  sens  opposé. 

Le  quotient  pîp  sera  appelé  le   rapport  de   la  senii- 

flroite  relativement  nu  cycle  ou  celui  du  cycle  relati- 
vement à  la  semi-droite  ;  il  est  positif  ou  négatif  à 
mesure  que  la  semi-droite  coupe  le  cycle  ou  non;  il  est 
zéro  si  la  semi-droite  est  une  tangente,  infini  si  elle 
n'en  diffère  que  par  le  sens;  il  est  égal  à  l'unité  si  la 
semi-droite  est  diamètre,  — i  si  le  cycle  est  iufitiimeuL 
})elit,  c'est-à-dire  se  réduit  à  un  point. 

Définitions.  —    Théorèmes  fondamentaux . 

1.  Deux  seuai-droites  sont  dites  inverses  par  rapport 
à  une  semi-droite  fixe,  nouimée  axe,  et  suivaut  une 
constante  X,  si  elles  se  rencontrent  dans  l'axe  et  que  les 
angh^s  'i  et  'o'  entre  l'axe  et  les  semi-droites  soient  tels 


'5 

que 


lan^T'i  tans4o'=  À, 


Si  les  semi-droites  sont  parallèles  à  l'axe,  elles  seiont 
de  sens  contraires,  et  le  rap|)ort  de  leurs  distances  à  l'axe 
sera  égal  à  la  constante  de  l'inveision. 

Pour  l'inversion,  une  courbe  sera  considérée  comme 
l'enveloppe  de  ses  tangentes. 


(   -Sô'  ) 

2.  Deux  semi-droites  et  leurs  inverses  sont  tangentes 
à  un  même  cjcle. 

3.  La  tangente  commune  à  deux  courbes  et  celle 
commune  aux  inverses  sont  égales,  mais  de  sens  con- 
traires. 

En  eflet,  si  l'on  mène  par  un  point  P  de  l'axe  {Jig-  2) 


les  tangentes  aV  et  PA  à  deux  courbes  inverses  et  par 

un  point  Q  les  tangentes  voisines  ^Q  et  QB,  on   aura 

(n"!2) 

PG+ QG  =  cP  +  cQ, 

d'où  l'on  déduit  à  la  limite 

2PA  =  2rtP. 

De  ce  lemme,  le  théorème  énoncé  suit  immédiate- 
ment. 

Remarque.  —  M.  I^aguerre  a  démontré  ce  théorème, 
pai"  le  calcul,  dans  le  cas  spécial  oii  les  deux  courbes 
sont  des  cycles  {^ÏVouvcIles  yliuialcs,   p.  55?.^  i88'>.). 


(   ^3;  ) 

A.  La  figure  inveise  d'un  cycle  est  un  autre  cycle, 
l'axe  de  l'inversion  est  l'axe  radical  des  deux  cycles. 

Si  la  constante  de  l'inversion  est  telle  que  AoP  {Jifj-  3) 
est  l'inverse   de  PA,,  le    cycle,    qui    a   son   centre  sur 

Fis.  3. 


0,Y  perpendiculaire  à  XX'  et  qui  touche  A2P  eu 
Ao  (AoP  =  PA,  ),  sera  l'inverse;  en  edet,  deux  tangentes 
B,Q  et  QBo  seront  inverses  l'une  de  l'autre,  parce  que 
le  quadrilatère  PSQS'  est  circonscriplible. 

5.  Deux  cycles  étant  donnés,  on  peut  toujours  passer 
de  l'un  à  l'autre  par  une  inversion  tangentielle  et  par 
une  seule  (avec  cette  restriction  que  le  sens  de  l'axe  est 
indéterminé).  Le  rapport  de  cette  inversion  seia  nommé 
le  rapport  d'un  cycle  relativement  à  l'autre,  PA,  et 
AjP  seront  dites  des  tangentes  correspondantes. 

6.  Si,  dans  la  jig.  3,  on  mène  les  tangentes  à  0|  et 
Oo,  parallèles  à  XX',  on  démontre  facilement  que 

si  l'on  désigne  par  A(,2  la  constante  de  l'inversion, 
par  )v(  et  Ao  les  rapports  de  XX'  relativement  aux  cycles 
O,  et  Oo. 


(   '38  ) 


De  là  résulte 


pour   X  ^  2  =: — },  1,  Xo  =  —  1, 

)..,=  I, 


pour  Xf  2  =  Ài, 


c'est-à-dire  que,  si  l'axe  d'inversion  ne  coupe  pas  le  cycle, 
on  peut  choisir  la  constante  de  l'inversion  telle  que  le 
cycle  inverse  se  réduise  à  un  point;  si  l'axe  d'inversion 
coupe  le  cycle,  on  peut  choisir  la  constante  telle  que 
l'axe  devienne  diamètre  du  cycle  inverse. 

j4xes  et  centres  de  similitude. 

7.  Deux  cycles  O,  et  O^  {fig-  4)  o'it  même  rapport 
relativement  à  une  droite  /,  qui  joint  le  point  de  ren- 
contre de  deux  tangentes  de  O,   au  point  de  concours 


des  tangentes  correspondantes  de  Oo  :  en  ell'et,  en  in- 
versant autour  de  l'axe  /,  tellement  que  le  cycle  inscrit  m 
coïncide  avec  son  inverse,  les  cycles  Oj  et  Oo  coïncident 
aussi  avec  leurs  inverses. 

Une  semi-droite,  (jui   a  même  rappoi  t  relalivemenl  à 


(  l^t)  ) 

quelques  cycles,  sera   appelée  axe  de  sunililnde  de  ces 
cycles. 

La  l'éciproque  du  tliéoi'ènie  est  vraie. 

8.  Tjois  tangentes  de  O,  {Jig.  5)  et  leurs  coriespon- 
dantcs  de  O,  forment  des  triaugles,  tels  que  les  points 


Fis.  3. 


X'  --^ 


de  concours  des  côtés  deux  à  deux  sont  en  ligne  droite  : 
les  dioites  /,  7/2,  n  (axes  de  similitude)  qui  joignent  les 
sommets  deux  à  deux  concouicnt  donc  en   un   [xjinl.  Si 


(  «40  ) 

l'on  luit  varier  les  triangles  en  eonservaiiL  les  droites  / 
et  /?/,  la  troisième  dioite  n  passera  toujours,  eu  restant 
axe  de  similitude,  par  le  point  de  rencontre  de  /  et  m. 
De  là  on  déduit  facilement  que  l'enveloppe  de  tous  les 
axes  de  sinailitude  de  deux  cycles  est  un  point  :  ce  point 
est  nommé  centre  de  similitude. 

La  centrale  et  les  tangentes  communes  aux  deux 
cycles  sont  des  axes  de  similitude;  elles  passent  par  le 
centre  de  similitude. 

9.  Trois  cycles  ont  deux  à  deux  trois  centres  de  simili- 
tude. La  droite,  qui  joint  deux  d'entre  eux,  aura  même 
rapport  relativement  aux  trois  cycles  et  passera  donc  par 
le  troisième  centre  :  ces  centres  sont  eii  ligne  droite 5 
c'est  le  seul  axe  de  similitude. 

Il  y  a  une  infinité  de  cycles  qui  ont  même  rapport  à 
cet  axe;  l'ensemble  de  ces  cycles  sera  nommé  un  sys- 
tème de  cycles. 

Les  cycles  communs  à  deux  systèmes  sont  encore  en 
nombre  inlini  ;  l'ensemble  de  ces  cycles  sera  nommé 
un  faisceau  de  cycles. 

Toute  paire  de  cycles  d'un  faisceau  a  les  mêmes  deux 
axes  de  similitude;  toutes  les  paires  ont  donc  même 
centre  de  similitude  :  c'est  le  centre  de  similitude  du 
faisceau. 

Le  centre  de  similitude  est  le  cycle  inliniment  petit 
du  faisceau. 

Les  centres  des  cycles  d'un  faisceau  sont  en  ligne 
droite,  car  la  droite  qui  joint  le  centre  de  similitude  au 
centre  d'un  cycle  est  diamètre  de  tous. 

Si  le  centre  de  similitude  est  intérieur  aux  cycles, 
tous  les  axes  de  similitude  ont  un  rapport  positif  (fais- 
ceau positif). 

Si  le  centre  de  similitude   est  extérieur   aux  cycles, 


(   i4r    ) 
les  tangcnles,  menées  par  ce  point  à  un  cycle   du  fais- 
ceau, seront  tangentes  à  tous  les  c^'cles  du  faisceau  (fais- 
ceau négatif). 

Longueur  de  tangentes  communes   à  deux  cycles. 
Jni^ej'sion  de  systèmes  et  de  faisceaux. 

10.  Un  cvcle  tangent  à  deux  paires  de  tangentes 
correspondantes  de  deux  autres  cycles  a,  aux  deux 
cycles,  des  distances  tangentielles  égales  (^voir  le  Mé- 
moire cité,  p.  544);  il  3?  relatiyement  à  l'axe  radical,  un 
rapport  égal  au  rapport  d'un  des  cycles  relativement  à 
l'autre. 

En  effet,  la  démonstration  résulte  immédiatement  de 
l'inversion  qui  fait  passer  0|  en  O2,  si  du  moins  on  fait 
attention  au  théorème  du  n°  3. 

Les  réciproques  sont  vraies. 

11.  Tous  les  cycles,  qui  ont  à  deux  cycles  donnés 
des  distances  tangentielles  égales,  forjuent  donc  un  sys- 
tème; l'axe  radical  des  deux  cycles  est  l'axe  de  similitude 
du  système. 

12.  De  cela  on  déduit  facilement,  en  faisant  atten- 
tion au  n"  3,  que  la  figure  inverse  d'un  système  est  en- 
core un  système  de  cycles. 

13.  Le  faisceau,  étant  l'intersection  de  deux  systèmes, 
a  pour  figure  inverse  un  autre  faisceau. 

Cas  particuliers.  —  1°  En  verlu  du  n"  6,  on  peut 
toujours  réduire  un  faisceau  négatif,  par  l'inversion 
tangentielle,  à  une  série  de  points  en  ligne  droite;  l'axe 
de  l'inversion  sera  un  axe  de  similitude  qui  ne  coupe 
pas  les  cycles.  C'est  à  ce  cas  spécial,  ou  plutôt  au  cas 


(  '•^'î  ) 

analogue  du  sjstcnie  de  cycles,    que   iM.   Laguerre  fait, 
allusion  (p.  552  du  iNIénioire  cité). 

2"  On  peut  toujours  réduire  un  faisceau  positif,  par 
l'inversion,  à  un  groupe  de  cycles  concentriques.  En 
cfiTet,  si  l'axe  d'inversion  est  un  axe  de  similitude,  on 
peut  toujours  choisir  la  constante  de  telle  sorte  que 
tous  les  centres  dans  la  figure  inverse  se  trouvent  su)- 
l'axe  (n"  6);  de  plus,  si  cet  axe  d'inversion  est  piis  j)er- 
pendiculaire  à  la  centrale  du  faisceau,  tous  les  centres 
se  confondent. 

Remai'que.  —  Le  centre  de  similitude  du  laisceau 
inverse  n'est  pas  l'inverse  du  centre,  mais  d'un  cycle  du 
faisceau  donné. 

14.  A  l'aide  du  théorème  du  n"  10  et  de  ses  récipro- 
ques, ou  démontre  facilement  :  si  deux  cycles  WZ)  et 
/Wo  d'un  faisceau  ont  chacun  des  distan(res  tangentielles 
égales  à  deux  cvcles  donnés  O,  et  Oo,  tout  cycle  du 
faisceau  a  des  dislances  tangentielles  égales  à  Oi  et  Oo. 

lo.  Si  l'on  considère  0|  et  Oo  comme  deux  positions 
arbitraires  d'un  cvcle  mobile,  le  théorème  peut  s'énoncer 
ainsi  : 

Si  un  cycle  mobile  a  une  distcuice  ta/igenlielle  con- 
stante à  deux  cycles  d'un  faisceau,  il  a  à  tout  ode  du 
faisceau  une  distance  constante  et  [puisque  deux  de 
ces  distances  peuvent  s'évanouir)  il  touche,  en  général, 
deux  cycles  fixes  du  faisceau. 

Ces  (;ycles  fixes  peuvent  facilement  être  construits  à 
l'aide  d'une  inversion  du  n"  13. 

16.   Les   cvcles,    qui  ont  des   distances    tangentielles 


(   '43  ) 
égales  à  t/ois  cycles  donnés  (),,  Oo,  O.-,   {/ï^-  6),  lor- 
nient    un   faisceau,   iuLersecLÎou  de    deux   syslèines   du 


n"  11  ;  le  centre  radical  des  trois  cycles  est  le  contre  de 
siinilitude  du  (aiseeau(  '). 

17.  S'il  s'agit  doiicde  construire  les  cycles  qui  soient 
tangents  à  trois  cycles  donnés,  il  faudra  les  cliercher 
dans  ce  faisceau  :  la  solution  de  cette  question  (connue 
sous  le  nom  de  ]irohlèiue  d'^pollo/iiiis)  a  été  indiquée 
déjà  au  n"  lo. 

S'il  s'agit  de  la  question  jdus  générale  de  décrire  un 


(')  On  peut  encore  déduire  de  la /ig.  6  une  démonstration  facile 
du  théorème  de  Brianchon  :  si  l'on  prolonge  les  cùlés  de  Flicxagone 
circonsciit  ABCDEF  jusqu'à  ce  qu'on  ait 

G^  =  H  /(  =  K  A  =  L  /  =  M  m  =  N  n, 

et  que  l'on  construise  ensuite  les  trois  cycles  qui  touchent  en  h,  m, 
en  g,  l,  en  k,  n  les  côtés  opposés  de  l'hexagone,  les  diagonales  XX', ^ 
V^',  7.7.'  seront  les  axes  radicaux  de  ces  trois  cycles. 
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lycle  qui  ail,  à  trois  cvcles  donnés,  des  dislances  langen- 
lielles  égales  el  données,  on  peul,  j^ar  les  inversions  du 
n°  13,  réduire  Ja  question  à  une  des  suivantes  : 

Trouver  sur  une  droite  donnée  un  point  tel,  que  la 
tangente,  menée  de  ce  point  à  un  cycle  donné,  soit 
d'une  longueur  donnée; 


ou 


Décrire  d\in  point  donné  comme  centre  un  cycle 
qui  ait  à  un  cycle  donné  une  distance  tangentielle 
donnée. 

Ces  questions  sont  assez  faciles  à  résoudre.  Elles  com- 
portent au  plus  deux  solutions. 

Systèmes  de  tangentes  à  un  cycle. 

48.  Le  rapport  anliarnionique  de  quatre  tangentes 
d'un  cycle  est  égal  au  rapport  anliarnionique  des  in- 
verses. 

En  elî'et,  ce  rapport  étant  le  rapport  anharnionique 
constant  des  quatre  points  de  rencontre  d'une  tangent(; 
arbitraire  avec  les  tangentes  considérées,  si  l'on  prend 
pour  les  deux  tangentes  arbitraires  des  tangentes  cor- 
respondantes (n°  o),  il  est  clair,  d'après  ]3ijig,  5,  que 
les  deux  séries  de  quatre  points  sont  les  perspectives 
l'une  de  l'autre,  le  centre  de  similitude  étant  le  centre 
de  la  perspective  ('  ). 


(')  On  peut  aussi  démontrer  ce  théoi'ème  en  évaluant  en  fonction 
des  angles  de  la  figure  inverse  le  rapport  double 

sin-^(3.i)  _  sin|(4,2) 
sini(3,'.3)  ■  sinL(4,2)' 

(3,i),  ...  désignant  l'angle  entre  les  tangentes  3  et  i,  .... 
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19.  Uii  système  de  paires  do  tangentes  d'un  cjele 
étant  dit  eji  involution  si  le  rapport  anliarmonique  de 
quatre  tangentes  quelconques  est  égal  à  celui  des  tan- 
gentes conjuguées,  il  s'ensuit  du  théorème  du  n°  18 
qu'un  système  de  tangentes  sera  en  involution  si  les 
points  de  l'encontre  des  tangentes  conjuguées  sont  en 
ligne  droite.  De  plus,  on  démontre  facilement  (]n'il 
n'existe  pas  d'autres  systèmes  en  involution. 

20.  De  cela,  il  est  évident  que  les  paires  de  tangentes 
communes  à  un  cycle  d'un  système  et  à  tous  les  autres 
cyt  les  du  même  système  sont  en  involution.  De  même, 
les  paires  de  tangentes  communes  à  un  cycle  quelconque 
(;t  aux  angles  d'un  faisceau. 

21.  11  peut  se  présenter  (lorsque  rrt.xe  de  l'involulion 
coupe  le  cycle)  que  deux  tangentes  conjuguées  se  con- 
fondent en  une  seule,  nommée  tangc?ite  double.  Cela 
posé,  on  déduit  facilement  du  théorème  du  n"  lo  : 

L' enveloppe  des  lan^entes  doubles  de  tous  les  sj  s- 
tènies  de  tangentes  en  involution,  déterminés  par  un 
faisceau  de  cycles  et  par  un  cycle  mobile,  ijui  reste  à 
(les  distances  tangentielles  constantes  de  deux,  et  par 
conséquent  de  tous  les  cycles  du  faisceau,  est  composée 
de  deux  cycles  du  faisceau. 

22.  Remarquons,  en  dernier  lieu,  l'analogie  entre  la 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  et  l'in- 
version tangentielle,  et  celle  entre  les  propriétés  dé- 
duites à  l'aide  desdeux  transformations.  Celteanalogieest 
complète  ;  en  eifet,  les  théorèmes  démontrés  ci-dessus  ont 
leurs  correspondants  et  l'on  n'a,  poui-  les  truuvei-,  plus 
j'ien  à  faire  <ju'à  remplacer  dans  les  énoncés  donnés  les 
tangentes  d'un  cycle  par  les  poi/ils^  le  i  apport  d'une 

Ann.  de  Malhemat.,  ô"  série,  l.  VU.  (Mars  i88S.  )  lo 
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senii-droile  par  la  puissance  d'an  point,  la  longueur 
d'une  tangente  par  la  grandeur  d'un  angle,  Y  axe  et 
le  centre  radical  par  le  centre  et  V axe  de  similitude 
(et  réeiproqucment),  les  groupes  de  cjcles  à  centre  et  à 
axe  de  similitude  par  les  groupes  à  axe  et  à  centre 
radical. 

On  peut  poursuivre  plus  loin  cette  analogie  en  cher- 
chant :  1°  la  relation  (a)  entre  les  rayons  vecteurs  d'un 
point  origine  aux  points  d'une  circonférence  :  2°  la  re- 
lation ((3)  entre  les  angles  entre  un  axe  fixe  et  la  tangente 
d'un  cycle,  pour  qu'une  circonférence  et  un  cycle  aient 
pour  ligures  transformées  une  autre  circonférence  et  un 
autre  cycle. 

En  désignant  par  A  la  distance  du  point  origine  au 
centre,  par  R  le  rayon  de  la  circonféi'ence,  par  x  le 
rayon  vecteur,  par  j"  celui  de  la  figure  transformée,  on 
trouve 

^">  Â-^-^^^^'^^'  +  y 

Cl  et  C2  étant  des  constantes  arbitraires  qui  définissent 
la  circonférence  transformée. 

De  même,  en  désignant  par  a  la  distance  de  l'axe  fixe 
au  centre,  par  /■  le  rayon  du  cycle,  par  <p  et  y  les  angles 
entre  l'axe  fixe  et  deux  tangentes  inverses,  on  trouve 

/•  —  a  cos  o        Al —  /ig  cos y 
sino  siiiy 

relation  qui,  en  posant   langVf  = -ï-,  tang^y  =:j(^,  de- 
vient 

/•  —  a       ,.  K) 

(?)  (r^-a)x-\ --=KijKH--f- 

^'^  J 

Les  relations  (a)  et  ([î)  sont  identiques  pour 
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c'est-à-dire  les  transformations  (a)  ct(^i)  sont  corres- 
pondantes deux  à  deux,  et  l'on  déduit  l'une  de  l'autre 
en  remplaçant  la  distance  de  deux  points  par  la  tangente 
de  la  moitié  de  l'angle  entre  deux  senii-droites,  et  la  puis- 
sance d'un  point  par  le  rapport  d'une  semi-droite  relati- 
vement à  un  cycle. 


QIIESTIOX  DE  GEOMETRIE  IXTRIINSEQUE  ; 

Par  m.  Ernest  GESARO. 


La  question  dont  il  s'agit  a  été  l'oîijet  d'une  Commu- 
nication de  M.  Pellet  à  l'Académie  des  Sciences,  le 
3i  mai  1887.  Ayant  porté  sur  les  normales  à  une  ligne 
(M),  inclinées  de  a  sur  les  normales  principales,  des 
longueurs  MMj  =  /,  étudions  la  ligue  (Mi)  en  prenant 
pour  axes  mobiles  la  tangente;,  la  biuormale  et  la  nor- 
male principale  à  (M),  en  M.  Les  coordonnées  de  M|  sont 

.r  =0.  1-  =  /sina,         z  =  /cosa, 

(;t  leurs  dérivées  par  rapport  à  s  sont  nulles.  On  a  donc 

ox  /cosa  0)'  /cosa  r,-        /«in  a 


/s  p       '  ris  I-  ds  r 

Il  en  résulte  que  le  rapport  des  carrés  des  vitesses  des 
points  M, ,  M  est 

/  T'o       /  /cosa'\2        /2 

ce  qui  permet  de  poser 

/cosa        ,,  /         ,,    . 

(  J  j  I =  K  eus  u,  -  =  K  sin  11, 
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u  étant  l'angle  des  tangentes  aux  deux  lignes,  en  M  et 
M,.  Dès  lors,   les  cosinus  directeurs  delà  tangente    à 
(Ml  ),  en  M<,  sont,  d'après  (i), 

a=^co?>u,         b^ — -cosasiiiK,  c  =  sinasini<. 

On  remarquera  que  b  sina  +  c  cosa  =  o.  La  ligne  (Mj) 
rencontre  donc  orthogonal ement  les  droites  MM,.  Que 
faut-il  pour  que  ces  droites  soient  les  normales  prin- 
cipales de  (M,)?  Telle  est  la  question  posée  par  M.  Pel- 
let,  et  que  nous  allons  i^ésoudre  parles  méthodes  intrin- 
sèques. 

Pour  que  MM,  soit  la  normale  principale  de(M,),  en 
M,,  il  faut  et  il  suffit,  en  vertu  des  formules  de  Frenel, 
que  oa  soit  nul.  Mais 

rtci        da        c  fchi        sina\     . 

ds        ds        p  \  ds  p    /  ' 

et  l'on  peut  écarter  l'hypothèse  sinw  =  o,  qui  nous  con- 
duirait au  cas  de  deux  lignes  planes,  parallèles.  Consé- 
quemment 

(4)  «^=  —  sina/  —  • 

D'autre  part,  les  formules  (3)  nous  donnent 


(5)  -tangîf 


p         "  p  —  /  eus  a 

On  obtient  donc,  par  élimination  de  u,  une  des  équa- 
tions intrinsèques  de  (M),  l'autre  équation  restant  arbi- 
traire. 

Supposons  connues  les  équations  intrinsèques  de  (M), 
et  tàclions  d'en  déduire  celles  de  (M,).  Connaissant  p 
cl  r  (Il  fonction  de  s,  on  connaîtra  K  par  (  2  ),  et  «  par  (  4  ) 
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ou  par  (5).  Cela  étant,   on  a  immédiatement 

(6)  5i  =  /  Kds. 

Pour  avoir  la  flexion  de  (M,)  remarquons  que 

I      06  I       oc        cosacostt        sin  u 

sina  ds        cosa  ds  p  r 

Le  dernier  membre  représente  donc  ^  •  Par  suite 

K  _  cosacos?*        sina 

ou  bien,  en  vertu  de  (3), 

/         cos  u 

Quant   à  la  torsion,  remarquons  d'abord  que  les  cosi- 
nus directeurs  de  labinormiale  à  (M,),  en  M,,  sont 

A=:sinM,         B  =  cosacosii,  G=  — sinacosa. 

Conséquemment,  en  tenant  compte  de  (4  ),  on  a  oA  =  o, 
et 

1      5B  _      I      oG        cos  a  sin  w        cos« 
sinst  ds        cos  a  ds  p  r 

On  en  déduit 

K        cos  a  sin  u        cos  m 

(9)  --  r +  -7-' 

OU  bien,  en  vertu  de  (3), 

/        sin« 
(.0)  7,=-K- 

L'élimination  de  5,  entre  (6),   (8),   (10),   conduit  aux 
équations  intrinsèques  de  (M,). 


(    '5o   ) 
Remarquons,  en  passant,  que  (8)  et  (lo )  se  déduisent 

des  égalités  (3)  par  le  changement  de  K   en  ^  et    de   a 

en  t:.  lleinarquons  encore  que  la  combinaison  de  (lo) 
avec  (3)  donne  lieu  aux  relations 

dont  la  première  a  été  signalée  par  M.  Pellet. 

Soient  o  et  o,  les  angles  de  (M  )  el  (  M,)  avec  les  géné- 
ratrices de  leurs  développables  rectifiantes.  Si  l'on  divise 
(7)  par  (9),  on  obtient  sans  peine  la  formule 

tangC^i^ —  ")  =  cosa  tarigcp, 

qui  va  nous  servir  à  cherclier,  avec  M.  Pellet,  quelle 
doit  être  (M)  pour  que  (M,)  soit  une  droite  D.  Il  faut 
évidemment  que  l'on  ait  cp,  z=  o  et,  par  suite, 

/■ 

tan^i?/  =  -cosa; 

puis,  par  comparaison  avec  (5), 
(11)  p  s'in- u  =  l  cofx. 

Cela  étant,  la  formule  (4)  doune 

s  sin  a  =  — /p  du  =  /  cosa  cot  u  ; 
d'où,  successivement, 
(l'î)  s  tanii^a  tang  ?/ =  /,  r  sin- u  = 


s  tanjra 


Il  suffit,    maintenant,  déliinincr   «  entre   (11)  et    (12) 
pour  avoir  les  équations  intrinsèques  de  (M).  On  obtient 


,                .s'^sin'^a 
=  l  cos  a  H ; ; 

/  cos  a 


(  l'^i'  ) 

La  seconde  équalion  nous  dil  que  (M)  est  géodésiquc 
sur  un  certain  cône,  dont  le  sommet  est  évidemment  le 
point  de  rencontre  du  plan  rectifiant  avec  la  droite  D. 
Remarquons  que  cette  droite  est  toujours  perpendicu- 
laire à  MM, ,  et,  par  suite,  le  point  M  reste  à  la  distance 
/  de  D.  Autrement  dit,  la  ligne  (M)  est  tracée  sur  un 
cylindre  de  révolution  dont  D  est  l'axe  et/  le  rayon. 
Quelle  est  la  transformée  de  (M)  lorsqu'on  déploie  le 
cylindre  sur  un  plan?  Rappelons  que,  si  l'on  enroule  sur 
un  cylindre  de  révolution,  de  rayon  /,  le  plan  d'une  ligne, 
la  nouvelle  valeur  de  la  flexion  est  donnée  par  la  for- 
mule 

9         Pu  ' 

ô  étant  l'angle  des  tangentes  avec  les  droites  du  plan,  qui 
se  transfoi^ment  en  cercles.  Si  la  ligne  plane  est  une  chai- 
nette  de  paramètre  A,  de  sorte  que 

on  a 

Pocos^ô  =  k, 

pourvu  qu'on  enroule  la  directrice  suivant  un  cercle.  La 
formule  (i3)  donne 

D'ailleurs  S(f=  s.  Donc 


s- 


Cette  équation  coïncidera  avec  la  première  équation 
intrinsèque  de  (M),  si  l'on  prendA  =  /cota.  On  obtient 
donc  la  ligne  (M)  en  enroulant  sur  un  cylindre  de  révo- 


(  ^^-^  ) 

lution,  de  rayon  /,  une  cliainettc  de  paramètre  /eola,  en 
ayanL  soin  de  diriger  l'axe  de  la  courbe  suivant  les  géné- 
ratrices du  cylindre.  La  directrice  se  transforme  alors  en 
une  circonférence,  ayant  pour  centre  le  sommet  du  cône 
rectifiant  de  la  courbe  considérée. 


SUR  LA  COURDIRE  DES  CO^IOUES; 

Par  m.  E.  CESARO. 


1 .  Soient,  par  rappoit  à  la  tangente  et  à  la  normale  en 
un  point  M  d'une  ligne  quelconque,  a  et  [i  les  coordon- 
nées d'un  point  fixe  O,  centre  d'une  conique  oscula- 
trice,  en  M,  à  la  ligne  considérée.  L'équation  de  la 
conique  est  de  la  forme 

(I)      A  (;r  -  a)2  H-  2G  (a;  -  a )  (/  -  ^^)  -i-  B  (j  -  p  )^  =  I , 
et  l'immobilité  de  O  est  expi  imée  par  les  égalités 


('^) 


fZp  _ 


ds  p  ds  p 


Différentions  (i)  deux  fois  de  suite 5  puis,  pour  expri- 
mer l'osculation  avec  la  ligne  fondamentale,  supposons 

,  ,,       I 

X  =  o,       j  =  0,        y  =0,       y  "=  -• 

On  détermine  ainsi  les  coellicients  A,  B,  C,  et  l'on  voit 
que  l'équation  delà  conique  osculatrice  est 

(3)  {'^x  —  y.yy  =  '^ç>y{i'^.—y). 

1.    Pour  clierclier  l'enveloppe  de  cette  conicjue,  dilfé- 
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reiitioiis  l'ecjualion  (3)  ou  supposant 

dx       y  —  G  dy  ^ 

ds  p  ds  p 

cl  eu  tenant  compte  de  (2).  Il  vient 

(4)  7(2?-r)(?^-3a)=:o.       • 

Si 

l'équation  (4)  est  vérifiée  identiquement,  et,  par  suite, 
Ja  ligue  fondamentale  coïncide  avec  la  conique  oscula- 
trice.  Il  en  résulte  que  l'équation  (5)  caractérise  les 
coniques.  Elle  nous  dit  que,  pour  avoir  le  deuxième 
centre  de  courbure,  N,  en  un  point  M  d'une  conique,  il 
faut  d'abord  chercher  le  point  P,  où  le  diamètre  OM  ren- 
contre la  normale  à  la  développée.  Cela  étant,  le  segment 
PN  est  partagé  par  le  premier  centre  de  courbure  dans 
le  rapport  de  i  à  3. 

3.  La  dernière  propriété  nous  présente  les  coni(jues 
comme  appartenant  à  une  classe,  très  étendue,  de  courbes. 
Il  suffit  de  se  demander  quelles  sont  les  lignes,  pour  les- 
quelles le  deuxième  centre  de  courbure  se  construit 
comme  précédemment,  sauf  que  le  segment  PN  doit  être 
partagé  par  le  premier  centre  de  courbure  dans  le  rapport 
de  I  à  m.  On  doit  écrire,  au  lieu  de  (5), 

/  r  %  dp  OC 


puis,  en  vertu  de  (2), 


dp         rnp   d'^ 
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d'où  l'on  déduit 

r 

Dès  lors,  une  des  équations  (9,)  devient,  pour  m^i, 

__  _^  Jp  _  _i d      k 

~~  ^'  Tïs  ~  m  —  i   Tïs  (i'"-i  " 

D'autre  part,  les  mêmes  équations  donnent 


dx 
^■ds 

-h 

^t^ 

d'où, 

par 

intégration, 

(8) 

a2^-p2 

-4-  ■ 

'"    f 

o, 


_     pi-"'  =  A'. 

Par  élimination  de   a,  p  entre  les  équations  (6),  (^), 

(8),  et  par  substitution  de  5,  ->  à  p,  -—y  respectivement, 

on  voit  que  les  développées  premières  des  courbes  dont 
il  s'agit  sont  représentées  par  l'équation  intrinsèque  géné- 
rale 

•  p  =  ms  y   i' 


As'"  +  b/^' 


En  particulier,  pour  in  =  —  1 ,  on  obtient  les  lignes  cy- 
cloïdales. 

Le  cas  où  A'=  o,  ce  qui  entraine  A  =  o,  est  fort 
important  :  on  obtient  alors  les  spirales  sinusoïdes,  dont 
nous  parlerons  dans  un  procbain  article.  Le  paramètre 
m  sulîit,  en  général,  pour  caractériser  une  fauiille  de 
courbes  5  mais  il  convient  de  remarquer  qu'il  y  a  des 
exceptions,  en  nombre  restreint.  Une  épicycloïde  répond 

aux  valeurs  in.  = —  i  et  7«  =  —  -•  Cela    s'explique  par 

la  possibilité  de  Texistence  de   deux  j)oints  dilïérents, 
jouant  le  rôle  du  point  O.  C'est  ainsi  que  la  parabole 


(  '5^  ) 

admet,  conimc  toute  conique,  le  paramètre  3,  lorsque  le 
point  O  est  à  l'infini,  sur  l'axe  ;  mais  elle  admet  égale- 
ment le  paramètre  —3,  lorsque  le  point  O  est  le  loyer. 

4.  Pour  les  coniques,  la  détermination  de  A  et  A'  se 
fait  aisément  en  fonction  des  longueurs  a  ai  h  des  demi- 
axes.  En  eOel,  lorsque  la  normale  passe  par  le  centre,  elle 
coïncide  avec  un  axe,  et,  par  suite,  si  a  =  o,  on  doit  avoir 
[j  =  <7  ou  fj  =  h.  Sil'onporte  ces  hypothèses  dans  la  rela- 
tion (8),  en  supposant  m  =  3,  on  obtient 

(g)  k  =  a^-b'^,         A'  =  ai-hbK 

Donc,  en  tenant  compte  de  (y)  et  de  (8),  on  voit  que 
les  longueurs  des  axes  de  la  conique  osculatrice  à  une 
ligne  quelconque  sont  données  par  les  équations 

(lo)  a^b'-=^^p,         a2_,_52^  a2+p2+pp. 

Il  est  clair  que  celles-ci  ne  cessent  de  subsister  lorsque 
le  point  O  est  mobile  dans  le  plan.  Les  dernières  équa- 
tions peuvent  donc  servira  résoudre  toute  question  con- 
cernant les  séries  de  coniques,  qui  osculent  une  ligne 
quelconque  en  tous  ses  points.  Quant  aux  équations  (a), 
elles  subsistent  seulement  dans  le  cas  particulier  où  les 
coniques  considérées  ont  même  centre.  J3ans  d'autres  cas 
particuliers,  on  doit  chercher,  avant  tout,  les  relations 
qu'il  faut  substituer  aux  équations  (a).  Ainsi,  par 
exemple,  si  l'on  veut  considérer  une  série  de  coniques 
égales,  on  doit  diflérentier  les  équations  (lo),  en  y  sup- 
posant a  et  h  constants,  et  en  tenant  compte  de  (5). 

5.  On  interprète  aisément  les  équations  (lo).  La 
premièie  donne  lieu  à  tous  les  théorèmes  connus  sur  la 
courbure  des  coniques.   La  seconde  nous  dit  que,  si  du 


(  '^^'>  ) 

milieu  du  rayon  de  courbure,  comme  centre,  on  décrit 
Ja  circonférence  qui  passe  par  le  s^anétrique  du  centre 
de  la  courbe,  relativement  h  la  tangente,  on  détermine 
sur  cette  droite  un  segment  constant.  Ce  segment  est  nul 
pour  les  liyperboles  équilatères.  Une  propriété  semblable 
appartient  à  toutes  les  courbes  définies  par  l'équation 
(6).  En  effet,  l'équation  (8)  prend,  en  vertu  de  (7),  la 
forme 

V"^        /n  —  1/         [m  —  1)2 

6.  En  particulier,  pour  r?i  =  —  i ,  on  voit  que  la  cir- 
conférence ayant  pour  centre  le  milieu  d'un  rayon  de 
courbure  d'une  ligne  cycloïdale,  et  passant  par  le  centre 
du  cercle  directeur,  découpe  sur  la  tangente  une  corde  de 
longueur  constante.  On  peut  ajouter  que  cette  corde  est 
égale  au  diamètre  du  cercle  directeur.  En  effet,  la  déter- 
mination des  constantes  /r,  A'  se  fait  aisément  en  obser- 
vant que  l'on  a  a  =  R,  ^  =  o,  aux  points  de  rebrousse- 
ment,  et  a  =  o,  [^  =  R  -|-  2/',  aux  sommets  de  la  courbe  : 
R  et  ;■  sont  les  rayons  du  cercle  directeur  et  du  cercle 
roulant.  On  trouve  ainsi,  au  lieu  de  (8), 

Cela  prouve  que,  aux  jeux  d'un  mobile  parcourant 
une  ligne  cycloïdale,  le  centre  du  cercle  directeur  semble 
se  mouvoir  sur  une  ellipse.  Cela  étant,  l'équation  (7) 
donne 

et  l'on  en  déduit,  en  vertu  de  la  première  des  équa- 
tions (2), 


(   ^■>7  ) 
puis,  par  subslilulion  dans  (i  i), 

(   R  +  2;-)2p2  -1-  R2  52  =   l6/'2(  R  +  ;.)2. 

C'est  l'équation  intrinsèque  de  la  ligne  cycloïdale. 

7.   Revenons  aux  coniques.  Si  l'on  porte  les  valeurs 
(9)  dans  l'égalité  (8),  en  supposant  m  :=  3,   on  obtient 

(I4)  (a-2_p2)(32_/^-2):^^-2^2. 

C'est  l'équation  de  la  courbe  (|ue  le  centre  semble  dé- 
crire, aux  yeux  d'un  mobile  parcourant  la  conique  (  '). 
Cette  équation  permet  d'écrire 

|32_  62=  a^  tang'-p,         rt2_  p2==  a^  coto, 

et  l'on  reconnaît  sans  peine  que  cp  représente  l'inclinaison 
de  la  tangente  sur  le  grand  axe.  On  trouve  aussi 

22^  =  c-s\nio,  %- —  jj-  -{-  ^p  =  c-cos  20, 

OÙ  2C  représente  la  distance  focale.  En  tenant  compte  de 
(2),  ces  équations  montrent  que,  si  l'on  pose,  pour  abré- 


B^M 

(i5) 

2Kc=  3  4^  —  3a, 
'    r/s 

on  a 

d(i        ,^           ,               ,    db                 . 
a  -7-  =  Kc  cos^o,         0  — -  =  Kc  sin^o, 
as                      '               as 

de        ,,                      do            I        K    . 

-7-  =  K  cosao,        -^  = sinao. 

as                     'as            p        c           ' 

8.   On  peut  appliquer  ces  formules  à  la  recherche  des 
lignes  décrites  par  les  foyers.  Les  coordonnées  d'un  foyer 


C)  On  suppose,  bien  entendu,  que  le  nii»l)ile  se  rende  compte  de 
la  courbure  delà  IrajccLoire,  ce  qui,  en  réalité,  n'arrive  pas.  On  peut 
dire  aussi  que  ré((ualion  considérée  représente  le  lieu  des  centres  des 
coniques  éftalcs,  toucbanl  une  droite  donnée  en  nu  point  ilunné. 


sont 

.r=a4-ccoso,  ^^  =  ^ -i- c  sincp, 

cl  l'on  trouve,  par  les  moyens  habituels,  que  leurs  varia- 
lions  absolues  dans  le  plan  sontdonnées  par  les  formules 

ex       ,.  5)'  ..    . 

— -  =  Kcoso,  -V  = —  Ksino. 

«5  '  as 

Donc  la  tangente  au  lieu  d'un  lo_^er  et  le  grand  axe 
sont  également  inclinés  sur  la  tangente  à  la  courl>e.  On 
voit  aussi  que  le  rapport  des  ares  élémentaires  des  deux 
couibes  est  précisément  la  l'onction  K,  définie  par  (i5), 
de  sorte  que 

(i6)  "  so=  fK  ds. 

Enfin,  le  rayon  de  courbure  est  donné  par 

^^'^  2po         Kp  ^   c^' 

Les  équations  (i())  et  (17)  conduisent,  dans  chaque  cas 
particulier,  à  l'équation  intrinsèque  du  lieu  des  fbvei's. 
On  a  une  application  simple  de  ces  formules  en  consi- 
dérant les  coniques  osculatrices  à  une  ligne  cycloïdale, 
et  concenlriques  au  cercle  directeur.  Il  faut  employer, 
dans  ce  cas,  les  formules  (12)  et  (i 3). 

9.   Nous   avons  vu  que  le  rayon  de  courbure  d'une 
conique  est  donné  parla  fbrmnle 

a-0- 

L'élimination  de  a,  j3,  entre  cette  équation  et  les  équa- 
tions (5),  (i4):  donne 


doV 


^rl[-(^)'l=- 


(  J^f)  ) 

L'équation   intrinsèque    d'une    développée   de   conique 
est  donc 


pour  la  développée  d'une  hyperbole  équilatère,  et 


pour  la  développée  d'une  parabole. 

10.  La  méthode  précédente  est  facilement  applicable 
à  l'élude  de  la  courbure  d'une  ligne  quelconque.  On 
généralise,  par  exemple,  les  résultats  qui  précèdent,  en 
étudiant  les  lignes  représentées,  en  coordonnées  carté- 
siennes, par  l'équation 


A^'«  - 


m     m 
^,     T      2 

■2  Lx     ^■    ■ 


Bv'" 


On  trouve  que  la  courbure  varie  en  raison  directe  de 
la  {i)i —  2^'^'"^  puissance  de  la  distance  de  l'origine  à  la 
normale,  et  de  la  (m  -+- 1)"^'"''  puissance  de  la  distance  de 
l'origine  à  la  tangente.  Des  résultats  d'une  plus  grande 
généralité  peuvent  être  obtenus,  en  considérant  une 
équation  cartésienne  (|uclconque,  renfermant  trois  arbi- 
traires. 


(   i6o  ) 
QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1581.  Étant  donné  un  quadrilatère  complet,  dont  les  ?ix  som- 
mets opposes  sont  a,  «i,  ^,  ij,  c,  Ci,  on  peut  f(umer  les  quatre 

triangles 

abjCi,     bciai,     ca^bi,     abc. 

Si  l'on  prend  trois  points  en  ligne  droite 

A,     B,     G, 
les  quatre  coniques 

(BCa^iCi),  (BCZ^Cic/i).  (BCcrtiZ^i),  {\^Cabc) 
passent  par  un  même  point  Ai; 

(CArti'iCj),  (CA6ci<7j),  (GAcr/i^i),  (GArtZ>c) 
passent  par  un  même  point  Bj  ; 

(ABa^^iCi),     (AB6ci«i),     (ABcrti^^,),     (AB«ic) 

passent  par  un  même  point  Cj. 

Les  points  A,  Bj,  Gi  sont  en  ligne  droite;  B,  Gi,  Aj  aussi; 
G,  Al,  Gi  aussi,  et  les  huit  côtés  des  deux  quadrilatères,  dont  les 
sommets  opposés  sont  a,  «i,  b,  bi,  c,  Cj  et  A,  Ai,  B,  Bj,  G,  Gi, 
touchent  une  même  conique. 

(H.  ScimoETER.) 

1582.  Les  coniques  semblablement  situées  qui  ont  même 
cercle  directeur  sont  inscrites  au  même  carré.  Démontrer  aussi 
que,  si  deux  telles  coniques  se  coupent  en  M,  les  tangentes  au 
j)ointM  font  des  angles  égaux  avec  un  côté  du  carré. 

(  U.-\V.   GEMiSE.) 


(  1^'  ) 


KOTE  SUR  L'Ii\TÉGRALE  f  /{•r)G{x)(Lr; 
Par  m.  T.-J.  STIELTJES. 


L'objet  de  cette  Note  est  la  déinonstiatioii  de  la  pro- 
position suivante  : 

Soit  f{x)  une  fonction  non  décrois mnle  entre  les 
limites  x  =^  a  et  x  =^b  {a<^b).  udlors  il  est  toujours 
possible  de  déterminer  n  constantes  Xf,  Xo,   .  .  . ,  Xn 

a  <  ^1  <  ^2  <  •  •  .  <  ^n-l  <  -Tn  <  b, 

et  n -\-  i  constantes  rt,,  r/o,  •  .  • ,  ««,  ««+i  (jui  sont  com- 
prises respectivement  dans  les  n  -\-  i  intervalles  formés 
par  les  n  -\-i  cpiantitcs 

f{a),    f{xi),    f^Xi),      ...,    f[Xn-i).    fix,,),    f(b), 
de  telle  façon  cpi  on  ait 

Jf     f{x)G2n(x)dx 
a 

—  ai   I       Giiiix)  dx  -\-  con   I       G.2n(x)dx 

Gin{x)dx  ^.  .. 
X.  < 

(        G,,; ix)dx-^  a,i+i   I     C,i„ ( x )  dx. 


G2«  (x)  étant  un  polynôme  (pielcompie  en  x  du  degié 
CLji  au  plus. 

1.   La  détermination  des    constaiites  .7.7,   a^  v.sl  évi- 
demment   un    problème  déteruiiné,    car  les  conditions 

Alla,  de  MalheinaL,  3'  sûrie,  l.  VII  (Avril  188S).  1  i 


(   '6.   ) 
imposées  fournissent  2n  -\-  i  relations  entre  ces  incon- 
nues. Pour  les  écrire,  nous  pouvons  prendre 

en  faisant 

/.  =o,  I,  2,  ...r-iu. 

Il  vient  ainsi 


{  k  -r-  i)   I     (X  —  a /■■■/( X )  dx 

^  a 


(i)    /  ^    -         '■      ^         '  '  (A- =o,i,  ■>.....,  7.  n). 


—  («,;-t-i  —  «„  )(  x,i—  a/'+'-f-  «7„_n  (  i  —  « j'^'+i    ' 

Remplaçons  dans  cette  relation  A"  par  A'  +  i  et  retran- 
chons les  deux  équations,  après  avoir  multiplié  la  pre- 
mière par  h  —  rt  ;  on  aura 


/ 


[(  h  —  a)(  k  -r-\) 


—  (  k  -^  -y.Mx  —  a  j] [x  —  a  )'\f(x)  dx 
(  2  )  /              =  —  (  a,  —  «1  )('  b  —  Xi  ){xi  —  a  Z'+i        ''  (/.■  =  o,  i ,  7, 

—  (a^  —  ai)(b  —  x-i  )(  X.2  —  a  /'"+i 


—  (  ««-1-1  —  ««j(  b  —  Xn){Xa—  a /'•+i 

Pour  simplifier,  nous  posons 

(3)     («A-Hi  —  «/.•)(  b  —  Xk)(  xk—  a)=  A/..        (  A-  =  1 ,  7,  ....  n  ), 

et  nous  z'emarquons  que 

y[(6  _  a)(A--h  i)  —  (/c  -+-  •2)(a7  —  «)](a7  —  af-fix)  dx 

=  ib  —  x){x  —  a)''^+'^f{x)  —  f{b  —x){x  —  af+'^f\x)  dx. 

Les  relations  (2)  peuvent  donc  s'écrire 


/      ib  —  x}{x  —  a)''  +  ^  f'{x)dx 


>  [k=o,  1,  0, .. .,  'î/î  —  i), 

A, (.r, —  «/■•+■  A2(a72— r/)'''-f-,..-4-A„f  J",j— <0^'  ) 


(  i63  ) 
et  il  est  clair  par  là  qu'on  aura 

(    r* 

\     f     {b  —  x){x  —  a)f{x)G.in-i{x)dx 

(4)  {    Ja 

\       =  ÂiG2„_i(a7i)-i- A2G2re-i(^2J-H...-!- A„Gî„_,f.r„), 

G2n-^(x)  étant  un  polynôme  quelcouqne  en  x  du  de- 
gré 2  7Z  —  I  au  plus.  On  reconuait  maintenant  que  la 
détermination  dej?!,  X2,  •-•,  x,i^  A),  A2,  ...,  A„ 
revient  à  la  solution  d'un  problème  bien  connu.  On  sait 
que  Xj,  X2,  .  .  . ,  OTrt  sont  les  racines  de  l'équation 

(5)  P„(ar)  =  a:"-^  Cirr"-i-^-.  .  .=  o, 

P„(x)  étant  le  dénominateur  du  degré  n  d'une  des  ré- 
duites de  la  fraction  continue 


iX 


(6) 


''(b  —  z)(z-a)f'(z) 


dz 


X  —  ao  - 


Ces  racines  sont  réelles,  inégales  et  comprises  dans  l'in- 
tervalle (a,  ^),  et  nous  pouvons  supposer 

«  <  ^1  <  ^2  <  • . .  <  •2^/1  <  h. 

On  connaît  aussi  l'expression  des  constantes  A/,  qui  sont 
positives.  En  posant 

^a{x)=   f    {b-z)(z-a)f\z/"^''^~^"^^^dz, 

~- — (est  une  des  réduites  de  la  fraction  continue,  et 
l'on  a 

On    peut  encore   se  servir  de  la  foi'iuule  suivante  (lui 


(  ^64  ) 
n'exige  pas  la  connaissance  du  numérateur  Q«(x), 

Les  constantes  A^,  a^  qui  figurent  dans  la  fraction  con- 
tinue et  les  polynômes  Pa(x)  se  calculent  de  proche  en 
proche  par  les  relations 

Po=i, 

Pi  =  ^  —  sto, 

^8)  '        P,=  (.r-a,)P,-À,, 


r/,+,-(.r-a/,)P;i.-X/,P/,_,; 


0=1      {b  —z  ){  z  —  a  )/'{  z  )  dz 

•   a 

(g)  '^  f    {b  —  z){z  —  a)f'{z)\VjAz)Ydz 

kl,  =  j^ (  A-  =  l  ,  2,  3  .  .  .  ), 

C    (b-z)(z-a)f^z)[Vi,-,{z)Yclz 

'^    ri 

j"    lb  —  z](z  —  a)f'{z)z[Pi(z)]^  dz 
(lo)  a^=   '^  "   . {A=o,\,i... }. 

I     {b  —  z){z  —  a)f'{z){Pi,{z)Y  dz 

•-  a 

2,   11  reste  à  trouver  les  inconnues  «),  «o,    •  •  -i  <^//+i' 
On  connaît  d'abord,  parles  relations  (3),  les  dilFé- 

rences 

\i 
(il)  aic+i  —  a/;  =  -^ (A-  =  1 ,  2,  ...,  n). 

'  {b  —  .r,,)(xi,—  a) 

Pour  achever  la  détermination  des  «a,  il  faut  recourir 
à  l'une  des  équations  (i).  En  choisissant,  pour  plus  de 
simplicité,  la  première  (A  =  o),  on  a 

(     /     o(x)cLc  =  (b  —  a)an-ht 

I  _        ^1         _        A,         _         _        An       _ 

'  b  —  Ti  b  —  Xi        '  '  '        b  —  Xn 


(  ^65  ) 
Cette  équation  fera  connaître «,,^_,, et  l'on  trouve  ensuite 
tous  les  aii  à  l'aide  de  (  1 1). 

Des  combinaisons  et  léduclions  faciles  fournissent, 
du  reste,  les  formules  suivantes  : 


i        =   /      (b  —  x)f'(x)dx  — 

I      ^  '-'  ^    '  X,  —  a        Xo  —  a 

/  {b—  a)[ak+i—f(x/,.)] 

/"'■'  I 

=  —  /       (X  —  a )/'(x)  dx  1 

'^a  I 

,        A,        ^        A,        ^          ,  A;^.         I 

(i4)    /                  b  —  Xi        b  —  Xj    b  —  x/,-      >  (  k  =  1,  1,  .  .  .,  n), 

j     (b — x)f\x)dx 


[  (6-a)[/(6)-a„+.] 

(i5)  '  r\  ..„.  ,  A,  A^  A„ 


(x  —  a)  f'(x)dx  —  j—^ ,  ...       , 

^•^  ^    '  b  ~  xi        b  —  x,  b  — . 

/  (6  — a)[/(a7A)  — «a] 

(x  —  a)f\x)  dx 


A., 


(i6)    i  b  —  Xi        b  —  Xi,      ''■       b  —  xi;-i  I  {k  =  1,1,  .  .  .,  II). 

—   /      (b  —  x)J\x ) dx 

A/-  Aa-+i        ,  ,        A„ 


xi; —  a       x^■^x  —  CL 


3.  Le  problème  proposé  est  ainsi  résolu  complète- 
ment; il  nous  reste  seulement  à  démontrer  que  les 
constantes  a,,<72:  •  •  •?  ^'«+i    sont  comprises  respective 


(    '(36-  ) 
ment  dans  les  intervalles  formés  par 

/(«),    /(^i),    /(x-ih     ....    f{xn),     f{b). 

Remarquons  d'abord  qu'on  a  évidemment  (i  i) 

«1  <  «2  <  «3  <.-.<«/;  <  ««+1  . 

Ensuite  nous  observons  que  l'équation  qui  nous  a  servi 
de  point  de  départ  peut  s'écrire 

/     fix)G2n{x)dx=   I     o{x)G2n{cr)dx, 

*J  a  '-'a 

en  désignant  par  0(0:)  une  fonction  discontinue,  non 
décroissante,  définie  de  la  manière  suivante  : 

/   cp(a7)  —  «1  pour  a<a7<a:i, 

(17)  '    " 

\   çû(^)  =  a,j-Hi         "  Xa<x<ib. 

On  a,  par  conséquent, 

I      [/(^)  —  ^{x)]x''' dx  ^  o         (/>:  =  o,  I,  2,  . . .,  2n). 

On  en  conclut  que  la  dilférence 

f{x)  —  o(x) 

doit  changer  désigne  au  moins  2/2  +  1  fois  dans  l'inter- 
valle (a,  l>). 

En  elïet,  si  l'on  suppose  que  le  nombre  /  des  cliange- 
ments  de  signe  soit  inférieur  à  2n-\-  i ,  donc 

/  £  2«, 

et  que  ces  cliangenients  de  signe  se  produisent  pour 
:r  =  Xi.         .r  =  Xo.         ....         X  =  \/. 


(  '67  ) 
il  est  clair  qu'en  posant 

G(:r)  =(t  —  Xi){^'  —  X,).  ..(.r  —  X,), 

la  fonction 

[/(x)-oix)]G{x) 

aurait  un  signe  constant  dans  rintervalle  ( n,  h).  Or, 
G(x)  étant  un  polynôme  de  degré  2«  au  plus,  on  doit 
avoir 

[/(x)  —  o(x)]  G{x)  dx  =  o, 


( 


ce  qui  est  impossible.  La  supposition  ISin  est  donc 

inadmissible  et 

fix)-'^(x) 

doit  changer  de  signe  au  moins  a/i  +  i  fois  dans  l'in- 
tervalle («,  b).  Or,  si  l'on  construit  les  lignes 

y  =  ?(^)- 

et  qu'on  se  rappelle  que^Yx)  est  non  décroissant,  on 
voit  immédiatement  que  /  Jie  peut  pas  être  supérieur 
à  in-\-  I  et  qu'on  a.  par  conséquent,  l=-2n-\-  \\  en- 
suite, il  est  clair  qu'on  a  nécessairement 

l  /(«)<?(«), 

(18)     j    cp(x/,—  t}</(a-/,)<0(j'/,^£)  (A-  =  1,2,    ...,«), 

(  o{b)<f(b), 

£  étant  une  quantité  positive  suffisamment  petite.  Or 
ces  inégalités  expriment  précisément  la  propriété  qu'il 
s'agissait  de  démontrer. 

4.  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  les  premiers 
membres  des  formules  (i3),  (M)?  (iS)  et  (16)  sont  posi- 
tifs. _0n  peut  démontrer  aussi  directement  que  les  se- 


i68 


coatis  membres  sont  positils.  C  est  là  une  conséquence 
immédiate  des  inégalités 

I       {x  —  a)f'{x)  dx 


> 


,    (X=  I,2,.,.,/i  +  l), 
A I  A  9  A  /•_  ] 


b  —  Xi       b — .r.,       "         b  —  x/^-i 
(19,'; 


(x  —  a)f'{x)  clx 


< 


Al  Ag  A/,  l 


b  —  Xi        b  —  X2  *       b  —  x/,- 

b 


/{b  —  x)f'{x)  dx 


^  (A-  =  1,2,  . . .,  «), 
A  A-       ,       Aa+1        ,         ,       A„ 


Xk —  a.       x/,+i  — ■  a 
(20)'  ^^ 

I     /      (^  —  x)/'(x )  dx 

(  ^•'■i-        ,  .  »         !'  (^'  =o,i,i,...,n). 

'  A/,4-1       ,      A/,+0       ^         ^      A ,, 

(On  doit  prendre  Xo=  a,  .r„^i  =  b  dans  ces  formules). 
On  peut  les  établir  de  la  manièie  suivante.  Soit 

(21)  tn{x)=   I      (x  —  a)/'(x)  dx, 

*•  Il 

7/(.r)  sera  unt^  fonction  non  décroissante  et  in[a)  =  o. 
Délinissons  ensuite  une  seconde  fonction  discontinue  et 
non  décroissante,  ainsi  qu'il  suit  : 

\x{x)  =  o  lorsque  «  <^x<_Xi, 

A]  ^        . 

<L{x)  —  -, »       xx<.x  <Cx.î, 

'  b  — Xi 

Al  A2  ■  ^ 

|J.(  X  )  =    , h    -j ■  »         X^<X  <X3, 

'y  —  Xx         b  —  Xo 
(il)  I 

»        , 

\x{x)=   Y^ 1-...+    .  >'        Xn-i<X<Xn, 

'    '       '  b  —  Xi  b  —  X,i^y 


(  '69  ) 
Par  une  intégration  par  parties,  on  trouve 


(•23) 


I     /     (b  —  x)'^  m{x)  dx 

I     ^  a 

\        —  /     {b  —  x)'^+^{x  —  a)f'{x)  dx, 

\  A-  -H  1  J. 


et,  d'après  la  définition  même  de  la  fonction  |Jl(x),  on 
trouve 

\    I     i  b  —  x)k+^  \x(x)  dx 

(24)     -    •'" 

/      =   ,  _  ^  [Ai(6  —  xif-i-  Aoiô  —  ara/'-f-.  .  .-i-A„(6  —  a^^/-]. 
En  faisant  attention  à  la  formule  (4),  on  en  conclut 

Jl      \m{x) — \}.{x)\{b  —  x)'^  dx  =  o        (A- =  0,1,2,  ., .,  2/1 — 1); 
a 

d'où  il  suit  que  la  différence 

m{x)  —  [J^(^') 

doit  changer  de  signe  au  moins  2 /^  fois  dans  l'inter- 
valle (a,  b).  Mais,  d'après  la  nature  de  la  fonction 
a(x),  on  voit  facilement  que  le  nombre  des  change- 
ments de  signe  doit  être  exactement  égal  à  2/z  et  qu'on 
a,  en  outre, 

[^{^k—  s  )  <  m{^k)<  [J^(^/.--r-  s)  (  A  =  I  ,    2,    .  .  .  ,    /l  ), 

\xi  b  )  <  rn(  b  1. 

Or  ce  sont  là  précisément  les  inégalités  (19). 

Pour  démontrer  les  inégalités  (20),  nous  posons 


(■25)  n{x)=    /     {b  —  x}f'{x)  dx 


(   '7^'  ) 
et 


A|                A.>                          A„ 

1 

3'i  —  a        Ty  —  a                   T,i  —  a 

,     ,           A,                         A„ 

(■26)  / 

'*(.()  —                  i  . . .  1 

Xi  —  a                  :/■„  —  a 

•j(v\              '^"■ 

Xn—  a 
1  V  (  a-  )  =  0 

lorsque  «  <  .r  <  a^j , 


Les  deux  fouclions  sont  non  rroissanles  cL 

n{b)  =  -Jib)  =  o. 
Ensuite  on  trouve  faeilenient 

l      /      l^x  —  a)''  ii(x)  dx 

I        ^  -r^ —    /      (X  —  a)'^+Hb  ~  x)f'{x)dx 
et 


iS)    )   •  « 


(  .r  —  a  )^"  V  (  .7-  )  dx 
(28)   j   •'« 

I         =  -j-^-  [ A 1  (.r  1  —  a )/'■-+-  A 2  (  J'a  —  a  )''  -i- .  .  .  -i-  A„  (  j',,  —  o)'-  ] . 

On  voit  par  là  qu'on  a 

r'' 

j      [n(x) *{-r)]{x  —  aV'^dx^o       {k  =  o,  i,  2,  .  .  . . -m —i); 

^  a 

d'où  il  suit  que  la  dillérence 

n{x)  —  'i( X  ) 

doit  ehanj^er  de  signe  au  moins  iii  fois  dans  l'inter- 
valle (rt,  b).  Mais,  comme  tout  à  l'heure,  il  est  facile  de 
voir  que  le  noQibre  des  changeraenls  de  signe  doit  être 


(   -7'  ) 
exactement  égal  à  ^m,  et  qu  on  a  nécessairement 

v(a"/[.-j- s)<  n(,r/,)  <  v(3"/,— E)         (/.•  =  i,-i,  ...,n), 
v(a)<n{a), 

ce  qui  équivaut  aux  inégalités  (20). 


SUR  DEUX  CLASSES  REMARQUABLES  DE  LIGXES  PLAXES; 

Par  m.  E.  CESARO. 


1.  Nous  allons  étudier  les  courbes  planes  douées  d'un 
pôle  tel,  que  le  deuxième  rayon  de  courbure  soit  par- 
tagé dans  un  rapport  constant  avec  le  rayon  vecteur. 
Soient  O  le  pôle,  a  et  [3  ses  coordonnées  par  rapport  à  la 
tangente  et  à  la  normale  à  la  ligne  (M),  au  pointM.On 
sait  que  les  dérivées  de  a  et  j3,  par  rapport  à  l'arc  de  (iM), 
sont 

3—0  a 

P  P 

En  coordonnées  polaires,  ces  équations  deviennent 

.              ,                                 ,1         sinw 
('2)  u  = — cosw,         w  = 


u 


Supposons  que  le  premier  centre  de  courbure  partage 
dans  le  rapport  constant  de  n  —  1  à  n  -{-  \  le  segment 
intercepté  par  OM  sur  la  normale  à  la  développée  de  (M), 
à  partir  du  deuxième  centre  de  courbure.  Cela  s'exprime 
en  écrivant 

,       n  —  \   y. 

si  l'on  observe  que  la  longueur  du  deuxième  rayon  de 
courbure  est  pp'.  Or,  en  vertu  de  (i)  et  (2),  on  peut 


(     '72    ) 

écrire 

(4)  uit'  =  i^'p  =  —  ^• 

Cela  étanl,  les  égaillés  (3)  el  (4)  nous  donnent 


puis,  en  intégrant, 

(5)  u'^—K^  =  {n-\-i)%ç>, 

pourvu  que  n  soit  fini  et  dilFérent  de  —  i . 

2.  L'égalité  (5)  exprime  une  remarquable  propriété 
de  nos  lignes.  Appelons  cercle  direcLeur  le  cercle  de 
rayon  R,  dont  le  centre  est  au  pôle.  A  cause  de  (5),  la 
polaire  de  M  par  rapport  à  ce  cercle  a  pour  équation 

Elle  détaclie  donc  de  la  normale  un  segment  (/^  +  i)p. 
Conséquemment,  le  rayon  de  courbure,  en  tout  point 
M,  est  proportionnel  au  segment  de  normale  compris 
entre  M  et  la  polaire  de  ce  point,  par  rapport  au  cercle 
directeur.  Cette  propriété  nous  indique  iiniiiédiatement, 
parmi  toutes  les  lignes  que  nous  considérons,  deux  classes 
remarquables,  caractérisées  par  leur  cercle  directeur. 
Lorsque  celui-ci  devient  une  droite,  on  a  les  lignes 
dont  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au  segment 
de  normale,  intercepté  par  une  droite  fixe.  Ces  lignes 
ont  été  étudiées  par  MM.  Mannheim,  Ribaucour,  Du- 
bois (').  Lorsque  le  cercle  directeur  se  réduit  à  un  point, 
la  polaire  de  M  n'est  aulie  que  la  perpendiculaire  à  OM, 
élevée  par  O.  On  a  donc  les  courbes  jouissant  de  la  pro- 

(')  Nouvelle  correspondance  mathématique,  t.  VI,  p.  i58  et  224. 
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priété  suivante  ;  La  projection  du  centre  de  courbure  sur 
le  rayon  vecteur  partage  celui-ci  dans  un  rapport  con- 
stant. Ce  sout  les  courbes  appelées  spirales  sinusoïdes 
par  M.  Haton  de  la  Goupillière  (*  ). 

3.   Divisons  (4)  par  (5).  Il  vient 
uu'      _       I       ^' 

d'où 


Q\  n+1 


(6)  „2_R2^(„  +  I)c2(^'éj 

pourvu  que  «,  différent  de  zéro  et  de  —  i ,  soit  fini.  Puis, 
par  substitution  dans  (5), 


n— 1 


(7)  P=c^^ 
On  peut  donc  écrire,  en  vertu  de  (6)  et  de  (7), 

Dès  lors,  l'intégration  de  (3)  nous  donne  immédiate- 
ment 

(8)  5  = 


(.^o(gr"-. 


Telle  est  Véquation  intrinsèque  générale  de  nos  lignes. 


(  ')  Nouvelles  Annales,  1876.  Lisez,  au  sujet  de  ces  courbes,  les  ren- 
seignements bibliographiques  fournis  par  MM.  Bassani  et  Brocard 
dans  le  Journal  de  Battaglini,  iSSH,  et  dans  les  Nouvelles  Annales , 
même  année.  ; 


(  »:i  ) 

4.  La  discussion  des  ogalilés  (6)  et  (-)  conduit  aisé- 
ment à  quelques  remarques  intéressantes.  En  laissant 
de  côté  le  cas  d'un  pôle  situé  à  l'infini,  que  l'on  exami- 
nera à  part,  on  voit  que,  si  Vi/idice  n  est  diiférent  de 
l'unité,  en  valeur  absolue,  la  courbe  ne  peut  vencoiiirer 
sa  directrice  circulaire  sa/isinjlexion  ourehrunssenieut. 
Dans  tous  les  cas,  la  rencontre  est  nécessairement  ortho- 
gonale. On  peut  adiriner,  en  outre,  que  :  i"  /ev  courbes 
dont  V indice  est  inférieur  à  —  i  nerencofitrent  pas  leur 
directrice;  2"  les  courbes  dont  l'indice  est  supérieur  à 
l'unité  n'ont  pas  de  rebroussement,  mais  elles  peuvent 
avoir  des  points  d' inflexion,  nécessairement  distribués 
sur  la  circonférence  directrice;  3"  les  courbes  dont  l'in- 
dice est,  en  valeur  absolue,  une  fraction  propre,  n'ont 
pas  d^  inflexion:  elles  ne  peuvent  subir  de  rebroussement 
ailleuj's  que  sur  la  directrice.  En  particulier,  les  spi- 
rales sinusoïdes,  dont  l'indice  est  inférieur  à  —  i ,  ne  con- 
tiennent pas  le  pôle.  Les  spirales,  dont  l'indice  est  supé- 
rieur à  —  I,  peuvent  passer  par  le  pôle,  à  la  condition 
d'y  subir  un  rebroussement  ou  une  inflexion,  suivant 
que  la  valeur  absolue  de  l'indice  est  ou  n'est  pas  une  frac- 
tion propre.  Dans  tous  les  cas,  de  telles  singulai'ités  ne 
peuvent  se  présenter  ailleurs  qu'au  pôle. 

O.  Chaque  valeur  de  l'indice  sert  à  définir  une  famille 
de  courbes,  qui  renferme  toujours  une  ligne  de  Ribau- 
cour  et  une  spirale  sinusoïde.  Pour  n  =^  —  2,  la  défini- 
lion  même  de  nos  courbes  se  confond  avec  la  construc- 
tion donnée  par  Maclaurin  pour  obtenir  le  deuxième 
centre  de  courbure  d'une  conique.  La  construction  de 
Maclaurin  nous  dit,  en  outre,  que  le  pôle  est  ici  le 
centre  de  la  courbe.  C'est  ce  Cjui  résulte,  d'ailleurs,  de 
notre  article  Sur  la  courbure  des  cojùijues.  Ainsi,  l'in- 
dice —  -1  définit  la  famille  des  coniques,  et  l'on  peut  être 
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curieux  de  connaître  quels  sont,  clans  cette  famille,  les 
représentants  des  deux  classes  que  nous  étudions.  Dans 
ce  but,  remarquons  d'abord  que  a  s'annule  et  [i  devient 
égal  à  l'un  des  demi-axes,  a  ou  ^,  lorsque  la  normale 
passe  par  le  centre.  L'équation  (6)  devient  alors 

d'où  l'ou  déduit 

(9)  R2  =:  «2  _t_  ^,2,         e-^ah. 

La  directrice  circulaire  d'une  conique  est  donc  la  cir- 
conférence circonscrite  au  rectangle  des  tangentes  aux 
sommets.  C'est  le  lieu  dn  sommet  d'un  angle  droit  cir- 
conscrit à  la  conique.  Elle  devient  une  droite,  lorsque 
le  centre  s'éloigne  à  l'intini  :  la  conique  est  alors  une 
parabole.  Par  conséquent,  la  ligne  de lUhaacoar,  d^ in- 
dice —  1,  est  une  parabole.  On  rencontre  encore  cette 
courbe  hors  de  la  famille  des  coniques,  avec  l'indice  —  \  \ 
mais  alors  elle  admet  le  pôle  pour  foyer.  Pour  que  R  soit 
nul,  il  faut  que  h  =^  a  \J —  1 ,  d'où  il  suit  que  la  spirale 
sinusoïde,  d'indice  —  2,  est  une  hyperbole  cquilatère. 
Sil'on  porte  dans(8)  les  résultats  (9),  enfaisant  /î  = —  2, 
on  trouve  que  l'é(/uation  intrinsèque  des  coniques  est 

ch 

s  =  i    i .- 

(10) 


:0'] 


6.  Une  famille  bien  simple  est  définie  par  l'indice  i . 
L'équation  (  7  )  nous  di  l  qu'il  s'agit  d'une  famille  de  cerc/e^i 
D'après  cela,  une  circonférence  de  cercle  peut  toujours 
être  considérée  comme  appartenant  ta  une  classe  quel- 
conque, suivant  la  position  qu'elle  occupe  par  rapport 
au  pôle.  Soientrtla  distancedeson  centre  au  pôle  et  b  son 
rayon.  Nous  pouvons  prendre,  sur  la  circonférence,  un 
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point  tel  que  l'on  ait  a  =  a,  p  =  b  :  l'équation  (5)  nous 
donne  alors  K-=a- — ù'-.  La  circonférence  directrice 
coupe  donc  ortliogonalement  la  circonférence  donnée. 
C'est  le  seul  cas  où  une  pareille  rencontre  puisse  avoir 
lieu  sans  inflexion  ni  rebroussenient.  On  peut  consi- 
dérer une  circonférence  comme  une  spirale  sinusoïde, 
lorsqu'elle  passe  par  le  pôle,  et  comme  une  ligne  de  Ri- 
baucour,  lorsque  le  pôle  est  à  l'infini  :  dans  ce  cas  la 
directrice  est  un  diamètre  quelconque  de  la  circonfé- 
rence. 

7.  Certes,  la  plus  intéressante  famille  répond  à  l'in- 
dice o.  Elle  se  compose  de  toutes  les  courbes  jouissant 
de  cette  curieuse  propriété  :  Le  centre  de  courbure,  en 
un  pointai,  esta  V  intersection  de  la  normale  avec  la 
polaire  de  M,  par  rapport  à  un  cercle  invariable.  Nous 
avons  rencontré  ces  courbes  dès  nos  premiers  essais  de 
géométrie  intrinsèque  (').  On  ne  peut  leur  appliquer  la 
formule  (6),  parce  que  le  choix  même  de  la  constante  a 
été  fait  de  manière  qu'elle  cesse  d'être  arbitraire  pour 
/i  =  o.  Pour  rétablir  la  généralité  des  résultats,  il  faut 
affecter  d'un  facteur  constant,  arbitraire,  un  membre  de 
(6),  et  l'on  trouve  alors  une  équation  de  la  forme 

p2  =  as^-\-ibs  +  c, 

qui  représente,  pour  «  ■<  —  i,  une  hjpocjcloïde;  pour 
a  =  —  I ,  une  cycloïde;  pour  —  i  ■<  «  <<  o,  une  épicj- 
cloïde;  pour  a  =  o,  une  développante  de  cercle  ;  pour 
a  >  o,  deux  autres  familles  de  lignes,  qui  se  distinguent 
par  le  signe  de  b-  —  ac.  Lorsque  b-  —  ac  =i  o,  on  a  une 
spirale  logarithmique.  Le  rayon  du  cercle  directeur,  réel 

(')  Malhesis,  p.  25;  1887. 


ou  inxagniairo,  est 

^        v/ô^  —  ac 


Il  est  infini  pour  a  =  —  i ,  nul  pour  b-  —  ac  =  o.  Donc 
la  ligne  de  Rihaucour  d'indice  o  est  une  cycloïde. 
La  spirale  sinusoïde  d'indice  o  est  une  spirale  loga- 
rithnnque.  Il  est  vrai  qu'on  rencontre  encore  une  épi- 
cycloj'de  parmi  les  spirales  sinusoïdes  :  c'est  Je  limaçon 
de  Pascal.  Mais  cette  cour])e  se  présente  alors  avec  l'in- 
dice |,  et  le  pôle  est  au  point  de  rebroussement  de  la 
courbe.  La  parabole  du  second  degré  et  le  limaçon  de; 
Pascal  sont  les  seules  courbes  susceptibles  de  deux  in- 
dices diliérents.  Le  cercle  et  la  droite  ont  une  infinité  de 
pôles,  et  appartiennent,  par  conséquent,  à  toutes  les 
classes;  mais  leurs  indices   sont  constamment  i  et  — i. 

8.  La  circonférence  décrite  sur  le  segment  de  normale, 
compris  entre  M  et  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à 
la  circonférence  directrice,  doit,  par  une  propriété 
connue,  rencontrer  ortliogonalement  la  directrice.  Du 
reste,  si  l'on  observe  que  l'équation  du  cercle  considéré 
est 

on  en  déduit  sans  peine  le  résultat  énoncé.  Dérivant  la 
dernière  équation,  on  obtient 


9  y 


A  cause  de  (3),  cette  équation  est  vérifiée  par  les  coor- 
données du  pôle.  Donc,  la  circonférence  considérée 
Louche  son  enveloppe  aux  extrémilés  d'une  coi  de  con- 
tenant le  pôle.  D'autre  part,  il  suffit  de  remarquer  que 
les  tangentes  à  la  circonférence,  aux  extrémités  dont  il 
s'agit,  sont  également  inclinées  sur  la  corde,  poui'  pou- 
Ann.  de  Mathémat.,  3°  série,  t.  VII.  (  \vril   i888.)  12 
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voir  aiïirmer  que  la  circonférence  considérée  est  enve- 
loppée  par  deux  courbes  iin>erses.  Liniilons-nous,  par 
exemple,  aux  cas  des  lignes  cyeloïdales  et  des  coniques, 
et  signalons  le  rapprochement  inattendu  C[U<î  les  proprié- 
lés  pi'écédentes  établissent  entre  ces  deux  importanUîs 
familles.  Pour  n  =.  o,  ou  trouve  que  les  circonférences 
décrites  sur  les  rayons  de  courbure  d'une  ligne  cycloï- 
dale,  pris  covune  diamètres,  rencontrent  orthogonale- 
nient  le  cercle  directeur.  Elles  enveloppent  une  se- 
conde ligne  inverse  de  la  ligne  donnée.  Cette  dernière 
propriété  a  été  remarquée  par  M.  Mennesson  (').  De 
même,  pour  //  =  —  u,  nous  voyons  que  les  symétriques., 
par  rapport  aux  tangentes,  des  circonférences  décrites 
sur  les  rayons  de  courbure  d'ujie  conique,  pris  comme 
diamètres,  rencontrent  ortliogonalement  le  cercle  di- 
recteur et  enveloppent  une  inverse  de  conique.  Ajou- 
tons que,  pour  les  coniques,  le  centre  de  courbure,  en 
un  poini,  ]\J,  est  symétrique,  par  rapporta  IM,  dupoiiitde 
rencontre  de  la  normale  avec  la  polaiie  de  -M,  relative- 
ment au  cercle  diiecteur.  C'est  encore  une  analogie  avec 
les  lignes  cyeloïdales. 

9.   Lignes  de  Ribaucour.  —  En  faisant  tendre  c  vers 
zéro  ou  vers  l'infini,  suivant  la  valeur  de  /^,  on  peut  faire 

en  sorte  ([ue  c"~^  augmente  indéfiniment,  en  même  temps 
que  R;  mais  le  rapport  de  ces  quantités  sera  la  quantité 

finie  et  déterminée  «"■"',  si  l'on  pose 

H-t-l 

f')  Mallu'sis.  (iiiosliuii   'idl:   iSSô. 
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L'équalion  (8)  devient  alors 


(lO 


Telle  est  Véquation  intrinsèque  des  lignes  de  liihnu- 
coiir. 

iO.  Il  convient  de  remarquer  que  l'on  peut  bien  sub- 
stituer, pour  ces  lignes,  la  directrice  à  la  polaire  de  M, 
par  rapport  au  cercle  directeur.  C'est,  en  effet,  cette  der- 
nière droite  qui  doit  intercepter  sur  la  normale  un  seg- 
ment proportionnel  à  p;  mais  il  est  clair  qu'il  en  est  de 
même  delà  directrice,  puisque  celle-ci  est  située  à  moi- 
tié distance  entre  le  point  M  et  la  limite  de  sa  polaire. 
Du  reste,  q  étant  le  segment  de  normale  inteicepté  par 
la  perpendiculaire  à  OM,  située  à  la  distance  u  —  R  de 
M  (et  qui  touche,  par  conséquent,  la  circonférence  di- 
rectrice et  tend  à  se  confondre  avec  elle  lorsque  R  croit 
indéfiniment),  on  a 

u  —  \\_  =z  q  sinw,         lim  —   =  i , 
Par  suite,  la  formule  (5)  devient 

puis,  pour  R  infini, 


ce  qui  est  la  définition  habituelle  des  lignes  de  Ribau- 
cour.  Remarquons  encore  (\\w.   la   formule    (y)  donne. 


(    «Su    ) 
{)onr  R  iiilîni, 


n-H 
n— 1   — 


?/sinfo  »  Rsinoj . 

Iim —  =  lim  -  lim =  a    "~'  sinoj, 

r-n—l  f>n—\ 


tl  'oii 

n-I 


p  =  a(sinw)    «+',  lim(/f — K)=  a(sinoj)"+'. 

])e  là  ou  déduit  sans  peine  que  :  i"  les  lignes  de  Ri- 
baucour  ne  peuvent  rencontrer  leur  directrice  que  sous 
un  angle  droit,  et  à  la  condition  d'y  subir  une  inflexion 
ou  un  rebroussement,  ce  qui  Jie  saurait  arriver  ailleurs 
que  sur  la  directrice  ;  2°  il  y  a  rebrous  sèment,  et  pas 
d'inflexion,  pour  les  lignes  à  indice  moindre  que  l'u- 
nité, en  valeur  absolue  :  inflexion,  et  pas  de  rebrousse- 
nient^  pour  les  lignes  dont  l'indice  surpasse  l'unité  ; 
3"  les  lignes  dont  r indice  est  inférieur  à  — 1  ne  ren- 
contrent pas  la  directrice,  et,  par  suite,  elles  ne  sou  fjrent 
ni  rebroussenient  ni  inflexion.  On  vériiie  aisément  ces 
circonstances  sur  les  courbes  particulières  que  nous  allons 
obtenir. 

il.  M.  Ribaucour  a  rencontré  ces  lignes  dans  ses  re- 
(dierclies  sur  les  élassoïdes  (  '  ).  Pour  les  valeurs  entières 

de  — '- — jildistinguequStre  genres  •.cycloïdal,  circulaire, 

parabolique,  caténoïdique.  Ces  genres  répondentauxva- 

leurs  de  — - —    qui    sont,    respectivement,    positives    et 

paires,  positives  et  impaires,  négatives  et  paires,  jiégatives 
et  impaires.  Pour  //=  i ,  iious  savons  déjà  que  l'on  doit 
avoii'  un  cercle.    Pour  n  =  o,  l'équation  (i  1)  devient 


(  '  )  Voyez,  dans  les  Mémoires  couronnda  de  l'Académie  de  Relgique, 
I.    \LI\',  VKtiidc  (les  cl(issn'i(lrs,  \):\r  M.  l'ihauronr. 


{   '8.   ) 
elle  représente  une  cycloïde ;  ce  qui  devrait,  être.  Pour 
n^ —  3,  la  même  équation  devient 


p  =  a  H 


elle  représente  une  chaînette.  Enfin,  pour  //  ==  —  •^,  on 

obtient 

r/p 


7  \/a)'- 


On  sait  déjà  que  cette  équation  doit  représenter  une 
parabole.  Pour  ii  infini,  on  obtiendrait  l'équation 

a(  t  -'-\ 

a  =  -\e"  -^  e     "  I, 

qui  représente  une  cliainette d'égale  résistance;  mais  ou 
se  tromperait  si  l'on  croyait  que  cette  courbe  appartient 
à  la  classe  des  lignes  de  Ribaucour.  Il  ne  faut  pas  oublier, 
en  effet,  que  l'équation  (i  i)  a  été  obtenue  en  supposant 
n  fini.  Il  conviendrait  d'étudier  à  part  les  lignes  dont 
l'indice  est  infini  :  leur  courbure  varie  comme  la  dis- 
tance du  pôle  à  la  tangente.  Leur  équation  intrinsèque 
cesse  d'avoir  la  forme  (8)  :  il  s'y  introduit,  sous  le  sigue 
d'intégration,  une  fiDnction  logarithmique  de  p. 

12.  Pour    «  =:  3    et  pour    71=^ — 5,  on   obtient  les 
courbes 

dp 


Il  est  remarquable  que  ces  équations,  par  le  simple 
changement  de  .«  en  \  s  etr->.9,  respectivement, deviennent 
les  équations  de  la  lemniscate  de  lîernoulli    et  de  l'hy- 


(  ^«'^  ) 

perbolc  éc[uilalère.  Faisons,  pour  finir,  n  =  — |.L'équa- 
lion  (i  i)  ne  prend  pas  une  lornie  très  simple^  mais  nous 
trouverons,  parmi  les  parallèles  à  la  courbe  demandée, 
une  courbe  connue.  Rappelons,  d'abord,  que  les  coor- 
données intrinsèques,  p  el  .v,  d'une  parallèle  à  une  couibe 
donnée,  sont 

h  étant  la  distance  des  deux  courbes.  11  en  résulte  que, 


=Jf{9)d? 


est  l'équation  d'une  courbe,  l'équation  des  lignes  paral- 
lèles est 

(12)  s 

En  particulier,  les  courbes  parallèles  à  celle  cjue  nous 
considérons  sont  représentées  par  l'équation  intrin- 
sèque 

pofp 


-1/7 


i/{h-i-  p){a  —  h  —  p) 


Pour  /i  =  - ,  il  vient 


Cette  équation  représente  une  hjpocycloïde  à  quatre 
ichroussements,  engendrée  par  un  point  d'une  circonfé- 
rence, de  rayon  —,  roulant   sans   glisser   à    l'intérieur 

d'une  circonférence  quadruple.  La  ligne  de  Ribaucour 
d'indice  —  \  est  donc  parallèle  à  une  certaine  lijpocj- 
clo'ïde. 

13.  Spirales  sinusoïdes.  —  Il  sullit  de  faire  R  =  o. 


(   i83  ) 
dans  (8),  pour  a\o\vVcq nation  intrinsèf/ne  des  spirales 


sinusoïdes  : 

(i3) 


On  peut  établir  directement  les  propriétés  de  ces  li- 
gnes, en  partant  de  la  propriété  fondamentale,  qui  se 
traduit  par  l'égalité 

(i4)  «  =  (rt -!- i)  p  sinw. 

Soit  0  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  une  diri'ction  (i\e, 
de  sorte  que 


(i5)  0'  = 


u 


A  cause  de  (14)7  les  formules  (2)  et  (i."))  deviennent 

(16)  ^'  =  -^^1,  0'  =  --i-i; 

/i  -f-  1    0  /i  -I-  1    p 


d'où,  par  comparaison,  on  déduit 

(17)  w=«0, 

pourvu  qu'où  choisisse  convenablement  la  direction  fixe. 
La  propriété  (17)  justifie  la  dénomination  de  lignes  à 
inflexion  proportionnelle,  employée  par  M.  Laquière('). 

li.   Si  l'on  divise  par  (i4)  la  première  des  équations 
(2),  en  tenant  compte  de  (i6),  on  obtient 

—    =    —   COtOJ, 

u         n 
d'où 

(i8j  ««=  «"sinoj. 

(')  Nouvelles  Annales,  iS83. 


(   «84  ) 

L'équation  polaire  des  spirales   sinusoïdes  esL  donc,  à 

cause  de  (17), 

««  =  a"  sin/iO. 

En  vertu  de  (18),  l'équation  (j4)  donne 

De  niôtne,  la   première  des    équations  (2)  donne,    par 
intégration, 

_         r      a"  du 


(20) 


Enfin,  l'élimination   de  11  nous  reconduit  à  l'équation 
(i3),  abstraction  faite  delà  valeur  du  paramètre  a. 

15.  Si  Ji  =  o,  la  première  des  équations  (16)  prouve 
que  l'on  a  une  spirale  logaritJimique,  de  pôle  O.  On 
voit  de  même  que,  pour  11  =  \  et  pour  11=  —  1 ,  on  a  un 
cercle  et  une  droite.  Si  Ji  =^ — 2,  l'équation  (i3)  de- 
vient 

P 
a 

et  l'on  sait  qu'elle  représente  une  hyperbole  équilatcre, 
de  centre  O.  Si  n  =  —  7,  on  obtient,  au  signe  près. 


£, -, 


c'est  l'équation   d'une  parabole,  dont  O   est  le  loyer. 
Pour  /i  =  i,  l'équation  (i3)  devient 

Elle  représente   un  liuiacon   de,   Pascal,    engendré   par 


(   i85  ) 
le  roulement  d'une  circonférence,  de  rayon  -^  sur  une 

4 

circonférence  égale.  Pour  /i=  2,  on  a 

do 


C'est  l'équalion  d'une  Lemniscate  de  Bernoulli.  Enfin, 
pour  n  =  |,  on  trouve  une  parallèle  aux  courbes  repré- 
sentées par  l'équation 


'/, 


f/p 


v/(/i-)-p)(a  —  h—  p) 


Si  h=  -  y   il  vient 

c'est  une  épicjcloïde  à  deux  l'ehroussements ,  engendrée 

par  le  roulement  d'une  circonférence,  de  rayon  -  >  sur 

une  circonférence  double.  La  spirale  sinusoïde ,  d'indice 
|,  est  donc  parallèle  à  une  certaine  épicycloïde. 

16.  Les  spirales  sinusoïdes  se  déduisent  les  unes  des 
autres  par  l'opération  qui  engendre  les  podaires.  On  sait 
que  les  coordonnées  intrinsèques,  s  et  p,  de  la  podaire 
d'une  courbe,  par  rapport  à  un  pôle  O,  sont 


/ 


Il  du  II- 

? 


a  «  —  p  sinu) 

Dans  le  cas  actuel,  ces  expressions  deviennent 

f/"  du  n  -f- 1 


—  ( 


yi.11,         Jt  /i  -4-  I 


On  trouve  ensuite,  par  élimination  de  «,  une  équation 
que  l'on  peut  déduire  de  (i3)  par  le  changement  de  //  en 

— — —  Donc,  la  podaire  d' une  spirale  d'indice  n  est  une 


(   186  ) 
spifalerV indice Eu  parlioulier,  si  l'on  applique  ce 

théorème  aux  courbes  considérées  précédemment,  on  voi  t 
que  :  1°  la  podaire  d'une  spirale  logarithmique,  par  rap- 
port au  pôle,  est  une  spirale  logarithmique  ;  2"  la  podaire 
d'une  parabole,  par  rapport  au  foyer,  est  une  droite; 
3"  la  podaire  d'un  cercle,  par  rapport  à  l'un  de  ses  points, 
est  un  limaçon  de  Pascal-,  4°  la  podaire  d'une  hyper- 
bole équilatère,  par  rapport  au  centre,  est  une  lemnis- 
cate  de  Bernoulli;  5°  la  podaire  d'un  limaçon  de  Pascal, 
par  rapport  à  son  point  de  rebroussement,  est  parallèle 
à  une  épicycloide  à  deux  rebroussements.  Plus  généra- 
lement, si  11  est  un  nombre  entier,  la  spirale  d'indice  - 
est  la  («  —  i^'^mc  podaire  d'un  cercle,  par  rapport  à  l'un 
de  ses  points;  et  la  spirale  d'indice  ■  est  la /^"^™*' po- 
daire d'une  hyperbole  équilatère,  par  rapport  à  son 
centre. 

17.  Mais  il  y  a  une  transformation  très  simple,  qui 
permet  de  déduire  l'une  de  l'autre  deux  spirales  sinu- 
soïdes quelconques.  Cette  transformation,  proposée  par 
Chasles,  a  été  étudiée  par  MM.  Roberls,  Faure,  d'O- 
cagne  (').  La  transformation  d'indice  v  fait  cori^es- 
pondre,  au  point  dont  l'aflixeest  ^,  le  point  dont  l'allîxe  ^ 
est  lié  à  z  par  l'égalité 

Le  résultat  que  nous  allons  obtenir  est  d'une  extrême 
évidence,  si  l'on  fait  attention  à  l'équation  polaire  des 
spirales;  mais  nous  voulons,  ici,  nous  servir  exclusive- 


(')  Voyez,  dans  le  Journal  de  Teixeira,  i885,  l'élude  de  M.  d'O- 
cagnc  5m/'  une  Irans formation  polaire  des  courbes  planes. 


(  ^^^7  ) 
menl  des  méthodes  intrinsèques.   Les  coordonnées   du 
transformé  de  M,  par  rapport  à  la  tangente  et  à  la  nor- 
male à  (M),  en  M,  sont 

x=^  Il  cos  a) -,  cos   w  —  (V  —  i  )  0    , 

II'' 
y  =  u  sin  a» sin  [  w  —  (  v  —  i  )  0 1 . 

Ou  eu   déduit,  pour  exprimer  leurs    variations  abso- 
lues dans  le  plan, 


ri.T 


V— 1 


,    —   ■  1      1       cos(v  —  1)  0, 
as 


(^=-„(-«y-si„,,-„. 


On  voit  donc  que  l'angle  des  tangentes  aux  deux  lignes 
est  Tï- —  (v  • —  J  )  f),  d'où  il  suit  que  /es  tangentes  en  deux 
points  correspondants  concourent  sur  la  circonférence 
déterminée  par  ces  points  et  par  le  pôle.  Elevant  au 
carré  et  ajoutant  les  égalités  (21),  on  trouve,  pour  expri- 
mer l'arc  de  la  transformée, 

av-i5i  =  V  /  ?iv-i  ds. 


Pour  avoir  le   rayon   de  courbure,  les  mêmes  égalités 
donnent,  après  une  nouvelle  dérivation, 


V  11''  a 


/<  -H  (  V  —  1  )  p  s  I  II  10 

Dans  le  cas  particulier  des  spirales  sinusoïdes,  ces  for- 
mules deviennent,  en  vertu  de  (19)  et  (20), 

/iC'-Ulu  ^ta      Iil\'~«- 

/a^/._„2«  n-f-v  \aj 

[)uis,  par  élimination  de  «,  on  arrive  à  la  proposition 


(   '88  ) 
évidente  :  La  transformée  d'indice  y  d'une  spirale d' in- 
dice n  est  une  spirale  d'indice  -  •  En  particulier,  la  po- 

daire  d'une  spirale  d'indice  n  peut  se  déduire  de  cette 
courbe  par  une  transformation  d'indice /z  4-  i. 

18.  Remarquons  que  la  transformation  d'indice  —  i 
ne  diffère  pas  essentiellement  de  la  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques.  Donc,  deux  spirales  sinu- 
soïdes, aux  indices  égaux  et  de  signes  contraires,  sont 
deux  courbes  inverses.  Exemples  :  i"  deux  spirales  lo- 
garillimiques  ;  2°  droite  et  cercle  5  3°  parabole  et  lima- 
çon de  Pascal;  4°  byperbole  équilatère  et  lemniscatede 
Bernoulli.  Une  autre  transformation  particulière,  re- 
marquée par  Cliasles,  est  celle  d'indice  2,  On  voit  immé- 
diatement que  la  transformée  d'une  droite  est  une  para- 
bole, la  transformée  d'un  cercle  est  un  limaçon  de  Pas- 
cal, etc.  Ce  dernier  théorème,  dii  à  Cliasles,  a  été  retrouvé 
et  précisé  par  iM.  d'Ocagne,  dans  la  Note  citée.  On  voit 
encore  que,  par  une  transformation  d'indice  4,  on  sau- 
rait déduire  une  parabole  d'une  hyperbole  équilatère,  un 
limaçon  de  Pascal  d'une  lemniscate  de  Bernoulli;  etc. 
Pour  finir,  nous  remarquerons  que  toutes  ces  courbes 
se  déduisent  aisément  du  cercle,  en  prenant  comme  pôle 
un  point  de  la  circonférence,  et  la  tangente  en  ce  point 
comme  axe  polaire.  En  eliét,  toute  spirale  d'indice  n 

dérive  du  cercle  par  une  transformation  d'indice  -  • 
I  «^  Il 

19.  Les  géomètres  ont  déjà  remarqué  que  les  spirales 
sinusoïdes  peuvent  être  parcourues  par  un  mobile,  attiré 
vers  le  pôle  en  raison  inverse  de  la  (?. /ï  -f-  3)"'""^  puis- 
sance de  la  distance,  n  étant  l'indice  de  la  courbe.  Soit 

a'^'^-^'*  ,,.  .'Il,         '1  '        •  11 

— r — -  1  intensité  de  1  accélération  totale,  de  sorte  ciue,  v 


(   '89  ) 
étant  la  vitesse,  les  accélérations  langentielle  etVenlri- 
pète  soient 

{--)  ^-'=(-)         a,  -=(-)         3. 

Divisant  membre  à  membre,  on  a 

^'  _  A  _  _  Ë.' 

d'où 

le 

<'=  o- 

D'après  cela,  les  égalités  (22)  donnent 

Or,  si  l'on  observe  la  relation  (4),  l'égalité  (aS)  prend 
la  forme 

d'où  l'on  déduit,  en  particulier, 

(Ti)  «2"+*  32  =  (  /i  -^  l)  A-2  îf2«+2^ 

pourvu  que  n  difFère  de  — i.  Dés  lors,  l'égalité  (23) 
devient 

3p  =  — ■ —  j  d'oi'i  //  =  (/?  -r-  1)  p  ?in  w  : 


c'est  l'égalité  (14)7  fp^i  suffit  pour  définir  les  spirales  si- 
nusoïdes, d'indice  n. 

20.  Évidemment,  ce  ni;  sont  là  que  des  cas  fort  par- 
ticuliers de  toutes  les  trajectoires  possibles.  Ainsi,  en 
nous  bornant  au  cas  de  n  =  —  2,  nous  obtenons  seule- 
ment l'hyperbole  équilatère;  mais  nous  retrouvons  toute 
la  famille  des  coniques  si,  dans  l'intégration  de  (24), 
nous  n'égalons  [)lus  à  zéro  la  constante    arbitraire.    11 


(   'D'»  ) 
vient  alors,  au  lieu  do  (20), 

et  l'on  détermine  les  valeurs  des  eonslantes  R  et  c,  en 
fonction  des  axes  de  la  courbe,  eu  observant  que,  pour 
a=3  o,  la  valeur  couimune  de  11  et  [i  est  a  ou  h.  11  en 
résulte 


Conséquemnient, 


ah 


v/a-+  6-  —  ?<- 


Puis,  en  vertu  de  (aS), 

P=  -^ '  ./  y   ^a^-ut)^u^.-.b^.) 

Eu  éliminant  u,  nous  retrouvons  l'équation  (lo),  qui 
représente  toutes  les  coniques.  On  arrive  au  même  résul- 
tat, lorsque  /i  ==  —  -7.  Dans  ce  cas,  le  point  O  n'est  plus 
leco/Ure,  mais  bien  un  Jojcr  de  laconique.  On  obtient 
d'abord 

sjiau—  a"-  —  h'-        ''        V    '^ «  —  "  ' 
puis 

:î 
(7.011  —  ?/-)- 


-A/    """"fn^-- 

J  \    lau  —  u-  — b- 


Enliu,  l'élimination  de  zt  nous  recouduit  A  l'équation 
intrinsèque  (10),  et  l'ou  peut  démontrer  qu'il  n'y  a  pas 
d'autres  valeurs  de  n  pour  lesquelles  ce  fait  soit  possible. 

ERRATA. 

Même  lonip,  p.  5f)  ot  5'),  nicltrc  lini  (feiYfiU  —  (a,  +  a„  +  . .  .  +  a„). 


(    «9'   ) 


SIR  QIELQIES  IXTÉGRALES  REMARQUABLES; 

Par  m.  Etienne  POMEY. 


On  lit,  dans  1(3  Cours  d'Analyse  de  V Ecole  Poly- 
technique^ par  INI.  Cil.  Hermite,  le  passage  suivant  qui 
termine  le  Chapitre  relatif  à  l'intégration  par  parties 
(p.  260)  : 

<(  Tels  sont  donc  jusqu'ici  les  divers  types  de  fonc- 
tions pour  lesquels  on  possède  une  méthode  siire  d'inté- 
gration sous  forme  finie  explicite.  Bien  d'autres,  nous 
devons  le  dire,  ne  rentrent  point  dans  ces  méthodes; 
ainsi,  par  exemple,  en  posant 

on  n'a  aucun  procédé  pour  trouver  directement 


/ 

.f 
r 

J    {au  -T-  bi^y^  au  -H  ùv 

))  Nous  pourrions  encore  citer,  en  désignant  toujours 
par  a  et  A  des  constantes,  celte  intégrale 


X'  clx 

U-  I 

.r-  dx 
('- 
JiX'  dx 


f 


a  dx  taniifrr 


[a  -r-  (ax  -r-  b  )  tang^]-        a  h-  f  ax  -i-  b  )  langj:- 


dont  ou  ne  peut  vérilier  la  valeur  que  par  la  dilfércntia- 
lion.  » 

Te  me  propose  de  démontrer  dans  cette  Note  (|ue  le 
procédé  d'intégration   par   parties,  joint  à  l'emploi  de 


(  ^[P-  ) 

suhstitiiLious  tirs  simples,  suflil  pour  ol)lciiii'  la  valeiir 
(les  quatre  intégrales  précédentes.  Je  désignerai  ces  in- 
tégrales respectivement  par  A,  B,  C,  D  et  je  négligerai 
d'écrire  les  constantes  arbitraires  introduites  par  l'inté- 
ralion. 


b 


I.  La  diiïérentiation  de  l'équation 

u=^  X  sinx  -i-  cosa? 
donne 

X  co%x  dx  =  du 

et,  par  suite, 

J    cosj^   11^  J   cos.r       \u  J 

ou,  en  intégrant  par  parties, 

U  eus  J"         ,7      IL        \  eus  27/ 

Or  on  a 

di^  =  -^dx, 

d'où,  par  conséquent, 

X  f    dx  X  V 

A  =  —  ■ ■  -f-  /  — -  = 1-  tan^a"  =  -• 

//.  eus^      J    eus-a^  «cusj'  ii 

II.  De  même  on  trouve,   par  un  calcul   analogue  au 
précédent, 


./    sin.r    r-  ,/    sina-  \('; 

■n 

r   dx    _  X 

J    sin^vT  V  sin./' 


v^\\\x      J    V     \?'inxj 

X  r    dx  X  u 

colx  = ■ 

t'Sinx'       ./    sin^'j:  psin./'  v 


\\\.    Pour  calculer  C,    posons  au  -\-  bv  =^  t.  11  en  lé- 

sulte 

a  du  H-  b  dç  r=  x{a  ens ./■  +  h  si n  .r  )  dx  =  dt. 


(    '93  ) 
et,  par  suite, 


bx  dt 

a  cos.r  -+-  b  %\\\x   f^ 

'  I 


cosa?  -+-  b  sina?      \  t 


ou,  en  intégrant  par  parties, 
bx 


C  =  — 


—  ^Çidl- 

nx)t      J    t      \a  > 


(a  cosx  -¥-  b  sinx)t      J    t      \a  cosx -h  b  sinx , 
Cette  dernière  intégrale  se  réduit  aisément  à 


b  dx 


f É 

,7   facos.r 


b  sin:F  )2 


pour   laquelle   les  méthodes  usuelles    conduisent   à   la 

valeur 

cosa" 
a  cosa:  -!-  b  sina; 
Il  en  résulte 

bx  cosa" 


G 


(a  cosa; -4- 6  sincp)^        a  cos.r -f- 6  sin.r 


<  aif  -,-  bv 

On  démontrerait  de  même  la  formule 


r     ax-  dx  V 

J   (au-+-  bv )-        aa^bv 


IV.   Eniin,  en  ce  c[ui  concerne  l'intégrale    D,    nous 
l'écrirons  d'abord,  pour  la  simplicité  des  calculs,  sous  la 

forme 

r  a  co?P-  X  dx 

J    [a  cosa? -r- («.•r -i- 6  j  sina;]- 

Posant  alors 

a  cosa7  -\-  {ax  -^  b')'i\'nx  ■=  z^ 
An/i.  de  Mathémat.,  3'  sùiie,  t.  VII  (Avril  i888).  l3 
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OH  a 

{ax  -V-  h)  cas  x  dx  =  dz 

ot,  par  suite, 

racosx   dz  racosx    ;/i\ 

J   ax-i-b   Z'  J   ax-\-b     \z ) 

OU,  en  inlégraijt  j)ar  parties, 

_        r     acosx  Ti      /acosx\ 

J   iax-hb)z      J    z     \ax-hb/ 

La  dernière  intégrale  se  réduit  aisément  à 


./  (« 


—  a  dx 


J   {ax-\-bf 
dont  la  valeur  est 


ax  -\-  b 
Il  en  résulte 


D  =  — 


acosx  I         _  tanga? 


{ax  -\-  b)z        ax-\-b       a-^  (ax -^  b)lan^x 


SIR  L'INTÉGRATION  DE  L'ÉOUATION  DIFFÉRENTIELLE 
DES  CONIQUES  HOMOFOCALES; 

PvR  M.   Etienne  POMEY. 


L'équation  dilïérentielle  des  coniques,  rapportées  à 
deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  ayant  pour 
foyers  F  et  F'  situés  sur  0.r  de  part  et  d'autre  de  l'origine 
à  la  distance  c  de  ce  point,  est 


(  'ÎP  ) 

Pour  intégrer  cette  équation, M.  Jordan  {Coursa' Ana- 
lyse, t.  lU,  p.  4o)  ^'1  ramène  à  une  équation  de  Clai- 
raut  par  la  substitution  x-  =  ",  J-  =  v.  Mais  on  peut 
aussi  l'intégrer  directement  par  la  méthode  suivante,  qui 
repose  sur  quelques  transformations  simples  qu'on  peut 
lui  faire  subir,  de  façon  à  la  ramener  à  la  forme 
du  -\-  dv  =  o,  d'où  résulte  la  solution  ii  -\-  v  =  const. 

L'équation  (i)  peut,  en  effet,  s'écrire  successivement 

(2)  xy  dy^-\-  x^dx  dy  — y''-dx  dy  —  c^dx  dy  —  xy  dx-=^  o, 

(3)  37  dy(y  dy  -+-  x  dx)  — y  dx{y  dy  +  x  dx)  =  c^dx  dy, 
(  4  )  {x  dy  —  y  dx )(y  dy  -h  x  dx )  =  c- dx  dy . 

On  voit  donc  que,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

X  dy  — y  dx  =  m ,         y  dy-{-  x  dx  =  /i , 
c  dx  ^=  p,  c  dy  =  (j , 

l'équation  (4) peut  s'écrire 


m 

d'où  l'on  lire 

9 

(5)          '"  +  ^^.= 
m  —  q 

p  +  n 

-t- 

p  —  n 

Or  on  a 

v/(  ni  -^-qy^^ip-i-  -^n  ) 
^{m—qy^^ip  —  ny- 


{  m  -}-  qy  -+-  (p  ^  ny  =  [(x -+-  c^  +  y'^ \(dx-^ -h  dy^), 
(m  —  qy--{-  (p  —  ny^=\{x  —  cy-+-y^-]{  d:if^  -t-  dy'^  ), 

/)-f-«  =  (37-+-c)  dx  -\-y  dy. 

p  —  n  =  (x  —  c)  dx  -T- y  dy. 

et  par  suitf.  d'après  (  5  ), 

(.T  -i-  c)dx  -\-y  dy        (x  —  c)dx  -\-y  dy 

\/(x-\-  c  y  -+-  y^  /(  .r  —  r  )2  -f-  y^ 
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Chacune  des  deux  fractions  liguraul  dans  celle  équa- 
tion esl  la  deinî-différeulielle  de  son  dénominaleur.  On 
a  donc,  en  intégrant  cl  désignant  par  a  une  constante 
arbitraire, 

équation  qui  représente  toutes  les  ellipses  et  hyperboles 
ayant  pour  foyers  les  points  F  et  F'. 


SUR  m  THEOREME  GERÎERAL  DE  COMERGEACE; 

Par  m.  J.-L.-W.-V.  JENSEN. 


Des  recherches  que  j'ai  entreprises  en  vue  d'une  géné- 
ralisation de  la  théorie  de  convergence  d'une  série  à 
termes  positifs  ont  en  même  temps  donné  une  simplifi- 
cation imprévue  de  la  présente  théorie.  Les  critères  de 
Cauchy,  de  Duhamel  et  Raabe,  de  Bertrand,  etc.,  peuvent 
dès  lors  être  exposés  en  quelques  lignes  comme  simples 
corollaires  d'un  tliéorème  général,  comme  nous  le  ver- 
rons immédiatement. 

Théorîîme.  —  La  série  à  termes  positifs  1iU,i  sera 
coin^ergente,  si,  à  partir  d'une  certaine  valeur  du 
nombre  entier  et  positif  n, 

(  I  )  (hi ««-(-1  >  V-^ 

an  étant  une  fonction  positive  de  n  et  [jl  une  constante 
positive. 

De  l'inégalité  (  i  )  en  découle  une  antre 
I 
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d'où  il  suit 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

En  posant  «,,  =  !,  on  a  le  critère  de  convergence  de 
Cauchy 

et  le  reste  de  la  série  à  partir  du  ternie  ii,i  sera  plus  petit 

I 

que  -  u,i . 

M' 

Si,  au  contraire, 

^<I,  fl'oÙ  i<„  <«„+!, 

Un  est  croissant  avec  «,  et  la  série  sera  divergente. 
En  posant  a„  =  7?,  on  a  le  critère  de  Duhamel 

lin  /     Un  \ 

n n  —  I  >  .'Jf^         ou         ni il  >  i  +  jjt, 

U,i+i  '  \  lln+l  / 

et  le  reste  sera  plus  petit  que  -  /?««. 
Si,  au  contraire, 

n(  — ^  —  i)<i,         d'où         nuri<i(n -\-i)Un+i, 

nun  est  croissant  avec  7z,  et  la  série  sera  divergente. 

Pour  a,i  =  n  log/i,  n  log/z  loglog?2,  ...»  nous  aurons 
les  critères  de  M.  Bertrand. 

Etant  donnée  une  série  quelconque  à  termes  positifs 
Sif„,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  démontrer  que  l'on 
peut  toujours  trouver  un  a,i  satisfaisant  à  l'inégalité  (  i  ) 
et  que  l'on  peut  même  choisir  a^  d'une  telle  manière 

que  ^  —  soit  divergente.   Le  théorème  en  question  est 
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donc  général  dans  le  domaine  des  séries  à  termes  positifs, 
aussi  bien  que  le  suivant  : 

Théorème.    —   La  série  à  termes  positifs  Sw«  sera 

\  convergente  )       .     ,  ,•     j'  ,    •  /         j 

{     ,.  \  i  SL,  a  partir  a  une  ceitaine  valeur  de  n, 

(    divergente    \ 

Ui,  \  >  ht 

««-1-1  (    <  o 

a,i  et  [J.  étant  positifs  et  la  série  \  —  divergente. 

Dans  le  second  cas,  qui  seul  reste  à  démontrer,  on  a 
pour  n^n', 

I 

a,iUn>  an'Un'  OU  Un,>  an'Ua'.     C.Q.F.D. 

a-n 

En  général,  nous  pouvons  prendre  a,i  = "    .  ■■,  si 

\ii  reste  fini,  tandis  que  hn  grandit  sans  cesse  et  intini- 
ment  avec  //. 


Par  m.  a.   AURIC, 

Élève  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées 


Soient  n  aiguilles  tournant  autour  du  même  axe,  dans 
le  même  sens,  avec  des  vitesses/?  fois  plus  grandes  l'une 
(jue  l'autre. 

Nous  voulons  déterminer  une  position  de  ces  «  aiguilles, 
telle  (pi'il  soit  possible  de  les   permut(!r  circulairement. 

Adoptons  le  système  de  numération  de  base  p  i  la  posi- 
tion des  aiguilles  est  complètemenldétenninée  par  la  Irae- 
tion  de  circonférence  décrite  [)ar  l'aigiiille  (pii  tourne  le 
plus  lentement. 
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Considérons  la  fraction  périodique 

o,  ajot,.  .  .a,„.  .  .a,,  a,  a.,.  .  .a,„.  .  .a^ai»,.  •  -, 

où  a,,  «2,  .  .  .,«/«,  .  •  .  ,art  sont  des  entiers  tous  plus  petits 
que  la  base  p. 

Je  dis  que,  pour  cette  position  des  aiguilles,  on  pourra 
les  permuter  circulairement. 

En  effet,  la  m'*""^  aiguille,  par  exemple,  a  décrit  un  arc 
exprimé  en  circonférences  par 

aja,.  .  .a,„_i,a,„.  ..a^ajaa.  .  .a,„.  .  .a^ajag.  .  .; 

autrement  dit,  cette  aiguille  a  fait  un  nombre  entier  de 
tours,  plus  la  fraction  de  circonférence 

o,  a„j.  .  .a„a,a2.  .  .a,„.  .  .a„aia2. .  .a,„.  .  .  . 

Cette  expression  montre  que  l'on  pourra  permuter  cir- 
culairement toutes  les  aiguilles,  car  elle  est  indépendante 
de  l'aiguille  que  l'on  considère. 

Nous  aurons  donc  autant  de  positions  qu'il  y  a  de 
nombres  d'au  plus  Ji  chiffres  dans  le  système  de  numé- 
ration p,  soit  /j". 

En  particulier,  si  a,  =  ao  =  .  .  .  =  a,^,  la  fraction  de  cir- 
conférence décrite  sera  la  même  pour  toutes  les  aiguilles; 
autrement  dit,  elles  sont  toutes  confondues. 

Considérons  l'aiguille  des  heures  et  celle  des  minutes 
d'une  montre  ordinaire  :  ici  /?  =  i  2,  et  toutes  les  positions 
données  par  la  fraction 

o,  KJiapajii.  .  . 

représentent  des  positions  que  l'on  peut  intervertir;  a  et 
[^  sont  plus  petits  (jue  i  2  et  sont  exprimés  :  a  en  heures 
et  fi  en  5'". 
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SUR  LES  SÉRIES  ORDOX^ÉES  SIIVA\T  LES  PUISSANCES 
CROISSANTES  DTNE  YARIARLE; 

Par  m.  Cil.  BIEHLER. 


On  sait  que,  si  une  série 

(()  ao-\-  aix  -h  a.2T^-i-  .  .  .-i-  a„x"-h. . . , 

ordonnée  suivant  les  puissances  d'une  variable  jc\  est 
convergente  pour  une  valeur  de  x  dont  le  module  est  R, 
elle  est  convergente  pour  toute  valeiu'  de  x  dont  le  mo- 
dule est  moindre  que  R;  elle  représente,  pour  toutes  ces 
valeurs  delà  variable,  une  fonction  continue  de  x.  Cette 
propriété  subsiste  en  conséquence  pour  toute  valeur  de 
X  représentée  par  un  point  du  plan  situé  dans  l'inlérieur 
d'un  cercle  d'un  certain  rayon  R',  désigné  sous  le  nom 
de  cercle  de  convergence.  Si  l'on  prend  les  dérivées  des 
termes  de  la  série  (i)  supposée  convergente  dans  le  cercle 
de  rayon  R',  on  obtient  une  nouvelle  série 

(2)  <7i-i-2  «2  ^  +  3«2  •?■'-(-•••+  na,iX"^~^  +  .  . ., 

convergente  pour  toute  valeur  de  la  variable  située  dans 
l'intérieur  de  ce  cercle.  Remarquons,  en  outre,  que, 
pour  toutes  ces  valeurs,  les  séries  formées  par  les  mo- 
dules des  termes  des  séries  (i)  et  (2),  à  savoir 


a,  /•  -r-     '/.^r''---. 

..-+-     a„  /•« 

1  oi-i  r  -h  ooL-i  r--  H-  . 

.  .-H  noinrn-i 

où  a^^  désigne  le  module  de  a^i_,  sont  convergentes. 

Nous  allons  donner,  dans  ce  qui  suit,  une  démonstra- 
tion simple  d'une  propriété  connue,  mais  inqiortante,  de 
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ces  séries,  à  savoir  :  Ja  série  (2)  représente  une  Ibnction 
qui  est  la  dérivée  de  la  fonction  représentée  par  la  pre- 
mière, pour  toute  valeur  de  la  variable  située  dans  l'in- 
térieur du  cercle  de  convergence. 
Soit 

F(a7)  =  «n-f-  (i\.Jr  -+-  a-ix'^-^.  .  .-4-  a„a'«-t-.  .  ., 

et  soit  F,i(jc')  le  polynôme  de  degré  //, 

F,i{cc)  —  au -H  ciix  -i-  a-i^'^-h.  .  .-+-  ctn^"^', 

soit  R„(x)  la  somme  de  tous  les  termes  qui  suivent  le 

[n-]-  i)*'^"*'  dans  la  série  (1). 

On  aura 

F(a7)  =  F„(^)-f-R„(.r); 

en  désignant  par  x  -+-  h  une  valeur  de  la  variable  repré- 
sentée également  par  un  point  situé  dans  l'intérieur  du 
cercle  de  convergence,  on  aura  aussi 

d'où 

F(:r^h}  —  F(x) 

=  Fn(a;  -¥■  h)  —  Fn(T)  -+-  R„{x  -i-  h)  —  Rnix) 


et 


F(T-h/i)~F(x) 
h 

_   F„ix^h)  —  Fn(x)     ,     R„  (37-^/0—  Rn(x)^ 


1                7  »       1               '         F„(x  +  h)  —  F„(x)  .. 

lorsque  h  tend  vers  zéro,  -. a  pour  li- 
mite la  dérivée  du  polynôme  F„(x),  soit  F',^(x), 

F'„(^)  =  ai-\-  la^x  -\-  ZaiX--r-.  ..-H  nanX"^-^. 

n        -1'           1                 1            .•      R„(x  -h  h)  —  Rn(x) 
Considérons  la  seconde  partie, j ;  on 
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peut  écrire 

R„(a7  +  /0-R„(r) 

=  a,i+i  \(x  -4-  /0"+i  —  .^"+1]  -+-  an+2  [ix  -+-  h)n+^-  —  a7«+2]  -h . . . , 

car  Vl,i{oc  -\-  h)  et  R„(x)  sont  des  séries  convergentes. 
Mais 

et  de  même  pour  les  autres  termes  ;  on  pourra  donc  poser 

où  <I>/;(jr,  h)  est  une  fonction  entière. 

Nous  allons  chercher  une  limite  du  module  de  la  fonc- 
tion 0„(jr,  A).  Soit  p  le  plus  grand  des  modules  des 
quantités  x  +  li  et  x,  on  aura 

mod[(a7-i-  A)"-f-  {x  +  hy^-^x  -h .  .  .-\-  x"]  <  ( n  -^  i)p'^  ; 

par  suite, 

mod  <i>{x,  /)X{n-h  i)a„+,  p'i-i-(nH-  2)a„+2P"'^'-4- 

La  série 

a, -I-  aaap  -f-  3a2p2-i-.  .  .+  7ia„p'«-i  -H  («  -i-  i)a„4-i  p"+i -H.  .  . 

étant  convergente,  on  peut  trouver  une  valeur  de  ?i  iinie, 
telle  que 

(n-i-  i)a„+ip«-i-(n  -+- 2)a„+2  p«+i -h  .  .  . 

soit  inférieur  à  un  nombre  donné  s;  par  suite,  en  dé- 
signant par  £„  une  quantité  aussi  petite  que  l'on  voudra, 
on  aura  pour  toute  valeur  de  h  satisfaisant  à  la  condition 
que  X  -\-  h  soit  dans  l'intérieur  du  cercle  de  convergence, 

R„ix-^h)-l\a{x)    _ 

D'autre   part,   on  peut  trouver  une  valeur  de  //  assez 
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petite  pour  que 


F„(.r^/0-F„(.r.) 


ne  diffère  de  F^^(x)  que  d'une  quantité  r,,^  aussi  petite 
qu'on  voudra;  -^ — -^ ^ —  pourra  donc  s  écrire 


h 
F(x-^  h)  —  F(t) 


F'„{x)-\-  £,i+Tj, 


h 

Mais  la  série 

Fi(:r)  =  ai -h  2«2'^  -+-  3  «3  3:2-1-.  .  .-j-  na,iX'^-^~{- .  .  . 

est  convergente;  on  peut  donc  prendre  ii  assez  grand 
pour  que  F,  (x)  ne  diffère  de  F„(x)  que  d'une  quantité 
"Ç/i  aussi  petite  que  l'on  voudra, 

F'„{x)  =  Fi{x)^ln; 
par  suite, 

F(x^h)  —  F(x)       ^  ^    ^  ^ 

Lorsque  h  tend  vers  zéro,  le  premier  membre  a  pour  li- 
mite la  dérivée  de  la  fonction  F(x).  On  voit  que  cette 
limite  existe  et  est  F(x).  Il  ne  saurait  y  avoir  en  effet  de 
différence  entre  cette  limite  et  F,  (x)  ;  car,  si  l'on  supposait 
qu'il  en  existe  une  finie,  quelque  petite  qu'on  la  suppose, 
ce  qui  précède  montre  qu'on  peut  trouver  un  nombre//, 

.  1           1      1-/Y-'                        F(x^  h)  —  F(x)      .      , 
tel  que  la  différence  entre  --^ j ^ — -  soit  plus  pe- 
tite que  la  différence  assignée;  la  (onction  F(x)  a  donc 
bien  pour  dérivée  F,(.r). 
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CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Halphen  à  M.  Bouché.  —  Voici 
des  résultats  bien  curieux,  qui  me  paraissent  pouvoir  être  mis 
dans  vos  Nouvelles  Annales,  sous  la  forme  que  vous  voudrez, 
comme  problèmes,  par  exemple. 

Il  s'agit  des  polynômes  An  qui  se  déduisent  les  uns  des  autres 
par  la  loi 

A„  =  ^2A„_2— (2/1  —  i)A„_,, 

et  qui  fournissent  la  solution  de  l'équation  de  Riccati 


par  la  formule 
Ce  sont 


d\r 
dx- 

~ n(n  H-  i) 
x^- 

4-  I 

A„ 

X"- 

A, 

= 

X  - 

-I, 

A2 

= 

^2 

—  3a;  H- 3, 

A3 

= 

x^ 

—  6a?2-4-i5,r 

—  1 

5, 

Soient  «,  6,. . .  les  racines  de  A„. 

1°  Le  discriminant  a  la  valeur  suivante  : 

1 

n(rt_6)2=(_i)2"*"~"32,i-3.52«-5.^2«-7...(.,„_3)3(2„_,). 

2°  Lu  fonction  symétrique  II  («  -f-  h)  s'exprime  ainsi  : 
n  {ci  +  6)  =  3.  52.  73 . . .  {in  —  3)  «-2  (2/1  —  i)  "-1. 

3°  A,j  a  une  seule  racine  réelle  ou  n'en  a  point,  suivant  la 
parité  de  n. 

J'en  passe  et  des  meilleurs,  etc. 
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Cours  d'xVstroinomie  pratique  :  application  à  la  Géo- 
graphie et  à  la  Navigation  5  par  M.  E.  Caspajù,  ingénieur 
hydrographe  de  la  marine.  P^  Partie  :  Coordonnées 
vraies  et  apparentes.  Théorie  des  instruments.  Paris, 
Gauthier-Villars  et  Fils,  1888. 

L'imprimerie  de  MM.  Gaulhier-Villars  est  vraiment  dans  une 
période  heureuse;  elle  nous  a  donné,  dans  un  laps  de  temps 
fort  restreint,  la  Thermodynamique  de  M.  Bertrand,  la  Théo- 
rie des  surfaces  de  M.  Darboux,  le  Cours  d'Analyse  de 
M.  Jordan,  les  Fonctions  elliptiques  de  M.  Halphen,  . . . ,  c'est- 
à-dire  une  série  d'Ouvrages  qui  font  époque  et  dont  tout  mathé- 
maticien voudra  orner  sa  bibliothèque. 

Ce  n'est  pas  assurément  le  Livre  de  M.  Gaspari  qui  rompra 
la  veine  ;  quoique  s'adressant  à  un  public  un  peu  plus  particulier, 
ce  nouvel  Ouvrage  nous  semble  appelé  à  un  succès  rapide  et, 
disons-le  bien  vite  et  très  haut,  fort  justement  acquis. 

L'un  des  mérites  de  M.  Gaspari  est  d'avoir  su  se  borner:  son 
sujet  est  nettement  circonscrit;  il  s'agit,  comme  le  sous-titre 
du  livre  l'indique,  non  d'un  traité  complet  d'Astronomie  pra- 
tique, mais  de  l'application  de  l'Astronomie  à  la  Géographie  et 
à  la  Navigation.  Ge  que  l'auteur  se  propose,  c'est  de  fournir 
aux  voyageurs,  aux  marins  comme  aux  explorateurs  des  conti- 
nents, les  moyens  les  plus  commodes  et  les  plus  sûrs  pour  fixer 
leur  position  sur  notre  globe  et  pour  y  tracer  leur  route. 

Gertes  il  serait  malaisé  d'inventer  beaucoup  sur  des  ques- 
tions abordées  déjà  par  Ulysse  et  par  les  Phéniciens  et  si  diver- 
sement résolues  depuis  Copernic  et  Tycho  Brahé.  Mais,  si  le 
sujet  n'est  pas  neuf,  il  a  peut-être  plus  qu'un  autre  besoin 
d'être  rajeuni.  Il  y  a,  sans  nul  doute,  une  place  à  prendre  à  côté 
du  charmant  volume  de  M.  Faye,  que  les  gens  du  métier  trou- 
vent trop  exclusivement  tliéorique.  Nous  ne  voulons  pas  dire, 
on  le  pense  bien,  qu'il  faut  se  priver  des  ressources  de  la  Géo- 
métrie et  de  l'Analyse;  à  notre  sens,  au  contraire,  le  praticien 
digne  de  ce  nom  doit  posséder  parfaitement  toutes  les  connais- 
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sanccs  propres  à  faciliter  sa  bcsoi^nc  et  il  doit  manier  le  calcul 
et  les  formules  avec  la  même  dextérité  que  le  théodolite  ou  le 
sextant.  Le  véritable  objectif  est  une  étude  approfondie  des 
instruments  et  des  méthodes,  une  critique  sévère  qui  montre 
l'étendue  et  les  limites  de  leur  emploi,  et  qui  apprenne  à  en 
tirer  le  meilleur  parti  dans  les  circonstances  si  diverses  où 
l'observateur  peut  être  placé. 

L'examen  attentif  du  livre  de  M.  Gaspari  permet  d'affirmer, 
à  en  juger  par  ce  premier  Volume,  que  l'auteur  a  rempli  ce  pro- 
gramme avec  autant  de  conscience  que  de  talent. 

C'est  la  théorie  des  instrurtients  qui  nous  a  le  plus  séduit. 
Un  Chapitre  est  consacré  aux  instruments  pour  la  mesure  des 
angles,  lunette  astronomique,  cercles  divisés,  cercle  méridien, 
théodolite,  instruments  à  réflexion.  Un  autre  est  relatif  aux 
chronomètres  et  contient  le  résumé  des  travaux  de  MM.  Phil- 
lips, Lieussou,  Daussy,  Vincendon,  Mouchez,  Villarceau,  etc. 
On  trouve  dans  ces  deux  Chapitres,  outre  une  exposition  claire 
et  précise,  des  remarques  intéressantes,  des  détails  ingénieux 
qui  révèlent,  chez  l'auteur,  la  double  expérience  des  voyages 
et  de  l'enseignement.  Non  seulement  M.  Caspari  connaît  à  fond 
tous  les  secrets  du  métier,  mais  il  les  dévoile  avec  l'art  et  la 
mesure  d'un  professeur  qui  sait  instruire  sans  fatiguer.  Cette 
partie,  qui  forme  les  deux  derniers  tiers  du  Volume,  sera  certai- 
nement fort  appréciée,  aussi  bien  parles  personnes  compétentes 
que  par  les  lecteurs  qui  n'auraient  aucune  connaissance  anté- 
rieure du  sujet. 

La  première  Partie  du  Volume  n'est  en  quelque  sorte  qu'une 
introduction  à  la  Science  des  voyages.  On  y  passe  en  revue  : 
d'abord  la  Trigonométrie  sphérique,  les  développements  en 
série,  les  formules  d'interpolation;  puis,  les  divers  systèmes  de 
coordonnées  célestes,  leur  transformation,  la  mesure  du  temps, 
la  variation  des  plans  fondamentaux,  l'aberration,  l'usage  de 
la  Connaissance  des  Temps  et  des  Catalogues  d'étoiles;  enfin, 
les  coordonnées  géograj)hiques,  les  formules  relatives  à  l'ellip- 
soïde terrestre,  à  la  parallaxe,  à  la  réfraction  et  à  la  dépression 
de  l'horizon.  C'est  un  résumé  fort  simple  et  bien  coordonné 
des  notions  d'Analyse  et  d'Astronomie  indispensables  pour  la 
navigation. 

Peut-être,  dans  les  développements  en  série,  eût-on  pu,  sans 
grande  peine,  sinon  sans  profit,  indiquer  l'expression  du  reste; 
l't,  dans  hi  niélhodc  dos  approxiinalions  successives,  il  eût  été 
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important  d'observer  qu'après  la  substitution  d'une  valeur  ap- 
prochée, il  faut  supprimer  les  termes  de  l'ordre  supérieur  à 
celui  que  l'on  considère. 

Les  formules  relatives  à  l'ellipsoïde  terrestre  pourraient  être 
obtenues  plus  simplement.  Ainsi,  la  relation  entre  la  colati- 
tude  géographique  et  la  colatitude  astronomique  s'obtient 
immédiatement  en  exprimant  la  dépendance  si  connue  entre 
les  coefficients  angulaires  de  deux  diamètres  conjugués;  et  nul 
besoin  n'est  de  transformer  cette  relation  pour  développer  en 
série  la  différence  des  deux  colatitudes,  puisqu'on  a  appris 
antérieurement  à  développer  la  différence  de  deux  arcs  dont 
les  tangentes  ont  un  rapport  assigné. 

Enfin,  nous  aurions  désiré  voir  dans  ce  premier  Volume  la 
théorie  des  erreurs,  qui,  d'après  la  Préface,  ne  figurera  qu'à  la 
fin  du  second.  On  eût  trouvé,  à  propos  des  instruments,  mainte 
occasion  d'appliquer  cette  théorie,  qui  n'exige  d'ailleurs  qu'une 
bien  petite  place  si  l'on  se  borne,  comme  M.  Caspari  semble 
l'annoncer,  à  la  marche  à  suivre  pour  établir  les  équations  de 
condition  et  pour  évaluer  la  précision  d'une  observation.  Le 
principe  de  la  méthode  des  moindres  carrés  résulte  en  effet 
immédiatement  de  la  loi  donnée  par  Gauss  pour  la  facilité  des 
erreurs;  et  cette  loi  elle-même,  comme  Ta  récemment  indiqué 
M.  Bertrand,  n'est  qu'une  conséquence  fort  simple  de  ce  fait 
que  la  fonction  doit  être  impaire  et  qu'on  néglige  les  puissances 
supérieures  de  l'erreur;  cette  expression  devient  par  cela 
même  proportionnelle  au  binôme  qui  forme  les  deux  premiers 
termes  du  développement  de  l'exponentielle  de  Gauss,  laquelle 
représente  donc,  au  même  degré  d'approximation,  la  fonction 
cherchée. 

M.  Caspari  ne  peut  nous  savoir  mauvais  gré  de  ces  quelques 
observations.  Si  ce  sont  des  ombres,  elles  sont  bien  légères  et 
uniquement  destinées  à  faire  mieux  ressortir  le  fini  des  détails 
et  la  belle  ordonnance  du  tableau.  E.  R. 
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L'âge  des  étoiles;  par  M.  Janssen,  Membre  de  l'Institut.  —  Notice 
sur  le  Congrès  astrophotographique  international  réuni  à  l'obser- 
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REMARQIES  SIR  LA  THÉORIE  DES  ROILETTES; 

Par  m.  E.  GESARO. 


1 .  iVous  nous  proposons  de  montrer  comment  les 
principes  fondamentaux  de  la  Géométrie  intrinsèque 
conduisent  par.  une  voie  facile  aux  résultats,  connus, 
de  la  théorie  des  roulettes.  Certes,  ces  résultats  peuvent 
être  obtenus  avec  plus  de  simplicité  et  d'élégance  par 
des  considérations  géométriques  ou  cinématiques,  mais 
celles-ci  n'ont  pas  le  caractère  d'uniformité  analytique 
qui  distingue  les  méthodes  intrinsèques  et  les  rend 
extrêmement  propres  aux  recherches  de  Géométrie  infi- 
nitésimale. Aussi  nous  garderons-nous  parfois  de  propo- 
ser les  nouveaux  procédés  au  point  de  vue  de  l'exposition 
didactique,  mais  nous  ne  cessei'ons  jamais  de  les  recom- 
mander comme  constituant  une  puissante  méthode  d'in- 
vestigation. 

2.  Considéi'ons  d'ahord,  dans  un  plan,  une  ligne  (M,) 
roulant,  sans  glisser,  sur  la  ligne  (Mo).  Soit  M  le  point 
de  contact  des  deux  lignes,  et  prenons  pour  axes  (mo- 
biles) la  tangente  et  la  normale  à  ces  lignes,  en  M. 
Soient  j:  et  y  les  coordonnées  d'un  point  P,  solidaire 
avec  (iMi),  entraîné  par  cette  ligne  dans  le  mouvement. 
Pour  exprimer  que  P  est  fixe  dans  le  plan  de  (M|),  on 
doit  écrire 

dx  _  y  — pi  dy  X 

«Si  s,  ds\  pi 

D'autre   part,  les   variations  absolues   de  x  et  j)  ,  dans 
.1/?/?.  dt'  Mathémat..  .>  série,  l.  \\\.  (M;ii   iS88.)  \[i 
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le  plan  fixe,  sont  données  pai'  les  équations 

,.  ^x  ^  dx        J  "  Po  ^  Zy   _^dy    ^    x 

dso        dso  po      '  d^o        dso        po 

Du  reste,  ds^^=  dsi  ^  conséquemment,  si  l'on  pose 

11  I 

H  ~  pi        Po' 

les  formules  (2)  deviennent,  en  vertu  de  (1), 

ox        y  oy  X 

3.  Les  égalités  (3),  divisées  membre  à  membre,  nous 
disent  que  la  normale  à  (P),  en  P,  passe  par  M.  Elevées 
au  carré  et  additionnées,  elles  nous  donnent  le  rapport 
de  la  vitesse  de  P  à  celle  de  M, 

ds         u 

u  étant  la  distance  MP.  On  a  donc 

udsi 


/udi 


4.   Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  (P),  en  P, 
sont 

X 

et  l'on  a,  en  vertu  de  (i), 


y 

—  ■> 

|X  =  - 

X 

u 

II 

d\        X  , 

(y 

±\ 

^  ^  Z| 

(y 

1 

dsi  ~  Il  ' 

\  ir- 

-pJ 

dsj         u 

V"- 

?i 

JjCS  formules  générales 

oX         dl         [X  ^I^   _  ^l^        ^' 

^    '  dso        dso        po  dsQ        dso        Po 
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deviennent  donc 

dso        M  V  "-        R  /  ^/fo         «  \  "-         R 

Élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient,  en  tenant  compte 

de  (4), 


(7)  ,-..  .,3 


Les  formules  (5)  et  (7)  conduisent,  par  des  élimina- 
tions convenables,  à  une  relation  entre  p  et  ,ç,  qui  est 
l'équation  intrinsèque  de  la  roulette  (P). 

5.  Si,  dans  (y),  on  égale  à  zéro  le  second  membre, 
on  obtient  l'équation 

(8)  ^2_^j-2— Rj- =  0, 

représentant  le  lieu  des  points  P,  qui  marquent  des  in- 
flexions sur  les  trajectoires  correspondantes,  à  l'instant 
considéré.  On  parvient  ainsi  à  la  notion  du  cercle  des 
inflexions.  Le  point  H,  diamétralement  opposé  à  M, 
sur  ce  cercle,  est  le  centre  instantané  géométrique  du 
second  ordre,  point  de  concours  des  tangentes  aux  tra- 
jectoires, en  leurs  points  d'inflexion. 

6.  Lorsque  (Mo)  est  une  droite,  on  a  3o=  ce  ,  Il  =  p,, 
et  les  formules  (5),  (7)  deviennent 


r  u  dsx 


.9)  -   '  -  -  P"^ 


Ces  égalités  ont  une  grande  analogie  avec  les  formules 
relatives  aux  podaircs.  On  sait,  en  efl'et,  que  les  coor- 
données intrinsècpics  de  la  podaire  de  (-M|).  par  rapport 
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à  P,  sont  données  par  les  éqnalions 


J      pi  ?""        "         "* 

Par  comparaison  avec  (ç)),  on  obtient 

La  première  de  ces  égalités  nous  dit  que  tout  arc  de 
roulette,  à  base  rectiligne,  est  égal  à  l'arc  correspondant 
de  la  podaire  de  la  courbe  génératrice,  par  rapport  au 
point  décrivant.  Ce  théorème  est  dû  à  Steiner.  La  se- 
conde formule  (lo)  nous  dit  que,  dans  le  roulement 
de  la  podaire  de  (-Mi),  par  rapport  à  P,  sur  (P),  le 
diamètre  du  cercle  des  inflexions  est  égal  à  u.  D'ail- 
leurs, il  est  presque  évident  que,  relativement  à  la  po- 
daire roulante,  les  coordonnées  de  P  sont 


y,       j-'»'  =  ^ 


Par  substitution  dans  le  second  membre  de  (7),  on 
trouve  un  résultat  nul.  Conséquemmcnt,  si,  dans  le 
roulement  d'une  courbe  (M,)  sur  une  droite,  un  point  P, 
fixe  dans  le  plan  de  (M,),  décrit  la  courbe  (P),  la  po- 
daire de  (Ml)  par  rapport  à  P,  en  roulant  sur  (P).  fera 
décrire  à  P  une  droite.  Ce  tliéorème  est  dû  à  M.  lia- 
bich(M. 

7,   Plus  généralement,  si  po=  '"pt.  on  a 

m  —  I    ,  ,  m  —  I         ni         ni  -+-  i 


(')  Mathesis,  p.  143;  1S82. 
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11  V  a  donc  proportionnalité  entre  l'arc  de  Ja  roulette 
et  celui  de  sa  podaire.  En  particulier,  pour  tu  ^= —  i, 

s  =  2.î(o',         p  =  -ipîo). 

Par  suite,  si  une  courbe  roule  sur  nue  courbe  égale  et 
opposée,  la  trajectoire  de  tout  point  du  plan  de  la  pre- 
mière courbe  est  semblable  à  la  podaire  de  cette  courbe 
par  rapport  au  point  décrivant.  Il  faut,  bien  entendu, 
que  les  deux  courbes  soient  symétriquement  placées,  à 
l'origine  du  mouvement,  par  rapport  A  la  tangente 
commune.  Elles  resteront  alors  constamment  symé- 
triques, et  la  propriété  énoncée  devient  évidente. 

8.  Lorsque  le  point  P  n'est  plus  fixe  dans  le  plan 
de  (M,),  il  faut  connaître  avant  tout  la  trajectoire  qu'il 
décrit  dans  le  plan  mobile  et  la  position  qu'il  y  occupe 
à  chaque  instant.  11  suffit  de  se  donner,  dans  ce  but,  le 
rayon  de  courbure  p'  de  la  trajectoire  et  le  rapport  A"  de 
la  vitesse  de  P  à  celle  de  M  :  ces  deux  quantités  peu- 
vent être  considérées  comme  des  fonctions  connues 
de  5,.  Nous  nous  bornerons  à  examiner  le  cas  très 
simple  où  la  trajectoire  de  P,  dans  le  plan  mobile,  ren- 
contre ortliogonalement  les  rayons  MP.  Soient  M',  P' 
les  nouvelles  positions  de  .M,  P,  après  un  mouvement 
infinitésimal,  de  sorte  que 

MM'=f/*i,         \>V'=kds,. 

Les  droites  MP,  M'P'  concourent  au  centre  de  cour- 
bure de  la  trajectoire  de  P,  dans  le  plan  de  (M,)  :  les 
arcs  PP*  et  la  projection  de  MM'  sur  la  perpendiculaire 
à  MP,  élevée  par  M,  sont  interceptés  par  les  côtés  du 
même  angle  au  centre  sur  deux  circonférences,  dont  les 
rayons  sont  c'  et  n  —  c'.  On  en  déduit 

h  \  i 

III)  -  =  , 

/        u  —  p         u 


(  -»4  ) 

9.  Cela  posé,  nous  ne  pouvons  plus  nous  servir  des 
formules  (i)  qui  ont  été  obtenaes  en  supposant  ox  =  o, 
0)'  =  o,  tandis  que,  dans  le  cas  actuel,  nous  avons 


^x             k  V 
dsi              u 

èy         k  X 
dsi  "    u 

Par  suite,  au  lieu  de  (i), 

«51                   Pi                      U 

dsi              t 

X        kx 

Pi  ~^    u  ' 

puis,  au  lieu  de  (3), 

kx 


ÙX 

_  y 

^■r 

oy   _ 

X 

dso 

R 

u 

dso 

H 

A  la  formule  (4)  on  doit  donc  substituer 

ds        a 
^'^^  dio^ïi-''- 

Enfui    les    expressions   de  )v  et    [x  restent   les    mêmes; 
mais  on  a,  en  vertu  de  (12), 


y 


^  =  ^(Z  —  IL  ^ /À  ^I^^2L(Z 

dsi        u"^  \  u        pi  /  '  dsi        U"  \  u 

puis,  les  formules  (6)  deviennent 


P--^'^ 


ok   _  X  1  y        u  \  o[x  _  y  [  y        II- 


dsQ        11'^  \  u         R    '      y  '  dso        u^  \  u         R 

d'où  l'on  déduit,  en  tenant  compte  de  (i3), 

(14)  L=.l ^r 

pu      im  u  —  /iR) 

C'est  la  généralisation  de  la  formule  (7),  qui  répond  à 
l'hypothèse  A=  o. 


(  2i5  ) 
iO.   Si  l'on  tient  compte  de  (ii),  on  peut    niellre  la 
relation  (i4)  sous  la  forme  suivante  : 

I  T  7# 

(i5) 


u  —  p'       Il  —  p       \\y 

C'est  la.  formule  de  Savary.  Soient  G  et  C  les  centres 
de  courbure  des  trajectoires  de  P  dans  le  plan  fixe  et 
dans  le  plan  mobile.  La  formule  (i5)  nous  dit  que  les 
perpendiculaires  à  la  tangente  et  à  MP,  menées  par  C 
et  INI  respectivement,  concourent  sur  IIC,  ce  qui  permet 
de  déterminer  C,  connaissant  C.  Si  l'on  ne  veut  pas  se 
servir  du  point  H,  on  doit  remarquer  que  les  droites  CCq 
et  ce,  concourent  sur  la  perpendiculaire  à  MP,  élevée 
parM(<). 

11.  Il  est  clair  qu'une  ligne  quelconque,  fixe  dans  le 
plan  de  (M(  ),  et  représentée  par  l'équation 

(i6)  f{x,y)  =  o, 

touche  son  enveloppe  aux  points  qu'elle  a  en  commun 

avec  la  ligne 

df    ox        df    ùy 
dx  dso    '    dy  dso 

En  vertu  de  (3),  la  dernière  égalité  devient 

àf  àf 

Conséquemment,  la  ligne  considérée  touche  son  en- 
veloppe aux  pieds  des  perpendiculaires  qu'on  lui  abaisse 
de  M.  Cette  enveloppe  est  donc  une  trajectoire  orthogo- 
nale des  rayons  MP,  et,  par  suite,  les  résultats  des  trois 
derniers  paragraphes  lui  sont  applicables.  Conséquem- 


(')  Voir,  dans  les  Nouvelles  Annales,  les  ihéorèmcs  de  Cinéina- 
liquc  de  MM.  Mabich  et  Dewuif  (  1882,  p.  458;  i883,  p.  297). 


(  -»6) 
niciil,  une  fois  qu'on  aura  déterminé,  au  moyen  des 
équations  (i6)  et  (17),  les  coordonnées  a:,  y  des  points 
de  contact,  on  obtiendra  les  coordonnées  intrinsèques 
de  l'enveloppe  en  appliquant  à  ces  points  les  formules 
(i3)  et  (i5). 

12.  Soit  une  droite  D,  fixe  dans  le  plan  mobile.  Elle 
touche  son  enveloppe  au  point  P,  projection  de  ]M. 
A  cause  de  (i  i)  et  de  p'=  ao  ,  les  formules  (i3)  et  (i5) 
donnent 


"'>  '=/(r^17J^'»- 


Wy 


u 


Nous  voyons,  par  la  seconde  formule,  que  le  symé- 
trique du  cercle  des  inflexions,  par  rapport  à  la  tangente, 
est  le  lieu  des  points  de  rebroussement  que  les  enve- 
loppes des  droites  du  plan  mobile  présentent  à  un  in- 
stant donné  :  c'est  le  cercle  des  rebroussements .  Lorsque 
D  vient  à  toucher  son  enveloppe  en  un  point  de  rebrous- 
sement, elle  contient  le  symétrique  de  H  par  rapport 
à  M. 

13.  La  première  formule  (18)  donne  lieu  à  une  re- 
marque intéressante.  Après  un  roulement  quelconque, 
projetons  sur  D  l'arc  de  courbe  roulante,  qui  a  subi  le 
contact  de  la  ligne  fixe.  Soit  /  la  longueur  de  cette  pro- 
jection. Lorsque  la  ligne  fixe  est  droite,  l'arc  enveloppé 
par  D  est,  d'après  (18), 

"^    J  ~7r' 

Si  la  courbe  (Mo)  est  telle  que  l'on  ait,  en  ciiaque 
point,  00=  /»  01,011  a  aussi,  en  vertu  de  (f8), 

,       /n  —  i    f  u  dsi 
s  =  l 


/a  ds 


(  ^'7  ) 
Donc 

DIS  —  {m  l)(7  =  /. 

Ce  théorème  est  susceptible  d'utiles  applications;  nous 
ne  nous  y  arrêterons  pas. 

14.   Etudions  le   roulement  d'une  conicjue  sur    une 
droite.  Si  l'on  pose,  pour  abréger, 


de  sorte  cjue  r/,^*/-  -+-  b- p-  =  c',  on  a  (  '  ) 

et  les  formules  (y)  deviennent 

Dans  chaque  cas  particulier,  on  exprimera  />  et  c/  en 
("onction  de  u  et  les  relations  (19)  donneront  ensuite, 
par  élimination  de  w,  l'équation  intrinsèque  de  la  rou- 
lette cherchée. 

15.  On  sait  que  les  coordonnées  du  centre  sont 
pc/a  a 

et  l'on  en  déduit 


(')    \'oir    noire    prccccicnl     Vrlicle    Sur  deux   classes   de   lignes 
planes. 


(    2l8 

Les  équations  (19)  deviennent 

{2  du 


~  "  J   («'  +  6'  -  «^ )  v/(«'"— «')("'— 6')  ' 


1  «2  _^   62 


En  particulier,  pour  l'iijqierbole  équilatère, 
J  /«*  — 


La  dernière  égalité  nons  dit  que  la  roulette  chercliée 
n'est  autre  que  la  ligne  de  Ribaucour,  d'indice  3.  Du 
reste,  l'élimination  de  u  conduit  à  l'équation  intrin- 
sèque 


a  =  2 


'i.a 
analogue  à  celle  de  la  lemniscate  de  Bernoulli. 

16.  Les  abscisses  des  foyers  sont 

/>a(i-H  g)  _  pa{\  —  q) 

et  les  ordonnées 

\/i4-/>2  yji^p^ 

On  a  donc  u^=  a(i  ■±.  q),  et,  par  suite, 


±qa  =  u  —  a,         ±  pb  =  \/a'^e'^— {u  —  af, 

où  e  représente  l'excentricité.    Les  formules  (19)  de- 
viennent 

du  III 


(20)     s  =  au   I  -7;= 

J  (-2 a  —  u)  \/a- 


ei  —  (u  —  a)^  9        a        u 


(  2'9  ) 
De  la  dernière  égalité  on  déduit,  presque  immédiate- 
ment, que  ces  courbes  sont  les  méridiennes  des  surfaces 
de  révolution  à  courbure  moyenne  constante.  Ce  théo- 
rème est  du  à  Delaunay  (').  L'élimination  de  u  entre 
les  égalités  (20)  nous  donne 

,    r  dp . 

s  —  ab   I ; 

J    (p  —  2a)  v/e2(p  — «P— «- 

d'où,  eu  elïectuant  l'intégration, 

s 

sin-  — 

e  sa 

(21)  — p  =  e  —  cos i 


a 

e  —  cos  - 
a 


Telle  est  l'équation  intrinsèque  des  courbes  de  De- 
launay. Si  la  conique  est  une  parabole,  de  paramètre 
2a,  on  pose  rt(i  —  ^)  =  ^1  et  l'on  fait  tendre  e  vers 
l'unité,  dans  (21).  11  vient 


équation  d'une  chainette.  C'est  pourquoi  M.  Lindelôf 
appelle  (-)  chaînettes  toutes  les  courbes  de  Delaunay, 
en  distinguant  les  chaînettes  elliptiques  des  chaînettes 
hyperboliques,  suivant  la  nature  de  la  conique  généra- 
trice. En  tournant  autour  de  leur  base,  ces  roulettes 
engendrent  les  remarquables  surfaces  appelées  ondu- 
loïde,  caténoïde,  nodoïde  par  M.  Plateau. 

17.   Les  parallèles  aux  courbes  de  Delaunay  sont  rc- 


(')  Journal  de  Liouville,  p.  Sog;  i84i. 

(=)   Théorie  des  surfaces  de  révolution  à  courbure  moyenne  con- 
stante {Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  de  Finlande,  i863). 


(   -xio  ) 
piésenlétîs  par  réqualioii 

s  =  ab   j — '  • 

Or,  si  l'on  fait  h-=-2a,  ou  retrouve  l'équation  ('->-t). 
Chaque  cour])e  de  Delauuay  jouit  donc  de  la  propriété 
d'e//e  parallèle  à  une  courbe  égale.  Le  cercle,  qui  est 
évidemment  doué  de  celte  propriété,  est,  après  tout, 
une  courbe  de  Delauuay.  Pour  h  =  a,  on  trouve  que  les 
courbes  de  Delaunay  sont  parallèles  aux  courbes  repré- 
sentées par  l'équation  intrinsèque 


(22)  p  =  a 

Chacune  de  ces  lignes  est  à  égale  distance  de  deux 
courbes  de  Delaunay,  engendrées  par  deux  foyers,  de 
noms  contraires, dedeux  coniques  égales,  roulant  surune 
droite,  et  se  maintenant  symétriques  par  rapport  à  cette 
droite.  Celle-ci  rencontre  la  courbe  médiane  sur  les 
normales  communes  d'inflexion.  La  démonstration  géo- 
métrique de  ces  propriétés  est  extrêmement  simple. 

18.   On  sait  qu'une  ligne  c^'^cloidale  est  représen 
par  une  équation  de  la  forme 

a'pl  -1-  6-5f  =  a-b-, 

et  que  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  directeur 
sont 


de  sorte  que 


a^  —  b~  a-  —  b^ 


a- Or  :=  ( rt -  —  b')u- j~ ) 

'  *  a- —  6- 

h^s-,  =  — — — J-  —  (a- —  b-)u-. 
a-  —  b- 


(  ^'■>-'  ) 

Les  formules  ('91  doniienl 


du 


v1'"-(^-)1[(;^)'-"'] 


puis,  par  élimination  de  «, 


I       /^  </p 

3 


«2_62      \f  ]    r  ^,2/rt2_^,2       \|] 


C'est  l'équation  dune  conique  ayant  les  axes  propor- 
tionnels à  «  et  ^,  et  le  paramètre  égal  au  rayon  du 
cercle  directeur. 

19.  Si  l'on  veut  déterminer  (Mo)  de  manière  que  (P) 
soit  une  droite,  il  faut  satisfaire  à  (8)  avec  les  coor- 
données de  P.  Les  coordonnées  intrinsèques  de  (Mo) 
seront  donc 

(23)  So  =  *.,  P0=    »2_p,y- 

Supposons,  par  exemple,  que  (M|)  soit  un  cercle  de 
rayon  <7,  et  que  le  point  P,  fixe  dans  le  plan  du  cercle, 
soit  à  la  distance  ae  du  centre.  Il  est  évident  que 


(,-.cos^). 


X  ^=  —  ae  sin  —  1         y  =  a  \^  i  —  e  cos  — 

Par  substitution  dans  (23)  et  élimination  de  .y,,  on  est 
reconduit  à  l'équation  (21).  On  parvient  ainsi  au  théo- 
rème suivant,  dû  à  M.  Habicli  :  La  courhe  sur  laquelle 
il  faut  faire  rouler  un  cercle,  pour  (/uun  point  de 
son  plan  décrive  une  droite,  est  une  courbe  de  Delau- 


(    222    ) 

nay  (' ).  Celle-ci  s'obtient  en  faisant  rouler  sur  une 
droite  une  conique  concentrique  au  cercle,  et  admet- 
tant pour  foyer  le  point  donné.  Cette  proposition  a  été 
déduite,  par  M.  Habicli,  du  lliéorème  démontré  au 
n°  6  :  il  suffît  d'observer,  à  cet  effet,  que  la  podaire 
d'une  conique,  par  rapport  à  un  foyer,  est  la  ciiconfé- 
rence  décrite  sur  le  grand  axe  comnie  diamètre.  Il  est 
presque  superflu  d'ajouter  que  la  circonférence  est  en- 
veloppée dans  son  mouvement  par  deux  courbes  de 
Delaunay,  égales,  et  que  la  trajectoire  de  sou  centre  est 
représentée  par  l'équation  (22). 

20.   Rappelons-nous  que  l'équation 

dp 


représente  une  spirale  sinusoïde,  d'indice  /z,  ou  une 
ligne  deRihnucoiu\  d'indicée  /z,  suivant  que  l'on  attribue 
à  ni  l'une  ou  l'autre  des  valeurs 


n 
2  — 


Cela  étant,  faisons  rouler  une  spirale  sinusoïde  sur 
une  droite.  A  cause  de  la  propriété  fondamentale  des 
spirales  sinusoïdes,  les  coordonnées  du  pôle  satisfont  à 
l'égalité 

(24)  ir-  =  (n  +r)pi7, 

et,  par  suite,  la  seconde  équation  (9)  devient 

n  -+- 1 

p  = u. 

n 

{')  Arat/iesis.  p.  io3:  1886. 


(    223     ) 

Le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  du  pôle  est  donc 
proportionnel  au  segment  de  normale  compris  entre  la 
roulette  et  sa  base.  Cette  propriété  caractérise  les  lignes 
de  Ribaucour,  dont  l'indice  v  est  lié  à  n  par  l'égalité 

2  «  -+- 1  ,,   ,  n  —  I 

=  >  d  ou  V  = • 

V  -4- 1  n  n  -\-\ 

Conséquemmenl,  si  une  spirale  sinusoïde,  d'indice  n, 
roule  sur  une  droite,  soîi  pôle  décrit  une  ligne  de  Ri- 
baucour, d'indice (').  Ce  théorème  parait  dû  à 

n  -\-  i  ^    '  ^ 

M.  O.  Bonnet.  Pour  en  faire  quelques  applications,  rap- 
pelons quelles  sont  les  principales  lignes  appartenant 
aux  deux  classes  dont  il  s'agit  ici  : 

n.  Spirales  sinusoïdes.  Lignes  de  Ribaucour. 

ce  point  point 

I  droite  droite 

1  cercle  cercle 

0  spirale  logarithmique  cycloïde 

2  hyperbole  équilatère  parabole 

1  lemniscate  

\       parabole  * 

2  cardioïde  

3       chaînette 

\       (  parallèle  à  une  hypocycloïde  ) 

\       (parallèle  à  une  épicycloïde)       

Cela  posé,  si  l  on  fait  successivement  ;i  :=i,  o,  — t,,^, 
on  retrouve  les  théorèmes  connus  :  i°  si  une  circonfé- 
rence roule  sur  une  droite,  chacun  de  ses  points  décrit 
une  cycloïde  \  i°  si  une  spirale  logarithmique  roule  sur 
une  droite,  son  pôle  parcourt  une  droite;  3*^  si  une  pa- 
rabole roule  sur  une  droite,  son  foyer  décrit  une  cliai- 


(')  Étude  sur  les  élassoïdes,  par  .M.  Ribaucour  (p.  i58). 


(  '^A  ) 

iielle;  4"  si  une  cardioïde  roule  sur  une  dioile,  sou 
point  de  rebroussemcnt  se  meut  parallèlement  à  une 
hypocycloïde, 

21.  Cherchons  la  courbe  sur  laquelle  il  faut  faire 
rouler  une  spirale  sinusoïde  pour  que  son  pôle  décrive 
une  droite.  Il  faut  satisfaire  à  (8),  et,  en  même  temps, 
l'équation  (24)  doit  être  vérifiée.  La  comparaison  donne 

n 

R  =  (n-4-i)p,,  d  où  pj=  ,o„. 

Donc,  si 


est  l'équation  de  la  ligne  donnée,  celle  de  la  ligne  in- 
connue sera 


Or  cette  équation  représente  une  ligne  de  Ribaucour, 
dont  l'indice  v  est  lié  par  l'égalité 


d'où 


Conséquemment,  la  Ligne  sur  laquelle  il  faut  faire 
rouler  une  spirale  sinusoïde,  d'indice  11^  pour  que  son 
pôle  décrive  une  droite,  est  une  ligne  de  Ribaucour^ 
d'indice  in  —  i .  Ajoutons  que  les  deux  courbes  doivent 
opposer  leurs  convexités  lorsque  n  est  com})ris  enti-e  o 
et  — I.  On  démontrerait,  tout  aussi  facilement,  (pie, 
SI  Von  renverse  la  courbe  fixe,  le  pôle  décrit  une  ligne 

de  Ribaucour.  d'indice 


(  a-îa  ) 

2l2.   La   première  proposition   est  une    conséquence 

évidente   du  théorème  de    M.    Halîich ,   démontré    au 

n"  G.  Il  suffit  de  remarquer  qu'une  spirale   d'indice  7i 

admet  pour  podaire,  par  rapport  au  pôle,  une  spirale 

d'indice D'après  cela,  le  théorème  du  n"  7  nous 

dit  immédiatement  que,  si  une  spirale  d'indice  n  roule 
sur  une  spirale  égale,   opposée,  son  pôle  décrit   une 

spirale  d'indice —  Cette  remarque  a  élé  déjà  faite 

par  M.  Bassani  (').  On  démontre  aussi  que,  si  une 
ligne  de  Ribaucour ,  d'indice  /?,  roule  sur  une  ligne 
égale,  sa  directrice  enveloppe  une  ligne  de  Ribaucour, 

d'indice • 

;?  -r-  2 

23.   Si  une  ligne  de  Ribaucour  roule  sur  une  droite, 
sa  directrice,  qui  intercepte  sur  la  normale  un  segment 

— '■ —  pi,  touche  son  enveloppe  au  pied  de  la  perpendi- 
culaire qu'on  lui  abaisse  de  M.  Les  coordonnées  de 
cette  projection  satisfont  donc  à  la  relation 

(2j)  u^-=  Pi  y, 

qui,  substituée  dans  la  seconde  équation  (i8),  donne 

/i  -i-  3 

'         /?  -î-  I     * 

Conséqueinment,  l'enveloppe  est  une  autre  ligne  de 
Ribaucour,  dont  l'indice  v  est  lié  à  n  par  l'égalité 


d'où 


(')  Journal  de  Battaglini;  i886. 

Artn.  de  Afathémat.,  S"  série,  t.  VII.  (Mai   i888.)  l5 


(  ...6  ) 
Ainsi,    lorst/ti'une    ligjie    de    Rihnucoiif ,    dUndice   n^ 
roule  sur  une  droite,  sa  directrice  enveloppe  une  li^ne 

de  Rihaucour,  d'indice  — t(')-   Pai'   exemple,   pour 

/i  =  I,  o,  —  2,  —  3,  on  trouve  cjue  :  i"  lorsqu'une  cir- 
conférence roule  sur  une  droite,  chacun  de  ses  dia- 
mètres enveloppe  une  cycloïde;  2"  lorsqu'une  cycloïde 
roule  sur  une  droite,  l'enveloppe  de  sa  base  est  parallèle 
à  une  liypocycloïdc;  3°  lorsqu'une  parabole  roule  sur 
une  droite,  sa  directrice  enveloppe  une  cliainette; 
4°  lorsqu'une  chaînette  roule  sur  une  droite,  sa  direc- 
trice passe  par  un  point  fixe. 

2i.  Pour  généraliser  la  dernière  propriété,  cherchons 
la  courbe  sur  laquelle  il  faut  faire  rouler  une  ligne  de 
Ribaucour,  pour  que  sa  directrice  contienne  un  point 
fixe.  Les  coordonnées  de  la  projection  de  M  sur  la  direc- 
trice doivent  satisfaire  à  (aS),  et,  en  même  temps,  à 
l'équation  du  cercle  des  rebroussenients.  11  résulte  de  la 
comparaison 


^            n  H- 1                ,,   .                    /i  -f-  o 
H  = pi,  '1  r)«i  pi  =  Po- 


Donc,  si 


est  l'équation  de  la  ligne  donnée,  celle  de  la  ligne  in- 
connue sera 


(')  Sur  une  famille  de  courbes  cycloidales,   pjir   M.  E.  Dubois 
{Xouv.  Corr.  math.,  p.  iSg;  1880). 


(  ■^-:  ) 

Or  cette  équation  représente  une  spirale  sinusoïde  dont 
l'indice  v  est  lié  à  n  par  l'égalité 


Ainsi,  la  courbe  sur  Int/uelle  il  faut  faire  rouler  utie 
ligne  de  Ribaucour,  d'indice  n,  pour  que  sa  direc- 
trice pii^ote    autour  d'un  point  fixe,   est  une  spirale 

sinusoïde,  d'indice  — — ■•  Pour  les  valeurs  de  n.  eoni- 

prises  entre  —  i  et  — 3,  les  deux  courbes  doivent  op- 
poser leurs  convexités.  On  démontre  en  outre  que,  si 
l'on  renverse  la  courbe  fixe ,  la  directrice  de  la  courbe 
mobile   enveloppe  une   ligne  de  Ribaucour,    d'indice 


2o.  On  pouvait  s'attendre  à  l'avant-dernier  théo- 
rème; car,  si  les  courbes  génératrices  échangent  leurs 
rôles,  les  cercles  des  inflexions  et  des  rebroussements 
en  font  autant.  Dès  lors,  le  centre  H,  qui,  dans  le  rou- 
lement de  (M,)  sur  (Mo),  est  le  point  de  concours  des 
tangentes  aux  points  d'inflexion,  est  également,  dans  le 
roulement  de  (Mo)  sur  (M,),  le  point  de  concours  des 
tangentes  aux  points  de  rebroussement.  Or,  si  le  point  P 
décrit  une  droite  D,  lorsque  (^I,  )  roule  sur  (Mo),  il  est 
nécessaire  que  D  passe  par  H,  et,  par  suite,  dans  le  rou- 
lement de  (Mo)  sur  (M,),  la  droite  U,  passant  par  H, 
devra  pivoter  autour  du  point  P.  Par  exemple,  si  une 
courbe  de  Delaunay  roule  sur  un  cercle  convenablement 
choisi,  sa  base  enveloppe  un  point. 

26.  De  même,  les  théorèmes  des  n""  21  et  2i  nous 
disent  que:  i°  lorsqu'une  droite  roule  sur  une  chaînette, 
un  point  de  son  plan  décrit  une  droite;  dans  li'  roule- 


ment  inverse,  la  directrice  de  la  chaînette  passe  par  un 
point  fixe;  2"  si  une  cardioïde  roule  sur  une  cycloïde, 
convenablement  choisie,  son  point  de  rehrousscment 
parcourt  la  hase  de  la  cycloïde;  dans  le  roulement  in- 
verse, la  base  de  la  cycloïde  enveloppe  un  point;  3°  la 
courbe  sur  laquelle  il  faut  faire  rouler  la  seconde  po- 
daire  d'un  cercle,  par  rapport  à  l'un  de  ses  points,  pour 
c[ue  ce  point  décrive  une  droite,  est  parallèle  à  une  hy- 
pocycloïde;  inversement,  etc.;  4°  si  deux  paraboles 
égales,  qui  se  touchent  aux  sommets  en  opposant  leurs 
convexités,  roulent  l'une  sur  l'autre,  le  foyer  de  chaque 
parabole  restera  constamment  sur  la  directrice  de 
l'autre.  Ce  dernier  théorème  se  déduit  aussi  de  la  re- 
marque faite  au  n"  7,  et  l'on  peut  même  affirmer  plus 
généralement  que,  dans  le  roulement  d'une  conique  sur 
une  conique  égale,  les  loyers  de  la  conique  roulante 
décrivent  des  circonférences. 

Plus  généralement  encore,  F'  et  F"  étant  les  foyers 
d'une  conique  roulant  sur  (Mo),  soit  F  le  symétrique 
de  F"  par  rapport  à  la  tangente  commune  x' x.  Il  est  clair 
que  F  est  le  foyer  d'une  conique  égale  à  la  première, 
roulant  avec  celle-ci  sur  (Mo).  En  d'autres  termes,  les 
deux  coniques  roulent  l'une  sur  l'autre,  de  manière  que 
le  point  de  contact  se  déplace  sur  (Mo).  L'angle  F"Mx 
est  égal  à  chacun  des  angles  FM:r,  F'Mx',  qui  sont  donc 
égaux  entre  eux.  Donc  M  est  sur  FF'.  De  plus, 

FM  -1-  MF'r=  MF'4-  MF"=  >a . 

En  conséquence,  les  trajectoiies  [V  )  et  (F')  sont  paral- 
lèles et  leur  distance  esl  égale  au  grand  axe  des  co- 
niqu(îs.  En  particulier,  si  l'on  iixe  une  des  coniques, 
(F')  se  réduit  à  un  point,  et  (F)  est  une  circonférence 
de  rayon  -la. 


(     229    ) 

27.  La  démonstration  gcumélrique  des  lliéorèines 
précédents  ne  présente  anciine  difficulté.  Soient  C, 
et  C  les  centres  de  courbure  de  la  spirale,  roulant  sur 
une  droite,  et  de  la  trajectoire  du  pôle  P.  En  vertu  de  la 
construction  de  Savary,  la  droite  PC|  passe  par  le  point 
de  rencontre  Q  des  perpendiculaires  à  la  base  et  à  MF, 
menées  respectivement  par  C  et  M.  Soit  iN  la  projection 
de  C|  sur  MF.  Ou  a,  par  la  définition  des  spirales  si- 
nusoïdes, d'indice  «, 

_  PiV  _   PCi  _  PM 
"  ~  NM  ~  CTQ  ~  MG  ' 
d'où 

PM  n  V  -f-  f  _^  n  —  I 

PC  ~  n  ^  i  '.  n  ^-  \' 

ce  qui  suffit  pour  définir  une  ligne  de  Piibaucour,  d'in- 
dice V.  De  même,  si  une  ligne  de  Ribaucour  roule  sur 
une  droite,  le  centre  de  courbure  de  l'enveloppe  de  la 
directrice  s'obtieut  en  projetant  le  point  Co,  symétrique 
de  C,,  par  rapport  à  jM,  sur  la  perpendiculaire  à  la  di- 
rectrice, passant  par  M.  Soient  P  la  projection  de  M  sur 
la  directrice,  et  Q  le  point  où  celle-ci  rencontre  la  nor- 
male. Ou  a,  par  définition, 


Il  -r-  1 

1         QM 
~  MG, 

PM 

•2 

~  MG 

PM 

/i  -t-   I 

1  -+-  1 

PG 

/i-f-3 

2 

On  démontrerait  de  même  les  autres  tliéorèmes. 

Il  faudra  observer  que,  si  (M,  )  entraiue  un  point  dé- 
crivant une  droite  D,  ou  une  droite  D'  j)ivotant  autour 
d'un  point,  D  et  D'  contieunent  respectivement  II  et  le 
symétrique  de  ce  point  par  rapport  à  M. 


(  2;io  ) 

'2S.  Tous  CCS  thcorcines  nous  inditjUcuL  des  modes  de 
génération  pour  quelques  courbes,  dont  nous  ne  con- 
naissons, jusqu'à  présent,  que  l'équation  intrinsèque. 
Ainsi,  dans  un  précédent  article,  nous  avons  rencontré 
les  lignes  de  Ribaucour,  aux  indices  3  et  —  5,  respecti- 
vement représentées  par  les  équations 

do  '>.      A*  d-j 


\ 

(|ui  ont  une  si  grande  analogie  avec  les  équations  de  la 
Icmniscate  et  de  l'hyperbole  équilatère 

/"  do  I      r*         d? 

A-  =  3 


v' 


% 


Maintenant  nous  pouvons  dire,  grâce  aux  théorèmes 
qui  précèdent,  que  la  première  courbe  est  le  lieu  du 
centre  d'une  hyperbole  équilatère  roulant  sur  une 
droite.  Elle  est  aussi  la  courbe  sur  laquelle  doit  rouler 
une  lenmiscate,  pour  que  son  point  double  reste  sur 
une  droite.  C'est  encore  l'enveloppe  de  la  directrice 
d'une  chaînette,  roulant  à  l'extérieur  d'une  chaînette 
égale.  De  même,  la  seconde  équation  représente  la 
courbe  sur  laquelle  on  doit  faire  rouler  une  hyperbole 
équilatère,  pour  que  son  centre  décrive  une  droite.  In- 
versement, lorsque  les  deux  courbes  considérées  roulent 
respectivement  sur  une  lenmiscate  et  une  hyperbole 
équilatère,  convenablement  choisies,  leurs  directrices 
pivotent  autour  de  deux  points  fixes. 


(    2^1     ) 


SOLUTION  DE  LA  OIEST!0\  DE  MVTIIÉMATIOIES  SPÉCIALES 
PROPOSÉE  AU  COACOIRS  GÉNÉRAL  DE  1888. 


Soient  C  la  courbe  lieu  géométrique  des  sommets  des 
angles  de  grajideur  constante  circonscrits  à  une  ellipse 
donnée  E  eZ  D  une  droite  également  donnée  : 

1°  Démontrer  qu'il  y  a  trois  coniques  tangentes  à  la 
droite  D  et  touchant  en  quatre  points  la  courbe  C. 
Déterminer  la  nature  de  ces  trois  coniques. 

2"  Soient  7.),  ao,  aj,  a-,  les  points  oit  la  droite  D  ren- 
contre la  courbe  C;  par  deux  de  ces  points  a,,  y.o,  par 
exemple,  on  fait  passer  une  série  de  cercles  coupant 
la  courbe  C  en  deux  nouveaux  points  variables  m,  m' 
et  Von  demande  de  trouver  la  courbe  enveloppe  des 
droites  mm' . 

3"  On  suppose  la  droite  D  tangente  à  V ellipse  E  et, 
par  les  points  a,,  ao,  7.3,  a-,,  où  cette  tangente  rencontre 
la  courbe  C,  on  mène  à  V ellipse  des  tangentes  autres 
que  la  tangente  D  ^  trouver  le  lieu  décrit  par  les  som- 
mets du  quadrilatère  formé  par  ces  quatre  tangentes, 
quand  la  droite  D  roule  sur  V ellipse  E. 

On  trouve  sans  difiiculté,  pour  l'équation  de  la 
courbe  C, 

où  A-=  — — r — j  a  et  b  étant  les  axes  de  l'ellipse  E,  et  w 
tang^w  ^ 

Taiigle  donné. 

On  sait  qu'une  courbe  ayant  pour  équation 

où  A  cl  B  sont  des  polynômes  entiers   eu  x  et  y,  peut 


(  ^3.  ) 
cire  considérée  comme  reiiveloppe  des  courbes  ayant 

pour  équation 

X2— 2BX-+-  A  =  o, 

où  \  est  un  paramètre  variable.  La  courbe  C  peut  donc 
être  considérée  comme  l'enveloppe  des  coniques 

(V)     X2_  .,X(^2+  y2_  a^._  ^,2)+  /,2  (^g   H-  |1  _  I  j=  o, 

ce  qui  conduit,  en  introduisant  un  paramètre  arbitraire, 
à  écrire  ainsi  son  équation  : 

/    (a;2  +  JK2— «2—  62—  X)2 
^'^       (  =X2_,X(..2  +  _^2_«2_^,2)_^/,2(^g    +    |:_,). 

Sous  celte  l'orme,  on  voit  que  les  coniques  (V)  sont  tan- 
gentes à  la  courbe  C  en  leurs  qualre  points  de  ren- 
contre avec  le  cercle  variable 

X-  -i-  y-  —  a'-  —  h-  —  X  =  o 

concentrique  à  l'ellipse  E. 

i-^  Soit 

UX  -1-  f  J'  =  I 

l'équation  de  la  droite  D.  Formons  l'équation  du  fais- 
ceau des  droites  qui  vont  de  l'origine  aux  points  de  ren- 
contre de  la  droite  D  avec  l'une  des  coniques  (V)  : 

et  écrivons  que  ce  faisceau  est  composé  d'un  rayon 
double  : 

/      [X2-|-2X(rt24-62)_.  /,2] 


X 


[«2(g_.x)  +  .2(g_,x)]_(| 


X    ;,--2X   =0 


L'équation  précédente  détermine  les  valeurs  de  A  pour 
lesquelles  la  conique  (V)  correspondante  est  tangente  à 
la  droite  D;  or  celle  équation  est  du   troisième  degré: 


(  a33  ) 
elle  lait  donc  connaître  trois  coniques  tangentes  à  cette 
droite  et  touchant  en  quatre  points  la  courbe  C. 

La  nature  d'une  conique  (V)  dépendant  du  signe  de 
l'expression 

on  est  conduit  à  substituer  h  A,  dans  l'équation  (2),  les 
valeurs 


^2       j-i 

2( 


o,  — ;>    -7-;?     -^y-, 


qui  fournissent  les  résultats  suivants  : 

-T-,     I  —  a-Il- — 6-p-,     -r-,       — ,       — . 

Si  la  droite  D  coupe  l'ellipse  E  en  deux  points  réels, 
l'expression  i  —  a-u-  —  b-w-  est  négative  ;  l'équation  (2) 
a  trois  racines  réelles  et  distinctes  et  les  trois  coniques 
sont  deux  ellipses  et  une  hyperbole.  Les  deux  ellipses 
seront  réelles  si  les  valeurs  de  )v  correspondantes  ren- 
dent négative  l'expression 

X2 H-  2  À ( «•-  4-  b- )  —  k-, 

et  c'est  ce  qui  résulte  de  ce  qu'elles  sont  racines  de  l'é- 
quation (2)  et  rendent  positives  les  deux  expressions 

Si  la  droite  D  est  tangente  à  l'ellipse  E,  l'expression 
I  —  a-u- — b'-v-  est  nulle;  l'équation  (2)  a  une  racine 
nulle  et  ses  deux  autres  racines  sont  celles  de  l'équation 

\a^v--{-  lu- u- -y- 

X2  H —: l  —  A-2  =  o. 

•i.{u--T-  V-) 

Cette  équation  ayant  une  racine  négative,  on  en  con- 
clut que  c'est  la  racine  positive  de  l'équation  (2),  infé- 
rieure à  — -,  (lui  est  devenue  nulle. 

La  droite  D  devenant  extérieure  à  l'ellipse  E,  l'exprès- 


(  •>^'^4  ) 

sioii  I  —  a- II- —  b'-v-  devient  positive  et  la  racine  nulle 
de  l'équation  (2)  devient  négative.  Les  trois  coniques 
sont  toujours  deux  ellipses  réelles  et  une  hyperbole. 

Enfin,  si  les  deux  racines  négatives  se  rejoignent,  puis 
deviennent  imaginaires,  les  ellipses  correspondantes  se 
confondent,  puis  deviennent  imaginaires.  La  troisième 
conique  est  toujours  une  hyperbole. 

1^  Le  premier  membre  de  l'équation  (i),  lorsqu'on  y 
remplace  \  par  une  racine  )/  de  l'équation  (2),  devient  le 
carré  parfait  d'une  certaine  fonction  linéaire  u' x  -\-  v'j  , 
de  sorte  qu^'on  a  identiquement 

Remplaçons,  dans  l'équation  (c),  le  paramètre  arbi- 
traire \  par  )/,  puis,  dans  le  second  membre,  substi- 

-^  +  j7  j  sa  valeur  tirée 

de  cette  identité,  l'équation  de  la  courbe  C  deviendra 

Les  points  de  rencontre  de  la  droite  D  et  de  la 
courbe  C  sont  donc  les  points  de  rencontre  de  la  droite  D 
et  de  la  courbe 

{x^--\- y^—-  a-  —  b- —  X')2  =  {u' X  -h  v' y)-, 

qui  se  compose  de  deux  cercles 

(4)  x--\-y^  —  «2_  ^2—  X'_  (^u' X  -H  v'y)  =  o, 

Ci)  x^-h y- —  a2_  f,i —  )/_(_  (^ii'x  -h  v'y)  =  o. 

Un  cercle  quelconque  passant  par  les  points  de  ren- 
contre a,  et  a.2  de  la  dioite  D  et  du  premier  cercle  a 
pour  équation 

x--i-y-  —  a- —  ^2_  >/_  (^n'x  -i-  v'y)  —  ix(ut  -h  t'y  —  i)  =  o, 

'j.  désignant  un  paramètre  arbiti'aire. 

Les  points  de  rencontre  de  te  cercle  et  de  la  courbe  (C) 
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sont  les  points  de  rencontre  de  ce  cercle  et  de  la  courbe 

=  (ii'x  -^  v'yy-—  [X'2^  2X'(a--i-  b'-)  —  /r^J  [{tix  4-  vyy-—i], 
ou,  en  développant, 

IJ.-(UX  -4-  i'V  —  l)2-H  2  ix(  UX  -t-  l'J'  —  i){u'  X  -\~  v'  y) 

qui  se  compose  des  deux  droites 

nx  -^  r  r  —  I  =  o. 
\x-{ux -^  vy —  i)-i-  2  \x{u' X  ~T-  v'y) 

-\-[\'--i-  -1  À'(rt-  -h  i-  )  —  k-  \{ux  -{-  vy  4-  I  )  =  o . 

La  première  est  la  droite  D;  la  seconde  est  donc  la 
droite  mtn\  dont  on  a  immédiatement  l'enveloppe 

{u' X  -r-  v'y)- —  [).'■- -r-  2À'(a--i-  b-)  —  /.-]  {{ax  +  vy)-  —  i]  =  o, 

ou,  eu  égard  à  l'identité  (3), 

(Vy     X'2_^2X'(:r2  +  j2  4-a2— 62)-i-/.-2('^  -4-  Ç  — i^=o. 

Cette  enveloppe  est  donc  celle  des  trois  coniques  (V) 
tangentes  à  la  courbe  C  et  à  la  droite  D  qui  correspond 
à  la  racine  )/  choisie.  Si,  aux  cercles  (4)  cjui  passent 
par  a,  et  ao,  on  substitue  les  cercles  (5)  qui  passent  par 
7-3  et  a^,  l'enveloppe  des  nouvelles  droites  iiun'  est  la 
même  conique  (V)'. 

Les  quatre  points  de  rencontre  a,,  ao,  as,  a.,  de  la 
droite  D  et  de  la  courbe  C  sont  susceptibles  de  trois 
groupements  deux  à  deux,  et  ces  trois  groupements  cor- 
respondent aux  trois  racines  de  l'équation  (2). 

3°  Supposons  la  droite  D  tangente  à  l'ellipse  E.  Les 
points  a,,  ao,  aj,  a-,  s'obtiendront  en  menant  à  l'ellipse 
deux  tangentes  parallèles  inclinées  dans  un  sens  de 
l'angle  co  sur  la  droite  D,  et  deux  autres  tangentes  pa- 
rallèles inclinées  du  même  angle  en  sens  contraire.  Le 
(juadrilatère  formé  par  ces  quatre  tangentes  sera  un  pa- 
rallélogramme, et,  de  deux  de  ses  sommets,  on  verra  Tel- 


(  >'^^  ) 

lipse  sous   un   angle  ato,  tk;s  deux  autres,  sous  l'angle 
supplémentaire.  L'équation  du  lieu  clierclié  est  donc 

'  x-         y- 


onk'^=-lI^.  Cu.  13. 

tan  "^2  eu 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE 
AU  CONCOURS  D  AGRÉGATION  EN   1887; 

Par  m.  Henri  FERVAL, 
Élève  à  l'Ecole  Normale  supérieure. 


i"  Déînojitrer  que  le  lieu  des  points, 'tels  que  les  tan- 
gentes menées  de  chacun  d'eux  à  une  conique  S  soient 
cojijuguées  harmoniques  par  rapport  aux  tangentes 
m.enèes  à  une  autre  conique  S',  est  une  troisième  co- 
nique S  qui  passe  par  les  points  de  contact  rt,  Z»,  c,  d^  a\  h' , 
c',  d'  des  tangentes  communes  aux  deux  coniques  S  et  S'. 

1°  La  conique  S  étant  une  ellipse  donnée,  et  la  conique 
S  un  cercle  donné,  trouver  V équation  de  la  conique  S'. 

3°  Démontrer  quil  existe  quatre  circonférences  de 
cercles  réelles  passant  chacune  par  deux  foyers  de  la 
conique  S  et  deux  foyers  de  la  conique  S'. 

4"  Soient  a  et  a'  les  points  de  contact  de  S  et  S' avec 
II' une  de  leurs  tangentes  communes.  Démontrer  que  si 
a!  est  la  projection  du  centre  de  la  conique  S  sur  la 
tangente  commune,  les  normales  à  S'  aux  points  Z>', 
c',  d' se  coupent  en  un  point  M  qui  reste  fixe,  quand  S 
"varie  de  façon  à  passer  constamment  en  a  et  a' . 

i"  Pour  axes  de  coordonnées,  nous  prendi'ons  les  axes 
de  S^  les  équations  de  S  et  S'  seront. 
(S)  a-u^-\-b-v'- — I  =  o, 

(S')  Am-h-  2B«C  -r-  Gt"--}-  2D«-f-  ïEp  -t-  F  =  o. 


(  -^^7  ^ 

Soit  un  point 

iix -^  vy  —  1=0; 

les  points  à  l'infini,  situés  sur  les  tangentes  menées  de 
ce  point  aux  deux  coniques,  satisfont  aux  relations 

(a-  —  x-)u'  —  2 xy  uv  -\-  {b-  —  yi)çi=  o, 
(A-r-2D.r-i-F^2^j^2_;_2(^j3_!_  j)j/  _!_  JT  ^  _,_  p  ^y  ^  m, 

En  écrivant  que  ces  points  forment  une  division  liar- 
monique,  on  trouve,  pour  l'équation  du  lieu, 

—  2  xy  [  B  -!-  D  >'  ^-  E  j-  -î-  F  xy  ] 

=  (6-  — „r' )(-^  +  2  D  :r  ^  Fï-2)  4- («2  _  .r2)(G -^  2EjK  +  Fj-2), 

ou,  en  réduisant, 

^,,  ^  (F62— C)x2-i-2B:rK-+-(Fa2_A)jK2 

^'^^  (  ^'iBb''X-^'2Ea-^y-i-\b'--hCa-^  =  o. 

Montrons  que  la  conique  S  passe  aux  liuit  points  de 
contact  des  tangentes  communes  à  S  et  S'. 

Les  coordonnées  de  la  tangente  à  S  au  point  (x,  j) 
sont  : 

X  Y 

a^  b- 

exprimons  qu'elles  vérifient  (S'),  et  nous  obtenons  la 
condition 

Ar-       iV>xy       Cy^        -îDx       i^y       rj_ 
a'*  a-b-  b*  a-  b- 

Remplacons,  dans  cette  relation,  — ;  par  i  —  ^»  ~  par 
I -j  F  par  F(  — ;  -f-  "{j  )'  t;t  nous  retrouvons  l'équa- 
tion de  S;  la  conique  li  passe  donc  au  point  (jr,  y). 

Elle  passe  de  même  aux  sept  autres  points  de  contact 
des  tangentes  communes  à  S  et  S'. 

De  cette  propriété,  il  lésulte  rpie  le  triangle  autopo- 
laire d(!  S  et  S'  est  conjugue''  par  rapport  à  i). 


(  23.S  ) 
2"  Ick'nlilions  Si  avec  le  cercle 

.r-  -H  )•'-  -^  ■?.  m  .r  -t-  >.  ny  -\- p  =  o, 
t'L  nous  obtenons  les  relations 

_         F/j^— G  _  Fff^— A  _  D^2  _  E«2  _  A  6^-1- Cr/ 2 

'  I  17»  »  /)  ' 

d'où  nous  tirons 

_  A  —  (1  _  A (  /J  -f-  a-  -f-  62  )  ,  _     2  71 A    6- 

~      c-  {p  -i-  c'^)a'^      '  "       p -j- c'^  a- 

0  =  -^,     g=^-^^;a> 

/>  -i-  c2  yj  -4-  c2  a- 

et  l'équation  de  S'  est  alors 

a- (p  -+-  c'-)u--^  b-(p  —  c^) v^ 

-+- 1  ma-  u  -i-  5>  nb-  r  -i-  />  +  a- -\-  b-  =  o. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  la  première  Partie,  cette 
conique  admet  pour  triangle  conjugué  le  triangle  auto- 
polaire  de  S  et  du  cercle  donné. 

3°  Les  quatre  cercles  que  nous  devons  trouver  ont 
pour  centres  les  quatre  points  d'intersection  des  axes  de  S 
avec  ceux  de  S'. 

Soit  un  cercle  contenant  les  deux  foyers  imaginaires 
de  S, 

(G)  x^-+- y^—-ilx -+- c-=  o. 

Pour  qu'un  point  {x,y)  soit  un  fojer  de  S',  il  faut  que 
les  points  à  l'infini  situés  sur  les  tangentes  menées  de  ce 
point  à  S'  soient  confondus  avec  les  ombilics,  c'est- 
à-dire  qUe  l'on  ait 

''  Fxy -\- Ex -h  Dy  :=  o, 

\  A  H-  2  D.r  +  F^2  -  c  +  2  Ej'  4-  Fj2 

(0 

ou 

F{y-  —  X-)  —  aDj"  -+-  7.Ey  —  Fe-  =  o. 


(  ^-^9  ) 
Transportons  les  axes  parallèlement  à  enx-mèmes  au 
e(Mitre  de  S';  le  cercle  a  pour  nouvelle  équation 

(     .t2  -h  JK-  —  2   (  X  -f-    p;  j  37 

(C)       .;  ^         ^ 


E  D2        E2  .  D 


et  les  hyperboles  focales  (i)  deviennent 

\  7'  —  ^'-—  Fi  +  Fi  —  c2=  o, 


xy- 


DE 


La  combinaison  par  homogénéité  des  deux  équations  (2) 
nous  donne  l'équation  aux  axes  de  (S'), 

DE,    ,         ,,       /D2       E2  \ 

L'ax(!  de  S',  qui  passe  au  centre  du  cercle  considéré, 
a  pour  coellicient  angulaire 

E 
F 


D       , 


l'axe  perpendiculaire  sera 

D       , 

F  +  ^^ 

F 

Ecrivons  que  cet  axe  coupe  le  cercle  (C)  et  la  seconde 
hyperbole  (2)  aux  mêmes  points  :  nous  trouvons  la  con- 
dition 

D2       E2         ,         /         DND 
D^/.        DX-Fi-^F^  +  ^-  +  H^"^FJF 

F     y-v)  ^i^_^l^     D^^- 

V- 


')(  A)  =  - 


(4) 
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FJ       D2  \/,       D\       E^D 


Cette  condition  est  vérifiée,  puisqu'elle  exprime  que  la 

E 

droite—  =  k est  une  direction  d'axes  de  l'ellipse  S'. 

F  '^   ' 
Aux  deux  valeurs  de  1,   tirées  de  l'équation  (4),  cor- 
respondent donc  deux  cercles  passant  aux  foyers  imagi- 
naires de  S  et  contenant  l'un  les  foyers  réels,  l'autre  les 
foyers  imaginaires  de  S'. 

Les  deux  racines  de  l'équation  (4)  sont  manifestement 
réelles;  mais,  pour  que  les  deux  cercles  correspondants 
soient  réels,  il  faut  que  leurs  rayons  soient  réels,  en 
d'autres  termes,  que  l'on  ait 

A'—  €-■  >  O. 

Substituons  c  et  —  c  dans  'J(A),  nous  obtenons 


0(c) 

D          /  E2 

-+■ 

D2 

p-2 

-T-   c' 

A   -+-C2 

D 
F 

=  c    (c  + 

D\2 

-+- 

E2" 

F-. 

>o, 

0(— c 

D 

'(f 

■2            1)2 

i+Fi 

-f-  c-  j  -1-  c 

,  D 
F 

=  -"(- 

c  ^- 

D 

F 

h 

E2 
F2 

<o. 

Ces  résultats  montrent  qu'il  y  a  toujours  une  racine  de 
l'équation  (4)  comprise  entre  -h  c  et  —  c,  et  une  autre 
extérieure  à  +  c  et  — c. 

La  première  racine  donne  un  cercle  imaginaire,  c'est 
celui  qui  renferme  les  quatre  foyers  imaginaires  des 
deux  coniques,  et  l'autre  donne  un  cercle  réel. 

On  verra  de  la  même  façon   qu'il   y  a  un  troisième 


(     2.1l     ) 

cerck;  passant  aux  deux  foyers  réels  de  S,  aux  deux 
foyers  imaginaires  de  S',  et  ce  cercle  est  réel;  un  qua- 
trième cercle  passant  aux  deux  foyers  imaginaires  de  5, 
aux  deux  foyers  réels  de  S',  et  ce  cercle  est  réel. 

Ainsi,  les  quatre  cercles  dont  il  est  parlé  dans  l'énoncé 
ne  sonl  pas  tous  réels;  il  y  en  a  un  qui  est  imaginaire;. 

J(ei?ia/f/ue.  —  La  propriété  que  nous  yenons  de  dé- 
montrer résulte  immédiatement  de  ce  fait  que  S  est  un 
ceicle.  En  elfet,  puisque  les  tangentes  menées  de  chaque 
point  cyclique  à  S  et  S'  forment  un  faisceau  harmo- 
nique, les  deux  faisceaux  de  quatre  tangentes  issues  des 
deux  points  cycliques  sonl  homographiques,  et  les  points 
d'intersection  de  leurs  droites  homologues  appartien- 
nent à  vme  conique  passant  aux  points  cycliques,  c'est- 
à-dire  à  un  cercle.  Comme  on  peut  combiner  les  droites 
des  deux  faisceaux  de  quatie  manières  dilléxentes,  il  y  a 
quatre  cercles  passant  par  deux  foyers  de  S  et  deux  foyers 
de  S'. 

Les  centres  de  ces  quatre  cei't;les  étant  réels,  trois 
d'entre  eux,  qui  contiennent  des  loyers  réels,  sont  né- 
cessairement réels. 

4"  Pour  démontrer  plus  commodément  la  quatrième 
Partie,  au  lieu  de  rapporter  S  à  ses  axes,  nous  prendrons 
la  tangente  a' a  pour  axe  des  x,  la  normale  à  S'  pour  axe 
des  j',  et  nous  poserons  a' a  =  d. 

La  conique  S,  qui  est  tangente  à  a'jr  au  point  a  et  a 
sou  centre  sur  a'y^  est  définie  par  l'équation 

( S )  Au-  —  'J.E  diw  -^-  2E p  -^  F  =  o, 

et  la  conique  S',  tangente  en  «'à  ax,  a  pour  équation 

(S')  A'«2_;_  aD'a  H- 2E'f -f- F'=  o, 

ou,  en  coordonnées  ponctuelles, 

(S')     E'2.r2— 9,D'K'a7^-f-m'2—  \' V ) y^- — -i \' VJ  y  =:  o. 
Ann.  de  Malhéinat..  'h'  série,  t.  VIF.  Mrai  1S8S.)  iG 


(  ^4^  ) 

En  nous  servant  des  équations  tangentielles  des  deux 
coniques  S  et  S',  comme  nous  l'avons  fait  dans  la  pre- 
mière Partie,  nous  trouvons  pour  équation  de  la  co- 
jiicjue  S 

l  (AF'+ FA')j-2+2E(D'-+-F'^)^7  — 2EE'^2 
'  i  '    -4-  2  ME'dx  ^  -2 (AE'  +  EA'  -!-  D' E  d)j  =  o. 

Ou  voit  bien  qu'elle  passe  en  a  et  </'.  Pour  (pi'elle  soit 
un  cercle,  il  faut  que  l'on  ait 

(  A  F' H-  FA'  =  — 2EE', 
l   D'-4-  FV/  =  o; 

cette  dernière  condition  exprime  que  le  centre  de  S'  se 
trouve  sur  la  normale  en  a  à  la  conique  S.  L'équation 
du  cercle  (S)  devient  alors 

,       ,         AE'-hEA'+D'E^ 
(2)  x^^y^'—da7 ^^, y  =  o. 

Ecrivous  les  équations  (S')  et  (S')  comme  il  suit  : 

^(E'2.r  —  D'E'r)  =—y[(D'i~\'l'')y—D'E':r  —  ïA'E'], 

.           -                /          AE'-+-EA'-^D'Erf, 
^r(.F-d)  =  —  j^(r ^, j , 

et  combinons-les  par  division,  nous  obtiendrons  une 
conique  (H)  passant  en  b',  c',  d',  et  ne  contenant  plus  le 
point  rt', 

E'^j  — D'E'j-  _  (D'-^—  A'F'jj^— D'E'.r  — aA'E' 
^^  T  —  d         ~"  AE'+EA'+D'E^ 


EE' 


Les  coeflicients  de  x-  et  j  -  étant  égaux  et  de  signes 
contraires  dans  cette  équation,  II  est  une  byperbole 
équilatère.   Les  directions  asymptotiques  sont  délinies 


(  M^î  ) 

par  l'équalioii 

—  D'E'  m2  -L_  ,  E'2  —  D'2  ^  A'  F'  )  m  -^  D'E'  =  o. 

qui  montre  qu'elles  sont  parallèles  aux  axes  (Je  S'. 

Les  normales  en  b',  c',  ^'concourront  en  un  point  M, 
si  cette  hyperbole  équilatère  H  passe  au  centi-e  de  S'; 
car,  sous  celte  condition,  elle  peut  toujours  être  ideniifiée 
avec  une  hvperbole  aux   pieds    des    normales.  Or,  les 

E' 
coordonnées  du    centre  de   S',   d   et   jy^^  annulent  les 

deux  termes  du  premier  membre  de  (H);  il  en  résulte, 
comme  il  vient  d'être  dit,  que  les  normales  en  b\  c',  <J' 
se  rencontrent  en  M. 

Pour  avoir  la  position  du  point  ^1,  nous  couperons  1  hy- 
perbole H  par  la  droite  a:  =  i(l,  qui  est  la  normale  à  vS' 

aupoint(2<i,  2  y-,  rf  j ,  symétrique  de  «'  par  rapport  à 

son  centre  (f/,  T-!d\.  Les  lacines  de  l'équation  aux  or- 
données des  points  d'intersection  avant  pour  produit 
A  E'  , 

les    coordonnées   du   point    iNl  sont  ar/  et  -p-  On    voit 

qu'elles  ne  dépendent  pas  du  cercle  S,  mais  seulement 
de  la  conique  donnée  S. 

lieniarque.  —  2sous  avons  vu,  par-  la  condition 

que  le  centre  de  S'  se  projette  sur  aa  au  point  a\  les 
deux  coniques  S  et  S'  sont  donc,  l'une  par  rapport  à 
l'autre,  dans  les  mêmes  conditions,  et  le  cercle  S  est, 
pour  S,  un  cercle  de  Joachimstàhl,  comme  il  l'est  pour  S'. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  d'une  manière  analog;ue 
par  M>[.  Loj'e  et  Sentou,  par  .M.  le  capitaine  E.  Barisicn,  et  par 
M.   Paul  Danvin,  professeur  au  collège  de  IJeauvais. 
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SOLITIO^  DE  LA  QIESTIOX  PROPOSÉE  POIR  L'ADMISSION 
A  L'ÉCOLE  POLYTECIIMOIIE  E\   1887  ('); 

Pau  m.  E.  BARISIEN. 


1°  Soient  a  et  b  les  coordonnées  du  point  w  par  rap- 
port aux  axes  Ox  et  Or-  L'écpialion  de  la  droite  AojB 
est  de  la  forme 

(i)  y  —  b  =  jn{x  —  a). 

Celle  de  la  droite  perpendiculaire  ojCD  est 

{■?.)  r  —  h= (x  —  a). 

m 

L'équatiou  générale  des  coniques  tangentes  aux  points 
d'intersection  de  la  droite  AB  avec  le  système  des  deux 
droites  Ox  et  Oj  est  de  la  forme 

[j'  —  b  —  m(T  —  a)]-  —  ilxj"  —  o 
ou,  en  développant, 

V-  -+-  m^x'^  —  9.{m  -1-  ). )xy  -f-  liy  —  mx)( ma  —  b  ) 

-^{/na  —  è  )2  =  o. 

Exprimons  que  cette  conique  est  une  parabole  :  nous 
aurons  entre  )>  et  i?i  la  relation 

/??  f  2  />?  ~(-  X  )  =  o  ; 
d'où 

À  =  —  "ini. 

(')  Nouvelles  Annales.  3'  série,  t.  VI,  p.  32.'). 


(    ^4:->   ) 
L'équation  de  la  parabole  tangente  en  B  et  A  aux  axes 
Ox  et  O  7'  est  donc  en  fonction  du  seul  paramètre  tji, 

(  3  )       (y  -T-  nix )-  -r- 1  (y  —  mx ) ( ma  —  b)  -+-  ( ma  —  b )'-  =  o. 

L'équation  de  l'axe  de  cette  parabole  P  est  de  la  forme 

y  -î-  mx  +  ;jL  —  o, 

et  celle  de  la  tangente  au  sommet  de  la  forme 

my  —  j"  -f-  V  =  o, 

de  telle  sorte  que  l'on  peut  écrire  l'équation  de  la  para- 
bole de  la  façon  suivante 

( 4  )  ( y  ■+-  "î^  -^  !-^)'  =  '^ ?(  f'^y  —  ^  -^  ''  j) 

les  quantités  u.,  p,  v  restant  à  déterminer  par  ridentifi- 
cation  des  équations  (3)  et  (4)-  Cette  identification 
fournit  les  trois  relations 

;ji  —  mz  =  ma  —  b, 
a  m  -i-  p  =  —  m  (  ma  —  b). 
[i.-  —  2  pv  =  (  ma  —  b  )-. 

d'où  l'on  déduit  sans  difficulté 

,  ,    I  —  m- 

a  =  (  ma  —  b  ) , 

1  —  m- 

im(  ma  —  b  ) 

?  — ; ï — "' 

I  -+-  m- 

m (  ma  —  b  ) 

V  =   • 

I  -f-  m- 

Léquatioji  de  l'axe  de  la  parabole  (3)  est  donc 

(  5 1  r  -H  mx  -^  (  ma  —  b  ) =  o. 

Quant  ;"i  la  directrice,  comme  elle  est  perpendieulaiie 
à  Taxe  et  (ju'clle  passe  par  le  point  O,  [)uisque  les  tan- 


(  M6'  ) 

gi'iiUîs  issues  Je  ce  point  sont  rertangulaires,  son  équa- 
tion est 

(  0  )  m  y  —  j:-  =  o . 

En  clianceanl  dans  les  équations  (  5  )  et  (6)  m  en ■> 

on  obtiendra  Jes  équations  de  l'axe  et  de  la  directrice  de 
la  seconde  parabole  P'.  Ces  équations  sont  par  suite 

(  -)  m  y  —  X  -^[  nih  - 

pour  l'axe,  et 

{  8  1  y  -r-  mr  =  o 

pour  la  directrice. 

2"  Le  lien  du  point  de  concours  des  droites  (5)  et 
(6),  qui  sera  évidemment  le  même  que  le  lieu  du  point 
de  concours  de  (y)  et  (8),  s'obtiendra  en  éliminant  m 
entre  (5)  et  (6),  par  exemple.  La  valeur  de  m  tirée  de 
(fi)  et  portée  dans  (5)  conduit  à  l'équation 

(^--+-7-)-  =(-2^-  — J-)(«^  — 6j)- 

C'est  une  courbe  du  quatrième  degré,  fermée,  ayant 
un  point  triple  à  l'origine,  et  pour  tangentes  en  ce  point 
les  bissecirices  de  l'angle  des  axes  et  la  droite 

a 

3"  P(mr  avoir  le  lieu  du  point  de  concours  des  axes, 
il  faut  éliminer  m  entre  les  équations  (5)  et  (7). 

Pour  cela,  résolvons  d'abord  ces  équations  par  raj)- 
poit  à  X  etj)';  elles  deviennent 

\-?.inb  -4-  rtt  1  —  /n-  ij, 


nV-  f 
-—  \b(\  —  m-  )  —  i  ma  \. 


(i  -i-  m-  I- 
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On  en  déduit  les  relations 

(  i  —  /n2  )2 
X-  -^  V-  =  r-„  t  «-  -i-  '>    I- 

(  I  -4-  /«2  )2 

(7J^  -f-  6  K  =    , -^  (  a^  -+-  62  ), 

qni  mollirent  que  l'on  a 

X-  -T-  y-  =  itoc  -+-  by^ 

ce  qui  indique  que  le  lieu  demandé  est  le  cercle  décrit 
sur  0(.L)  comme  diamètre. 

11  est  à  remarquer  que  l'énoncé  parle  à  tort  d'un 
second  cercle,  comme  lieu  du  point  de  concours  des 
axes. 

4**  Déterminons  les  coordonnées  dn  foyer  par  celte 
condition  qu'il  est  le  pôle  de  la  directrice. 

L'équation  de  la  polaire  d'un  point  (.r,,  y^)  de  la  pa- 
rabole (3)  est 

X  [  m  (y  y  -+-  m  x^)  —  m  (  ma  —  b  )] 

-k- y  \yi  -r-  i)ix\  -I-  ?)ia  —  ^] 

-T- ( ma  —  b)( yi  —  m J"i  )  -H  ( ma  —  b  )-  ^o. 

Identifions  cette  équation  avec  l'équation  (6)  de  la  di- 
rectrice :  nous  avons  alors 

j'i  —  mxi  -T-  nia  —  Z*  =  o. 

nifjKi-t-  mT-y  —  ma  -!-  6]  _  Jl'i  -^  mx^  -\-  ma  —  b 
—  I  m 

Ces  deux  relations  peuvent  s'écrire 

jKi  —  mTi=  b  —  ma. 


m-  —  I 
ri  -h  fnx,  =  (ma  —  b  )  — ; ; 

m-  -+- 1 


d'où  l'on  déduit 


mima  —  b)  _       ma  —  b 

m'^  -4-1       '         -^1  ~        „j2  _j_  , 
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Telles  sont  les  coordonnées  du  ((>v(îi"  de  la  [)arabole  P. 
On  Irouverail  de  mèiue,  pour  celles  du  fojei"  de  la  pa- 
rabole P', 

a  -\-  nih  tn  (  a  ^-  mb  ) 

'         m'^ -i- 1  /«■--!- 1 

Par  suite,  on  a  pour  la  dislance  D  des  deux  foyers 

D2  =  (  .ri  —  Xi  )-  -i-  (ji  —y-i  )'  =  a-  h-  b-, 

ce  (jni  indi<|ue  que  cette  distance  est  constante  et   éi^ale 
à  Où). 


QlELQllES  «EMAROIES  GEOMETRIQIES  A  IMIOPOS 
DE  LA  QUESTION  PRÉCÉDENTE; 

Pau  un  Ancien  Élève  de  AIatiiématiques  spéciales. 


Le  pied  F  (_/%•  i)  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
O  sur  A13  est  le  foyer  de  la  parabole  P.  De  même  F'  est 
le  foyer  de  la  parabole  P'.  Celte  construction  des  foyers 
montre  c|ue  les  fojers  F,  F'  des  paraboles  P,  P',  lorsque 
AB  tourne  autour  de  (o,  appaitiennent  à  la  circonfé- 
rence 1  décrite  sur  O  to  comme  diamètre  ;  la  distanceVY' 
de  ces  fojers  est  égale  à  Oco,  c'est-à-dire  constante. 

Prenons  les  milieux  F,  E'  des  si'gments  A 13,  Cl)  :  la 
droite  OE  est  un  diamètre  de  P  et  OE',  un  diamèlre  de 
P'.  Les  droites  OE,  OE'  sont  à  angle  droit.  L'axe  de  P 
est  la  parallèle  FG  à  OE  cl  l'axe  de  P'  est  la  parallèle 
F'C  à  0¥J .  On  voit  tout  de  suite  que  les  axes  des  pa- 
raboles P,  P'  sont  à  angle  droit  ^  le  point  fie  rencontre 
(r  de  ces  axes  appartient  à  la  circonférence  L 

J^es  directrices  des  parabolt;s  passent  pai-  le  point  O, 
(pii    est    le    sommet   d'angles    droits   circonscrits    à    ces 


(  '^49  ) 
rouibc's.  i^a  direcli'ice  de  P  est  OE'  perpendiculaire  à 
Vu\i'.  F(i  et  laditectrice  de  P'  <;st  OE  perpendiculaire  à 
l'axe  F'G.  Les  points  de  rencontre  des  directrices  avec 
les  axes  sont  alors  les  projections  H,  H'  de  O  sur  les  axes 
FG,  F'G;  donc  :  le  lieu  des  points  de  /encontre  des  axes 

Fig.   I. 


et  des  directrices  est  la  podaire  de  O  par  rapport  à  l'en- 
veloppe des  axes  de  P  et  de  V . 

Occupons-nous  de  cette  enveloppe,  i^'axe  FG  et  la 
droite  FB  sont  également  inclinés  sur  Ojc,  de  même  pour 
F'Get  FD. 

La  courbe  enveloppe  des  axes  est  donc  l'enveloppe  de 
droites  partant  des  extrémités  de  cordes  de  f ,  issues  de 
(0,  et  qui  l'ont  avec  O x  des  angles  respectivement  égaux 
aux  angles  de  ces  cordes  avec  cette  droite. 
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Si  l'on  fait  tourntT  coF  d'un  certain  angle  autour  de 
(ji,  la  droite  FG  tourne  d'un  angle  égal.  La  mesure  de  ce 
dernier  angle  est  la  moitié  de  l'arc  parcouru  par  (i 
diminué  de  la  moitié  de  l'arc  parcouru  par  F.  L  angle 
(jue  décrit  la  corde  coF  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc 
parcouru  par  F.  En  égalantces  deux  mesuies,  on  voit  que 
l'arc  parcouru  par  Ci  est  double  de  l'arc  parcouru  par  F. 

Par  suite,  V enveloppe  des  axes  des  paraboles  est  une 
hjpocycloïde  à  trois  rebroussements  circonscrite  à  la 
circonférence  I. 

Lorsque,  en  vertu  du  déplacement  de  l'axe  FG,  les 
j^oinls  F  et  G  sont  venus  se  confondre  en  L,  l'arc  GL  est 
égal  à  deux  fois  l'arc  FL  \  de  même  poui-  L',  l'arc  GOL' 
est  égal  à  2  FL'. 

Relativement  à  l'axe  F'G,  que  l'on  déplace  de  façon 
que  F'  et  G  viennent  se  confondre,  on  a  \J'  tel  que  l'arc 
G"L"est  égal  à  aF'L"  et  aussi  le  point  U  tel  que  l'arc 
G to L'est  égal  à  2F'  L'. 

Il  est  donc  facile  de  construire  les  points  L,L',L"  qui 
sont,  comme  nous  allons  le  voir,  les  points  de  contact  de 
l'hypocycloïde  avec  1  (^)- 

Appelons  iM  le  point  où  FG  touche  son  enveloppe  et 
d'^  l'angle  infiniment  petit  dont  tourne  tu  F  autour  de  to. 
Elevons  en  !M  la  pei'pendiculaire  à  1MF5  cette  droite  ren- 
contre en^  etyies  rayons  GI,  FI  de  la  circonférence  L 

L'arc  parcouru  par  G,  pour  undéplacementinûniment 
petit  de  FG,  est  égalàG^^^cs;  de  même  l'arc  parcouru  par 
F  est  égal  à  Ffd^.  Mais  le  premier  de  ces  arcs  est  double 
de  l'autre  :  donc  G^  =  '-^-^f- 

Les  triangles  g' INI  G,  /"Al  F  étant  semblables,  on  a  alors 


(')  On  détermine  aussi  L,L',  L"  en  partageant  en  trois  parties  égales 
les  arcs  sous-tendus  par  les  cordes  OR.  OT  perpendiculaires  à  Ox, 


(  "'  ) 

aussi  MG  =  2MF.  Cela  montre  que  l'on  obtient  le  point 
M  oh  FG  touche  son  enveloppe  enprolongeant  GF  de  sa 
propre  longueur. 

J)'après  cela,  lorsque  la  corde  FG  devient  la  tangente 
en  L  à  I  le  point  L  est  le  point  de  contact  de  l'hjpo- 
cjcloïdcavecl.  De  même  pourL'  elL".  La  construction 
deL,L', L"  montre  facilement  que  ces  points  sont  les 
sommets  d'un  triangle  équilatëral  ('). 

Si  la  dioite  telle  que  a\B  menée  par  w  fait  avec  les 
axes  un  triangle  isoscèle,  la  perpendiculaire  abaissée  sur 
cette  droite  est  l'axe  de  la  parabole  correspondante.  Cet 
axe,  bissectrice  de  l'angle  xo/,  est  l'une  des  tangentes 
menées  de  l'origine  à  l'iiypocycloïde.  L'autre  bissectrice 
de  l'angle  xoy  est  une  autre  tangente  à  cette  courbe.  La 
troisième  tangente  est  la  droite  symétrique,  par  rapport 
aux  axes,  de  la  droite  0(o. 

La  perpendiculaire  élevée  du  point  O  à  cette  dernière 
droite  est  tangente  en  O  à  la  podaire  de  ce  point  par 
rapport  à  l'hypocycloïde.  Les  deux  autres  tangentes  en  O 
à  cette  courbe  sont  aussi  les  bissectrices  des  angles  des 
axes. 

Puisque  le  lieu  des  points,  tels  que  G,  point  de  ren- 
contre des  axes  FG,  F'G,  est  la  circonférence  I,  on  peut 
dire  :  la  circonférence!  est  le  lieu  des  sommets  d' angles 
droits  circonscrits  à  l'hjpocycloïde  à  trois  rebrousse- 
ments. 

On  peut  ajouter,  en  s'appuyant  sur  la  construction  du 
point  AI,  que  les  cordes  de  contact  de  ces  angles  droits 
ont  leurs  points  milieux  sur  la  circonférence  L 

La  tangente  en  M  à  l'Iiypocjcloïde  rencontre  I  de  ta- 


(')  Les  points  L,  L,  L"  répondent  à  cette  question  :  déterminer  un 
point  L  tel  que  la  corde  i>i\.  et  la  tangente  en  L  à  l  soient  éga- 
lement inclinées  sur  Ox. 
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çon  que  FiM  =  GF,  et  cela  coiistaimneut  lorsqu'on  dé- 
place FG;  de  là  résulte  que  le  centre  de  courbure  de 
l'hypocycloïde  à  trois  rehrousseinents  s'obtient  en  pro- 
longeant gf  de  sa  propre  longueur . 

Ou  encore,  puisque  g" M  est  double  de  M/  :  ce  centre 
de  courbure  s'obtient  en  prolongeant  MJ^de  trois  fois 
sa  longueur. 


SOLUTION'  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE  M   PHILOSOPHIE 
AU  CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1884; 

Pau    m.    Gaston-Henri    NIEWENGLOWSKI, 

Élève  de  Philosophie  au  lycée  Louis-le-Grand 
(classe  de  M.  Ligniéres). 


Étant  donnés  un  triangle  ABC  {fig-  i)  et  une  droite 
L  (/ui  nest  pas  située  dans  le  plan   du  triangle,   on 


Fis.  I- 


joint    aux  points   I),    C  ////  point  quelcompie  \)  de  la 
dioite  L,  de  nianicre  à  former  un  (pi(idrilatcre\)V)ki\ 
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dont,  les  côtés  ne  sont  pas  nécessni/enie/it  dans  un  même 
plan  : 

I  °  Démontrer  que  le  quadidlatère  (jui  a  pour  sommets 
les  milieux  des  côtés  du  quadrilatère  DBAC  est  un  pa- 
rallélogramme ; 

oP  Etudier  les  variations  de  la  surface  de  ce  paral- 
lélogramme; 

3°  T'rouvcr  la  position  que  le  point  D  doit  occuper 
sur  la  droite  L  pour  que  le  parallélogramme  soit  un 
rectangle  ou  un  losange  ', 

4"  Examiner  si  le  parallélogramme  peut  devenir  un 
carré. 

i"  Soient  M,  jN  ,  P,  Q  les  milieux  des  côtés;  les 
droites  iMN  et  PQ  étant  toutes  deux  parallèles  à  BC  et 
égales  à  la  moitié  de  BC,  le  quadrilatère  MJNPQ  est  un 
parallélogramme. 

2"  Si  nous  prenons  MN  pour  base,  en  abaissant  Pil 
perpendiculaire  sur  MN,  l'expression  de  la  surface  sera 
S  =  MN  X  PH. 

La  longueur  de  la  droite  PH  variant  seule  avec  la  posi- 
tion du  point  D  sur  L,  les  variations  de  la  surface  sont 
proportionnelles  à  celles  de  PH.  Par  le  point  A  menons 
la  parallèle  R  à  BC,  et  abaissons  DI  perpendiculaire 
sur  R.  Les  deux  triangles  PMH  et  DAI  rectangles  en  H 
et  en  L  et  ayant  leurs  angles  aigus  en  M  et  en  A  égaux 
(côtés  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens)  sont  sem- 
blables et  donnent 

PH  _  PM  _  I 
DJ   ~  DÂ  "  à  ' 

ce  (pii  montre  que  les  variations  de  PH,  et  par  suite  de 
S,  sont  ])roportionnelles  aux  variations  de  \)\. 

II  est  facile  de  voir  rpie  la  surface  S  n'a  pas  de  maxi- 
mum. 
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IJIe  seia  maximiiiu  quand  1)1  sera  peifxjiidiciilairc  à 
la  fois  sur  L  et  sur  R.  Dans  le  cas  où  la  droite  I.  est  pa- 
rallèle au  plau  du  triangle  AlîC,  la  perpendiculaire 
commune  est  aussi  perpendiculaire  au  plan  du  triangle 
ABC. 

IJans  le  cas  où  L  est  parallèle  à  V\,  Dl  est  constant  et 
la  surface  est  aussi  constante,  quelle  que  soit  la  position 
du  point  D;  dans  ce  cas,  le  pajallélograinnie  s'allonge 
indéfiniment. 

Enfin,  lorsque  la  droite  J^  se  confond  avec  la  droite  15, 
il  est  facile  de  voir  que  les  quatre  points  xM,    IN,    P,   O 


h  m;.    2. 


sont  en  ligue  droite  et  S  prejid  alois  une  valeur  nulle 

{fcg.2). 

Jl  en  est  de  même  quand,  la  droite  L  coupant  la  dioite 
11,  le  point  ])  prend  la  position  de  leur  intersection. 

3"  Le  parallélogramme  MJNPQ  sera  un  rectangle 
quand  il  aura  un  de  ses  angles  droit,  PMN  par  exemple. 
INIais  alors  Pli  se  confbndia  avec  PAI,  et  par  suite  DI  se 
confondra  aussi  avecDA.  J.a  position  du  point  1)  s(Ma 
donc  donnée  par  l'intersection  de  la  droite  L  et  du  plan 
mejié  par  A  perpendiculairejuent  à  il. 

Le  parallélogiaujnie  MlNl^Q  sera  nu    losange   rpiand 
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les  diagonales  ])A,  BC  du  (juadrilatère  priniitit  seront 
égales.  Pour  avoir  la  posilion  du  point  D,  on  décrira  du 
point  A  comme  centre  avec  AD  =  BC  une  splière  qui 
coupera  L  en  D  et  D'  ou  en  JJ,  ou  ne  Ja  coupera  pas. 
Selon  que  le  rayon  AD  ou  RC  sera  supérieur,  égal  ou 
inférieur  à  la  longueur  de  la  perpendiculaire  AR  abais- 
sée du  point  A  sur  L,  on  aura  2,  i  ou  o  solutions. 

4"^  Pour  que  le  parallélogramme  AI^PQ  soit  un  cairé, 
il  faut  qu'il  soit  à  la  fois  un  losange  et  un  rectangle. 
Le  point  D  devra  donc  être  : 

i"  Sur  la  droite  L  et  sur  le  plan  mené  par  A  perpen- 
diculairement à  L; 

2°  Être  tel  que  DA  =  BC. 

Sa  position  sera  donc  donnée  par  le  j)oint  de  rencon- 
tre de  la  droite  L  et  du  cercle  décrit  dans  le  plan  mené 
par  A  perpendiculairement  à  l..  du  point  A  comme 
centre  et  avec  un  rayon  AI)  =  BC.  Selon  que  la  droite 
L  coupera,  louchera  ou  ne  rencontrera  pas  le  cercle 
AD,  il  y  aura  2,  i  ou  o  positions  du  point  D  répondant 
à  la  question. 


COXCOIRS  GENERAL  DE  1887. 


Philosophie. 


1.  On  donne  trois  points  A,  B,  G  en  ligne  droite,  le  point  G 
sur  le  prolongement  de  AB.  Par  les  deux  points  A  et  B  on  fait 
passer  un  cercle  quelconque,  auquel  on  mène  du  point  G  deux 
tangentes,  qui  le  touchent  aux  points  M  et  N.  On  demande  le 
lieu  du  milieu  de  la  corde  MN  quand  on  fait  varier  le  rayon  du 
cercle  qui  passe  par  les  points  A  et  B. 

2.  On  donne  une  demi-circonférence  décrite  sur  AB  comme 
diamètre.  Une  perpendiculaire  au  diamètre  AB  rencontre  ce 
diamètre  en  G  et  la  demi-circonférence  en   D;    sur   cette    per- 


(   :>.5(:i  ) 

|)t;n(liciilaire,  on  jnend,  à  [)arlir  du  point  C.  dans  le  sens  CD, 
une  longueur  CK  égale  à  AG,  et  on  joint  les  points  D  et  E 
au  point  A  et  au  point  B.  On  demande  de  déleiininer  la  posi- 
tion du  point  G,  de  façon  que  le  rapport  du  volume  engendré 
par  le  quadrilatère  ADBE,  en  tournant  autour  de  AB,  à  la  somme 
des  volumes  de  deux  sphères,  qui  ont  pour  diamètres  lune  xVG, 
l'autre  GB,  soit  égal  à  un  nombre  donné  X.  Discuter. 

Seconde. 

1.  Dans  deux  plans  parallèles  P  et  Q,  on  trace  deux  droi- 
tes AB  et  CD  non  parallèles,  et  on  considère  le  tétraèdre  qui 
a  pour  sommets  les  extrémités  de  ces  droites.  Démontrer  que, 
si  les  droites  AB  et  GD  se  déplacent  dans  les  plans  P  et  Q  en 
conservant  une  direction  et  une  longueur  invariables,  le  volume 
du  tétraèdre  demeure  constant. 

2.  Une  pyramide  régulière  a  pour  base  un  carré;  la  somme 
de  l'apothème  de  cette  pyramide  et  du  côté  de  sa  base  est 
égale  à  «,  enfin  sa  surface  totale  est  égale  à  m-.  Trouver  le 
côté  de  la  base,  la  hauteur  et  le  volume  de  celte  pyramide. 
Discussion. 

On  appliquera  les  formules  au  cas  où  a  =  5'"  et  m  =  ,\"\ 

Troisième. 

1.  Soit  un  quadrilatère  ABGD  rectangle  au  point  B  et  dont 
les  trois  sommets  A,  B,  G  sont  invariables;  le  quatrième  som- 
met D  est  assujetti  à  la  seule  condition  que  l'angle  BDG  soit 
toujours  égal  à  un  angle  donné  de  grandeur  a.  Pour  chacune  des 
positions  que  peut  occuper  le  point  D  dans  le  plan  du  quadrilatère, 
on  divise  le  côté  correspondant  AD  dans  un  rapport  déterminé, 

3  ,        ,      .  ,  .    AiM        3 

-  par  exemple,  c'est-à-dire  de  telle  sorte  qu'on  ait  -,-=r  =  -  ■, 
7  MD        7 

et,  sur  AM,  on  construit  un  triangle   équilatéral.   On    propose 

de  trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  à  chacun  des 

triangles  équilatéraux  ainsi  obtenus,  et  de  construire. 

2.  Calculer,  à  un  demi-centimètre  près,  le  côté  d'un  carré 
ayant  même  surface  qu'un  octogone  régulier  inscrit  dans  un 
cercle  de  35""  de  ravon. 


(.  ^^:  ) 

SIU  LA  POTENTIELLE  TRIWGILAIRE; 

Pak  m.  E.  CESARO. 


Soient  x\,,  Ao,  A3  les  sommets  d'un  triangle,  dans 
l'ordre  où  ils  sont  rencontrés  par  nn  mobile,  qui  par- 
conrt  le  j)érimètre  en  laissant  le  triangle  à  sa  gauche. 
Soient  ji.|,|j.o,  >j.i  les  coordonnées  barycen triques  d'un 
point  P.  Si  X,,  7  ,•  sont  les  coordonnées  de  A,,  par  rapport  à 
deux  axes  orthogonaux,  issus  de  P,  on  a  par  délinition 

(i)  V[^,.r,=  o. 

(2)  ^!'^a'/=o- 

les  sonnues  devant  être  étendues  aux  indices  i,  2,  3.  Le 
double  de  l'aire  du  triangle  étant 

(  3  )  ^(^ijs—  -r-iVi  )  =  «  - , 

on  déduit  de  (i)  et  (2) 

I-*-!  _  ,'-'■2  IM  I 


(4) 


^■2j':i~^  -f-ij'l  •î^":ij'l—  -^ij'.)  ■''ljî^-fl,)i  a- 


!ji.,,  tjio,  ;j.3  représentent  donc  les  rapports  des  aires  des 
triangles  PAo  A3,  P  A3  A,,  PA,  Ao,  à  l'aire  de  A,  Ao  A3. 
Rappelons,  enfin,  que  l'élément  linéaire,  en  coordonnées 
barycentiiques,  estd(?nnépar  la  lormule 

(  5  )         c/i-i  =  a- (  cot  Al  dij.'j  -i-  cot  A-,  d\x\  -t-  cot  A.j  d<±\  ). 

Supposons  (jue   les  coordonnées  barycen  triques  de  P 
dépendent  d'un  paramètre  11.  Lorsque  celui-ci  varie,  le 
point  considéré  décrit  une  ligne  (  P).  Si  l'on  orend  comme 
Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  VII  Mnin   1888).  17 


(  uSS  ) 
axes  la  tangente  et  la  normale  à  (P),  en  P,  les  dérivées 
des  coordonnées  de  A;,  par  rapport  à  l'arc  5,  sont 


(6) 


n—p 


Gela  posé,  remarquons  que  l'on  a 

(7)  ^^  =  1'  ^[^î  =^[^ï  =•••=  o, 

et  différenlions  les  égalités  (1)  et  (2),  en  tenant  compte 
de  (6).  Il  vient 

(8)  ^iJ.'iXi=i, 

(9)  ^l^'iJi  =  o; 
puis,  par  une  nouvelle  dérivation, 


(10) 

(•0 
Posons 


V  1^/  a?i  =  o, 


IXi  [^1  (Uj 
!-^2  M-2  ^i2 
\J-3       H-3        P-3 


11  est  évident,  à  cause  de  (7),  que 

(12)     A  =  [i.',  p.';  —  |i.3  [J.2  =  [i.'3  |j.';  _  li'j  ixl  =  [X'i  [J.'^  —  i^',  IX'[  . 

Cela  étant,   les  formules  (i)  et  (lo)donnent,  en  ayant 
égard  à  (8), 


(i3) 


^1 


^3 


i^2  f^3  —  [^3  lJ-2  l^Sl-l-l  —  IM1^3  !-ll  H-2  —  |-«-2  [^1  ^ 

De    nuMiie,    les   égalités   (2)  et   (y)    donnent,   en  ayant 


(    2J9     ) 

«'•-a  1(1  à  (il), 

(.4)        —r^ r   =  —r^ ,=   —^ ,-   =  4. 

Il-,  1JL3  —  a;j  ^2         j-irj  [-«•(  —  [J-i  \J-i         \J-\  ;j-2  —  \'i  y- 1         p-^ 

Les  Ibrinules  (12),  (iH),  (i4)  ft)'it  connaili-e  les  mi- 
neur-s  de  A  :  elles  nous  disent  que  le  réciproque  de  ce 
déleruiiuaiit  est,  en  vertu  de  (3), 


A     .TiA     r,  pA  I 
A     X.2  A     Ka  ?^ 


a^oA». 


Oji  sait,  d'autre  part,  que  le  réciproque  en  question  est 
égal  à  A-.  Donc 

(i5)  a-  p\  =  I. 

JNous  avons  là  une  i-elation  entre  p,  «,  n'  ;  car,  si  l'on  pose 

rl'j-i  d-  Ui 

'         da  du  - 

d'jLt  d-  1x5 

'  "      dn  dn- 


o{  n) 


1-^3 


r/uj      d^  [jLj 
d/i       dn- 


il  est  évident  (jue 

(16)  \  =  n'^o(n). 

D'autre  part,  si  1  on  fait,  pour  abréger, 


cot  A.> 


('7)  'i'(-)=v/(^)'-^-^'^(^j'^----v^ 

on  a,  d'après  (5), 

(18)  an'  <li{n)=  i; 

puis,  par  substitutions  successives  dans  (16)  et  (lo), 

(19)  ?  =  "^-^- 


col  A  ., 
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En  outre,  l'intégration  de(i8)  nous  donne 

(  -20  )  .V  =^  a  I  <l  (/i  )  cfn . 

L'élimination  de  ?i  entre  (19)  et  (20)  conduit  à  l'équa- 
tion intrinsèque  de  (P). 

Lorsque  les  coordonnées  barycentriques  de  P  sont 
proportionnelles  aux  /z"^'"^^  puissances  des  côtés  corres- 
pondants, la  ligne  (P)  prend  le  nom  de  potentielle  trian- 
gulaire. Cette  courbe  a  été  étudiée  par  MM.  Faure,  Le- 
moine,  Brocard,  de  Longchamps.  Nous  allons  l'étudier 
à  noire  tour,  en  établissant  par  la  géométrie  intrin- 
sèque quelques  propriétés  connues  et  beaucoup  d'autres 
nouvelles. 

Evidemment,  la  courbe  dont  il  s'agit  n'a  pas  de  points 
hors  du  triangle,  tant  que  7i  est  réel.  Elle  contient  tou- 
jours le  barycentre  du  triangle,  le  centre  du  cercle  in- 
scrit, le  point  de  Lemoine,  les  sommets  opposés  au  plus 
grand  et  au  plus  petit  côté,  etc.  A  ces  points  corres- 
pondent respectivement,  pour  n,  les  valeurs  0,1,  2,  co, 
—  00,  etc.  C'est  ce  que  l'on  vérifie  sans  peine  en  obser- 
vant que,  dans  le  cas  actuel, 

.„•>  j:^  ^  ii2  ^  1^3  ^ I 

^      '  c'I         c'I         c'-l         c'{  -h  c'.i  -+-  C'3'  ' 

c,  étant  la  longueur  du  côté  opposé  à  A,. 
Si  l'on  pose,  pour  abréger, 


1  = 


2^;'-         'îi=^c';\ogCi.         7=2c;Mog=c,-. 


on  a 


(2-2)        «2  IJ^   =  (alogc,^  ^)c',S 

(23)       «•''^  =  f(«logc,-p)2-f-!i2-a-;lr','. 


(  '-^«^  ) 


Par  suite. 


d'où 

(24)  o(n)  =  X ^^^ , 

pourvu  que  l'on  pose 


I  alogCi — 3  (alogci— p  )2-i- [3-— ay 
I  alogCo — ^  (alogco — ^j'-l- S- — ay 
I     alogcs — ^     Calogcs — ^)--(-3- — ay 


X 


J) 


e  même,  si 


C.2 

.  =  log-, 


I      logcj     log^  Cl 

I        IugC2       log-Co 

I     logCa     logées 
z-y  =  losr  -  -  > 


£3  =  log  — 
^  "  c. 


et 

(25)  H2=2(£2CT"-S3C3«)2cOtAi, 

la  relation  (17)  donne 

(.6)  W(n)=U^^^^^. 

■X- 

Cela  étant,  les  formules  (19)  et  (20)  deviennent,  en 
vertu  de  (24)  et  (26), 


(27) 
(28) 


?   =    ^(^1^2^3)2"   (-  j     . 

r,  ,     H  du 

s  =  a  I  (ciCoCi)"-     ^, 


L'élimination  de  «  entre  (27)  et  (28)  donnerait  l'équa- 
tion intrinsèque  de  la  potentielle  triangulaire.  Si 
Cf^Co^Csjla  potentielle  s'étend  depuis  A3  jusqu'à  A|, 
à  l'intérieur  du  triangle,  lorsque  fi  varie  de  —  co  à  -f-  oo. 
Pour  voir  comment  se  comporte  la  courbe  aux  environs 
de  ses  extrémités,  il  sullit  de  voir  ce  <|ue  devient  (27) 
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pour  des  \aleiirs  de  //,  iiidéliiiiiiieiit  grandes  eu  valeiu- 

absolue.  On  remarquera  d'abord  que  y.c'"'  croit  toujours 

/ci\"  .    /c^\" 

à  l'iulinj,  asyinptoliquement  à  (  —  1    ou  a  f  — j   ?  suivant 

que  71  est  positif  ou  négatif.  La  discussion  de  M,  au 
moyen  de  (^5),  montre  ensuite  que  le  second  membre 
de  (l'j)  tend  à  prendre  une  des  formes 

la-  y '-i '■-.)/  /.a-  Va '-■:■/ 

suivant  que /z  est  positif  ou  négatif,  c'est-à-dire  suivant 
que  le  point  V  tend  vers  A,  ou  vers  A3.  Soient  /•  et  R  les 
valeurs  de  p  en  ces  points.  Si  cl<^Ci  C3,  on  a,  d'après  (29), 
;■  ==  0,  Pl  =  ce.  Si  c'I  >>  c,  C3,  on  a  /•  =  ce,  R  =:  o.  Il  y  a 
donc  deux  classes  de  triangles,  bien  distinctes  au  point 
de  vue  de  leurs  potentielles.  Ces  classes  sont  nettement 
séparées  par  les  triangles  dont  les  côtés  sont  en  progres- 
sion géométrique,  et  qu'on  appelle  triangles  moyens.  En 
effet,  pour  c'i  =  c,  C3,  les  expressions  (29)  deviennent 

(Mc,r       ,,    (^ic,)^ 

A  a-  Art- 

En  outre,  dans  le  cas  actuel. 


I  î. 


Par  suite,  les  formules  (3o)  donnent,  aux  signes  près, 

■2  a-  ia- 

Ainsi,  dans  tout  tiiangle  moyen,  les  courbures  de  la 
potentielle,  aux  extrémités  du  côté  moyen,  sont  propor- 
tionnelles aux  cubes  des  côtés  opposés.  On  peut  encore 
écrire 

/?,  étant  la  hauteur  issue  de  A,.   Cela   donne   lieu  à   une 
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construcliou  forl.  simple.  On  remarquera  queJa  moveniie 
géométrique  des  diamètres  des  cercles  osculateurs,  aux 
extrémités  de  côté  moyen,  est  égale  à  la  distance  de  ce 
côté  à  l'orlliocentre. 

Afin  de  connaître  la  direction  de  la  courbe,  en  chacun 
de  ses  points,  il  convient  de  reprendre  les  formules  (i4), 
qui  deviennent,  en  vertu  de  (i5)  et  (i8), 


à{n)  V"'    du         f^"  dfTJ' 

Dans  le  cas  de  la  potentielle,  ces  formules  donnent,  aux 
signes  près, 

(il)  ri     ^     r^     ^    y^     ^  ^ 

^        '  £iC7«  EoCa"  S3C3«  h' 

pourvu  que  l'on  ait  égard  aux  formules  (21),  (22),  (26). 
Si  n  croit  indéfiniment,  en  valeur  absolue,  on  a,  en  vertu 
des  considérations  asymptotiques  indiquées  précédem- 
ment, 

yi=^—\\m\-\  ou  yi=  Iim    -      , 

£3^3  \Ci]  •"  £iCi  \Cil 

suivant  que  n  est  positif  ou  négatif.  II  en  résulte 

^1=0,         jK2  =  o,         jK3=—  =A3,         en  A,; 

.r3=o,        J>'2=o,        j)-,=  —  =/t,,         en  A3. 

La  potentielle  touche  donc  les  côtés  extrêmes  du  tri- 
angle aux  extrémités  du  côté  moyen.  Elle  se  dirige  paral- 
lèlement à  ce  côté  lorsque  7  ,  =j)'3,  c'est-à-dire  d'après 
(.^i),  pour 

En  particulier,  pour  les  triaugles  moyens,  ;/=o,  ce 
qui  définit  le  barycentre. 
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On  doit  èlre  cmieux  de  conuaiire  la  ualure  de  la  po- 
tentielle dans  les  triangles  mo_^ens.  Dans  ce  Lut,  remar- 
quons que  l'on  a  identiquement 

>  £ilogCi=o,         d'où         c^ic-.^cf»  =  I. 

jad  1       -      -s 

Par  suite,  les  formules  (.ii)  donnent 

(32)  fJ.Sj.  [X|2  j^S,  =  I  . 

Telle  est  l'équation  barycentrique  de  la  potentielle. 
Elle  devient,  pour  les  triangles  moyens,  |j/^ -1=  u.,  Uj. 
C'est  une  équation  homogène,  du  second  degré,  qui  re- 
présente donc  une  conique.  Bien  entendu,  la  courbe  doit 
être  limitée  à  l'arc  intérieur  au  triangle  5  mais  nous  ver- 
rons que  l'arc  extérieur  fait  également  partie  dn  lieu,  à 
la  condition  d'admettre  pour  n  des  valeurs  imaginaires, 
convenablement  choisies. 

Il  y  aurait  une  intéressante  transformation  à  étudier 
dans  le  plan.  Soit  qi  la  longueur  du  segment  intercepté 
sur  unedroite  D,  a  paitird'uu  point  Q,  par  le  côté  opposé 
à  A,.  Déteiminons  Q  de  manière  que 

'/i  ^  72  "^  73  ~ 

La  droite  D  se  mouvant  dans  le  plan,  soit  P  le  point 
où  elle  touche  son  enveloppe.  Par  rapport  à  la  tangente 
et  à  la  normale  à  (P),  en  P,  les  coordonnées  de  Q  sont 
faciles  à  calculer  ;  l'ordonnée  est  nulle,  et  l'abscisse  est 
donnée  par  l'équation 


pi  —  x       Pi^-r        P:i  —  -f 
(pii  est  vérifiée  par  une  seule  valeur  (inie  de  .v,  à  savoir 


:±  +  n  _.  i_\  =  ^ 

Pi     Pi     Pi 


(  .65  ) 
Les  quanti  tes  p  représentent  les  abscisses  à  l'origine 
des  côtés  du  triangle  fixe.  Connaissant  les  coordonnées 
de  Q,  il  serait  facile  d'étudier,  par  les  méthodes  intrin- 
sèques, la  correspoadance  deslignes  (P)  et  (Q ).  Ici  nous 
nous  bornons  à  faire  observer  que  la  [)Otentiellc  triangu- 
laire coïncide  avec  sa  transformée.  En  effet,  pour  que, 
sur  \),  Q  coïucide  avec  P,  il  faut  que  l'on  ait 


(33) 
D'ailleurs, 


a-  uLi                                   a'  ;jLo 
Pi= '  Pï  = -■> 

J'2  — J'3  J'3  — J'I 

et  la  dérivation  des  formules  (4)  donne,  en  vertu de(6), 
de  sorte  que 

cl   ,  I 

■y    log  l±i= 

Coiiséquemment,  l'égalité  (33)  se  change,  par  intégra- 
tion, en  (32),  pour  une  valeur  convenable  de  la  con- 
stante arbitraire.  Pour  les  triangles  moyens  la  relation 
(33)  exprime  que  le  segment  intercepté  par  les  côtés 
extrêmes,  sur  toute  tangente  à  la  potentielle,  est  par- 
tagé harmoniquement  par  le  point  de  contact  et  par  le 
point  de  rencontre  avec  le  côté  moyen.  Cette  propriété 
est  évidente,  si  l'on  réllécliit  que  la  potentielle  étant, 
dans  le  cas  actuel,  une  conique,  le  côté  moyen  est  la  po- 
laire du  côté  opposé. 

La  potentielle  peut  se  prolonger  au  dehors  du  tri- 
angle pour  des  valeurs  iuiaginaires  de  /^.  Changeons  n 
en  II  H-  k  y/ —  i ,  et  voyons  ce  qu'il  faut  pour  que  les  coor- 
données 7.  restent  réelles.  Si   ii  et  to  sont  le  module  et 


OJ 
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l'argument  Je  a,  on  a,  d'après  (21), 

oj,- étant  l'arguinenl  de  cy~^.  il  en  résulte  que  oj, 
doit  être  un  multiple  de  t..  Soit  w, —  (o  =  ///,",  et,  pai 
suite, 

c'est-à-dire 

[-I1  _  1-^2  _  1-^3 


(34)    ■  ^       ^       '       ^ 


(—  ij'".  c'l-^(  —  I )'":••  c'a'-f-^—  I)' 


On  peut  toujours  supposer  que  tous  les  nombres  //i 
soient  pairs,  ou  qu'un  seul  d'entre  eux  soit  impair.  Dans 
le  premier  cas,  on  retombe  sur  les  équations  (21)  :dans 
le  second,  on  n'a  qu'à  changer,  dans  ces  équations,  le 
signe  de  Uv,  m.,  étant  impair.  Le  point  Q,  représenté  par 
les  équations  (34)^  fst  alors  dans  une  relation  simple 
avec  le  point  P,  représenté  par  (2:).  Ces  points  sont  sur 
une  droite  issue  de  Av,  et  ils  divisent  liarmoniquement 
le  segment  de  cette  droite,  intercepté,  à  partir  du  sommet, 
par  le  côté  opposé.  Jl  nous  reste  à  connaître  la  valeur  de 
V.  Remarquons,  dans  ce  but,  que  (o,  ne  diffère  pas  de 
/rlogc/,  et,  par  suite, 

/lEi  =  W2— W3  =  (ma— ^3)7:,         

Il  faut  donc,  avant  tout,  que  les  nombres  t  aient  entre 
eux  des  rapports  comniensurables.  Si  cela  a  lieu,  on  peut 
trouver  trois  nombres  entiers,  /"i,  z^,  /'a,  premiers  entre 
eux,  tels  que 

et  l'on  a 

ri  l'n  r^  iT 

nin — /y/ n         ///:i — //'i         nt  \  —  iii-i         Ai 
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Un  seul  des  nombres  ;•  est  pair  :  e'est  i\,.  Lorsque  les 
rapports  mutuels  des  nombres  s  sont  commensurables, 
il  existe  entre  les  côtés  du  triangle  une  relation  de  la 
forme 

(35)  C'j>C'^3=  c^^-t-'-a. 

On  a  donc  v  =  2  lorsque  /•,  et  /'a  sont  impairs  :  v  =  1 , 
pour  /',  pair  et  7-3  impair  :  v  =  3,  pour  /',  iuipair  et  /'s 
pair.  Ainsi,  l'indice  v  est  connu,  dès  que  la  relation  (.^5) 
est  donnée. 

Lors  donc  que  la  détermination  des  nombres  r  est  pos- 
sible, la  courbe  admet  des  boucles  (Q),  extérieures  au 
triangle,  qui  se  déduisent  de  la  boucle  intérieure  (P)  par 
une  transformation  homologique  harmonique,  dont  le 
pôle  et  l'axe  sont  respectivement  le  sommet  Av  et  le  côté 
opposé.  Evidemment,  pour  v  =  2,  on  obtient  une  boucle 
analogue  à  (P),  tournée  en  sens  inverse,  et  se  raccordant 
avec  (P)  aux  extrémités  du  côté  moyen.  Les  deux  boucles 
constituent  ainsi  une  espèce  d'ovale,  qui  devient  une  el- 
lipse pour  7-,  =  7-3.  La  forme  de  la  courbe  est  bien  diffé- 
rente lorsque  v  est  égal  à  i  ou  à  3.  Soit  v  =  1,  pour  fixer 
les  idées.  La  droite  joignant  les  milieux  de  A,  A2,A|  A3 
rencontre  (  P)  en  un  point  O,  dontle  transformé  est  à  l'in- 
iiiii,  sur  OA,.  Cela  étant,  l'arc  OA3  se  transforme  en  un 
arc  hyperbolique,  qui  s'étend  à  l'infini,  asymptotique- 
ment  à  une  droite  D.  Les  deux  branches  se  touchent 
en  A3,  et  il  y  a  rebroussement  en  ce  point,  sans  que  la 
courbure  y  soit  nécessairement  infinie.  De  même,  l'arc 
0A|  donne  lieu  à  une  autre  branche  hypei-bolique,  se 
raccordant  avec  (P  jeu  A,,  de  manière  qu'il  y  a  infiexion 
en  ce  point,  sans  que  la  courbure  y  soit  nécessairement 
nulle.  Cette  seconde  branche  s'étend  aussi  à  l'inlini, 
asymptotiquement  à  D.  La  construction  de  I)  est  foit 
aisée.  Celte  droite  est  la  transformée  de  la  tangente  à  (P), 
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cil  O  :  elle  rencontre  Jonc  celte  tangente  sui'  l'axe  Ao  A3, 
et,  d'autre  part,  elle  est  parallèle  à  0A|. 

En  résumé,  la  potentielle  triangulaire  afTecte  trois 
formes  diflérentes,  en  relation  avec  l'égalité  (35).  Si  une 
telle  égalité  n'a  pas  lieu,  la  courbe  s'arrête  aux  extré- 
mités du  côté  moyen.  Si  l'égalité  (35)  a  lieu,  et  que  les 
nombres  r, ,  /'s  soient  impairs,  la  potentielle  est  une  courbe 
fermée.  Enfin,  lorsqu'un  des  nombres  /■,,  r^  est  pair, 
la  potentielle  est  une  courbe  ouverte,  ayant  deux  bran- 
ches asymptotiques  à  une  même  droite,  et  présentant 
une  inflexion  et  un  rebrotissement.  Transcendante  dans 
le  premier  cas,  la  potentielle  est  algébrique,  de  degré 
pair  ou  de  degré  impair,  dans  les  deux  autres  cas. 


OIELQIES  PROPRIÉTÉS  DE  L'ELLIPSE  (');  DÉVIATION, 
ÉCART  NORMAL; 

Par  m.  Maurice  d'OCAGNE, 
Ingénieur    des    Ponls    et    Chaussées. 


1.  Nous  avons  appelé  déviation  en  un  point  d'une 
ellipse  l'angle  que  la  tangente  à  l'ellipse  en  ce  point 
fait  avec  la  tangente  correspondante  au  cercle  prin- 
cipal. 

Cet  angle  est  égal   à  l'angle  que  la  normale  JMjN  fait 


(')  Celte  élude  fait  suite  à  celles  que  nous  avons  publiées  der- 
nièrement et  dont  voici  les  titres  : 

1°  Étude  géométrique  sur  l'ellipse  {Revue  maritime  et  colo- 
niale, x>.  167;  octobre  18S6  ). 

■1"  Delà  déviation  dans  l'ellipse  {Nouv.  Ann.  de  Math.,  3"  série, 
t.  V,  p.  370  et  53^1;  1886). 
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avec  le  diaiiièlre  correspoudanl  O.M'  du  cercle  principal 

{fis-  ')•   _ 

Les   variations  de  cet  angle  donnent  nne  indication 
intéressante  sur  la  nature  de  Tcllipse  considérée.  jNous 


avons  fait  voir  de  quelle  façon  simple  elles  pouvaient 
être  déduites  de  celles  de  V anomalie  excentrique  ('). 
On  trouvera  plus  loin  un  autre  mode  de  conélation 
géométrique  entre  ces  deux  angles. 

Auparavant  nous  ferons  observer  que  l'inclinaison  de 
la  normale  sur  le  diamètre  correspondant  qui  s'accuse 
plus  ou  moins,  suivant  que  l'ellipse  considérée  est  plus 
ou  moins  différente  du  cercle,  mérite  aussi  d'être  envi- 
sagée spécialement.  Nous  appellerons  cet  angle  de  la 
normale  et  du  diamètre  en  un  point  de  l'ellipse  V écart 
normal  en  ce  point. 

Nous  développerons  plus  loin  une  méthode  fort 
simple  qui  permet  de  suivre  avec  la  plus  grande  facilité 
les  variations  simultanées  de  la  déviation  et  de  Vécart 
normal  lorsqu'on  fait  varier  graduellemet  V anomalie 
excentrique. 

Mais  nous  commencerons  par  traiter  le  problème  de 


(')  Xouv.  Ann.  de  Math.,  3"  série,  t.  V.  p.  ôS'i. 


(  --^yo  ) 

l'écarL  iioiiiial  comme  nous  avons  lail  du  problème  de 
la  dévialion. 

!2.   Si  nous  désignons  par 

o  l'anomalie  excentrique  AOM'; 

0  la  déviation  OQN  ; 

e  l'écart  normal  0!MN; 

(0  l'angle  polaire  AOM  5 

T  l'angle  MTO  de  la  tangente  avec  le  grand  axe; 

V  l'angle  MNT  de  la  normale  avec  le  grand  axe, 

nous  avons,  par  la  considération  du  triangle  OMT, 

donc 

tangw  -4-  tangT 


cot£.  =  tano-Cw  -\--z)  = 

i  —  tango)  tangT 

Mais  on  a 

b 
tansrto  =  —  tano^o, 
a  ' 

b 
tane':  =  —  coto. 


Par  suite. 


b  b 

cots  =  - 


-  taniicû  H coto  , 

«  '        «         '  7.ao 


b  b  (a- —  /;-)sin2C2 

I tane;©  —  cotca  ' 

a         "  '  a  ' 

ou 

a'-—b'-     . 

(i)  tan";£= -, —  sinscD. 

^  '  ^  lab 

L'écart  normal  e  atteint  évidemment  son  niaxiniuni  s, 
pour  la  valeur  cp,  de  cp,  telle  que 

sina'^i  =  I, 
c'csl-à-dire 
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(  ^7'  ) 

Le  poinl  correspondant  de  l'ellipse  se  trouve  {fig.  2) 

sur  la  diagonale  OC  du  rectangle  OABC  circonscrit  au 

quart  d'ellipse,  et  comme  la  tangente   en  ce  point  est 

parallèle  à  AB,  on  voit  que  l'écart  normal  maximum  est 


donné  par  l'angle  que  fait  la  droite  OC  avec  la  direction 
perpendiculaire  à  AB.  Ce  résultat  se  vérifie  Lien  aisé- 
ment au  moyen  de  la  formule  (1)  où  l'on  a  fait  sinvico 
égal  à  I . 

3.  Après  cet  aperçu  rapide  sur  l'étude  directe  des  va- 
riations de  l'écart  normal,  nous  allons  aborder  la  mé- 
thode dont  nous  avons  parlé  en  commençant. 

Nous  commencerons  pour  cela  par  résoudre  le  double 
problème  que  voici  : 

Etant  donnés  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  et  un 
point  quelconque,  trouver  le  lieu  des  points  d'intersec- 
tion des  parallèles  aux  normales  à  l'ellipse  menées 
par  ce  point  : 

1°  ^Ivec  les  diamètres  correspondants  de  l'ellipse; 

2°  Avec  les  diamètres  correspondants  du  cercle  prin- 
cipal de  cette  ellipse. 

I^a  solution  de  ce  problème  est  immédiate. 
Pour  le  point  de  l'ellipse  dont  l'anomalie  excentrique 
est  cp,  l'équation  du  diamètre  du  cercle  principal  est 

(-2)  j  =  j:-langts; 


(  ^72  ) 
celle  (lu  diamètre  de  l'ellipse, 


(3)  y  ^  T  -  tans©. 


D'ailleurs  on  a 


taiii^c  =  col-;  =  -7  tan";cp. 


Lécjualioii  de  la   parallèle  à  la  noiniale  menée  pat-  le 
point,  donné  (a,  ^j)  est  donc 

(4)  r— P=  ^tangcp(a;  — a). 

Eliminant  l'angle  cd  enti-e  les  équations  (3)  et  (4),  on 
a  la  solution  de  la  première  partie  du  })roblèine, 

(5)  (a"2 — ■  b'^)xy  —  a-ay -^  b-^x  =  o. 

Eliminant  l'angle  o  entre  les  équations  (  2  )  et  (4), 
on  a  la  solution  de  la  seconde 

(G)  (rt  —  b)xy  —  aay -\- h?jx  :^  o. 

Arrêtons-nous  quelques  instants  à  ces  deux  équa- 
tions. 

Elles  représentent  toutes  deux  des  hyperboles  écjui- 
latères  ayant  leurs  asymptotes  parallèles  aux  axes  de 
l'ellipse,  passant  toutes  deux  par  le  centre  de  cette 
courbe  (l'origine)  et  par  le  point  (a,   [ii). 

La  première  de  ces  hyperboles  [éc[.  (5)],  par  suile 
ujème  de  sa  définition,  passe  par  les  pieds  des  quatre 
normales  quel'on  peut  du  point  (a,  [3)  mènera  l'ellipse 
considérée-,  la  seconde  [éq.  (6)],  en  vertu  d'xin  théorème 
qui  sera  démontré  plus  loin  (n"  12),  passe  par  cpiatre 
des  points  d'intersection  do  ces  normales  et  du  ccrchî  de 
ravon  « -f- Z»  concentrique  à  l'ellipse. 


(  ^1^  ) 

Le  centre  de  la  première  hyperbole  a  pour  coordon- 
nées 

,_  a^  '__  ^^-P 

Nous  retrouvons  ainsi  un  point  remarquable  que  nous 
avons  déjà  rencontré  dans  une  autre  reclierclie  (*)  : 
c  est  le  centre  de  gravité  des  points  de  rencontre  de  la 
conique  donnée  et  d'un  cercle  de  rayon  quelconque 
ay ant pour  centre  le  point  (a,  j^). 

Nous  avons  déjà  remarqué,  loco  citato,  que  ce  point 
est  à  la  rencontre  de  la  droite  qui  joint  les  projections 
orthogonales  du  point  (a,  [3)  sur  les  axes  de  V ellipse, 
avec  le  diamètre  conjugué  de  celui  qui  est,  par  rap- 
port à  la  bissectrice  de  V angle  des  axes,  symétrique 
de  celui  qui  passe  par  le  point  (a,  p). 

Cela  résulte  d'ailleurs  immédiatement  de  ce  que,  des 
formules  précédentes,  on  déduit 

x'       y' 

X'  «2      rj 

Le  centre  de  la  seconde  hyperbole  a  pour  coordon- 
nées 

^  =  7. — Â  '      y 


a  —  b  a  —  b 

De  ces  formules  on  tire 

x"         y" 

x"  a  a 


(')  Noiiv.  Ànn.  de  Math.,  3"=  série,  l.  V,  p.  298;  1886, 

Aiin.  de  Malkêinat.,  3'  série,  l.  VII.  (Juin   1888.)  18 


(  ^:4  ) 

Donc,  le  centre  de  la  seconde  hyperbole  est  à  la 
rencontre  de  la  droite  qui  joint  les  projections  ortho- 
gonales du  point  (y.,  (3)  sur  les  axes  de  l' ellipse  et  du 
diamètre  symétrique  par  rapport  à  l'un  ou  l'autre  des 
axes  de  celui  qui  correspond  dans  V ellipse  au  dia- 
mètre du  cercle  principal  passant  par  le  point  (a,  ^) . 

i.  Lorsque  le  point  (a,  |j)  vient  se  placer  sur  l'un 
(les  axes  de  l'ellipse,  chacune  des  deux  hyperboles  se 
réduit  à  cet  axe  et  à  une  droite  qui  lui  est  perpendicu- 
laire. 

Supposons,  en  j)articulier,  le  point  (a,  |j)  situé  sur 
l'axe  des  x.  Alors  ^i  =:  o,  et  les  équations  (5  )  et  (6)  de- 
viennent 

{a-  —  b-)  xy  —  a- -xy  =  o, 

{a  —  b)  xy  —  rt aj>'  =  o . 

Supprimant  dans  chacune  d'elles  le  facteur  y  qui 
correspond  à  Taxe  des  x,  nous  obtenons  les  équations 
des  deux  droites 

a- a 
(7)  ■r=-^, 

(8) 


a  — ■  b 


Ces  deux  droites  sont  parallèles  à  l'axe  des   )'.  Dési- 
gnons-les par  les  notations  A  et  A'. 
On  voit  immédiatement  que  : 

Si  y.  <^a  —  h,  les  droites  A  et  A'  coupent  toutes  d(;ux 

l'ellipse  en  deux  points  réels  ; 
Si  '3.  =  a —  Z>,  la  droite  A'  se  confond  avec  la  tangente  au 

sommet  A  ; 
Si  a  —  h  <^y.  <^  —,  la  droite  A  seule  coupe   l'ellipse  en 

deux  points  réels-, 


(  "^'1^  ) 


Si  a=  —  ,  la  droite  A  se  confond  avec  la  tangente  au 


a 


sommet  A  \ 

Si  —  <  a,  les  deux  droites  A  et  A'  sont  complètement 

a  ^  ^ 

extéiieures  à  l'ellipse. 

Appelons  H  le  point  de  l'axe  des  x  dont  l'abscisse  est 

a — ^,   K  celui   dont    l'abscisse    est  — >    c'est-à-dire  le. 

a 

centre  de  courbure  répondant  au  sommet  A,  et,  d'une 
manière  générale,  par  I  le  point  de  l'axe  des  j:  dont  l'ab- 
scisse est  a. 

Les  cinq   cas   sus-énoncés  correspondent  aux   liypo- 
thèses  : 

I  situé  entre  le  centre  et  le  point  H  ; 

I  confondu  avec  le  point  H; 

1  situé  entre  le  point  H  et  le  point  K^ 

I  confondu  avec  le  point  K; 

I  situé  au  delà  du  point  K. 

Dans  cette  dernière  hypothèse,  il  y  a  lieu  de  distin- 
guer un  cas  particulièrement  intéressant  :  c'est  celui  où 
le  point  I  vient  à  coïncider  avec  le  fover  F  de  l'ellipse. 
Dans  ce  cas,  a  =  c,  <;t  l'on  a,  pour  les  équations  (^) 
et  ((S)  des  droites  A  et  A', 

X  —  —, 
c 


a  —  b 


Donc,  la  droite  A  se  confond  avec  la  directrice,  ce 
qui  était  à  prévoir,  puisque  la  directrice  passe  par  les 
points  de  contact  de  l'ellipse  et  du  cercle  bitangent  qui 
a    pour  centre  le   loyer,  c'est-à-dire   par  les   pieds   des 
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normales  (aulrcs  que  le  grand  axe)  menées  du  foyer  à 
l'ellipse. 

S.  Ayant  pris  sur  l'axe  des  x  un  point  I  d'abscisse  a, 
considérons  les  droites  A  et  A'  qui  correspondent  à  ce 
point,  en  vertu  des  équations  (  7)  et  (S). 

Prenons  un  point  ]\[  sur  l'ellipse.  Le  diamètre  OM 
coupe  In  droite  A  nu  point  L  {fig-  3),  le  d'nniètre  cor- 


respondnnt  OM'  coupe  In  droite  A'  nu  point  L'.  D'nprès 
la  propriété  qui  n  servi  à  définir  les  droites  A  et  A',  la 
droite  LL'  passe  pnr  le  point  I  et  est  parallèle  a  In  nor- 
mnle  en  M  à  l'ellipse. 

Telle  est  la  relation  excessivement  simple  qui  existe 
entre  la  direction  de  la  normale  MN  et  celles  du  dia- 
mètre de  l'ellipse  OM  et  du  diamètre  du  cercle  prin- 
cipal OM'  correspondants.  De  l'une  quelconque  de  ces 
trois  directions,  on  déduit  immédiatcnnent  les  deux 
autres. 

6.  Le  problème  qui  se  pose  ici  est  le  suivant  :  Etant 
donné  le  point  1,  construire  géométriquement  les 
droites  A  et  A'  qui  lui  correspondent. 


(  2-7  ) 
Une  méthode  se  présente  tout  naturellement  à  l'esprit 
pour  le  résoudre  :  choisir  dans  l'ellipse  un  diamètre  tel 
que  la  normale  et  le  diamètre  du  cercle  principal  cor- 
respondants soient  immédiatement  connus.  Ce  choix  est 
d'ailleurs  tout  indiqué;  c'est  celui  du  diamètre  de  l'el- 
lipse qui  passe  par  le  point  de  rencontre  C  des  tangentes 
aux  sommets  A  et  B  {/ig.  4)-  Le  diamètre  correspon- 

rig.  4- 


dant  du  cercle  principal  est  la  diagonale  OC  du  carré 
construit  sur  le  demi  grand  axe  OA.  La  normale  cor- 
respondante est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint 
les  sommets  A  et  B. 

Les  drolLes  OC  et  OC  étant  tracées,  il  sufjiia,  du 
point  \  choisi,  d'abaisser  sur  AB  utie  perpendiculaire 
coupant  OC  en  L  et  OC  en  \J  pour  avoir,  en  menant 
par  L  et  L'  des  perpendiculaires  à  OA,  les  droites  A  et  A'. 

Puisque,  comme  nous  l'avons  vu,  on  a  pour  droite  A, 
en  prenant  pour  point  [  le  foyer  de  Icllipse,  la  direc- 
trice correspondante,  on  a  ainsi  un  mode  de  liaison 
gé()métri(|uc  très  simple  entre  le  royci-  et  la  directrice. 


(  ^7^  ) 
7.  L'aiii^le  OLl  {Jig.  3)  est  égala  V  écart  normal  au 
point  ]M  ;  V  angle  OU  ï  est  égal  à  la  déviation;  l'angle 
AOL'  est  égal  à  l'anomalie  excentrique.  De  là,  la  mé- 
thode que  nous  avons  annoncée  en  commençant. 

Faisant  varier  l'inclinaison  de  OL'  sur  OA  de  o  à  -^ 

2 

on  suit  les  variations  correspondantes  des  angles  OL'I 
et  OLI  qui  tous  deux  partent  de  zéro  pour  atteindre 
chacun  un  maximum  (ces  maxima,  on  va  le  voir,  ne 
sauraient  être  simultanés)  et  décroître  ensuite  jusqu'à 
zéro. 

H.  La  détermination  des  maxima  revient  au  problème 
suivant  : 

De  quel  point  d'une  droite  à  i^oit-on  sous  un  angle 
maximum  un  segment  de  droite  01  perpendiculaire  à 
à  et  situé  tout  entier  d 'un  même  côté  par  rapjyort  à 
cette  droite? 


Ona(//^.  5) 


Donc,  en  posant  OJ  =  X,,  IJ  =  Xo,  JL  =  Y, 
tangOLI  ^-  -^—W  =   X.X,+  Y^- 


Annulons  la  dérivée  prise  par  rajipoil  à  la  variablej  ;  il 
vient 

Ainsi  l'angle  variable  est  maximum  lorsque  JL  est 
moyenne  géométrique  entre  JOetJI.  La  position  cor- 
respondante L|  du  point  L  sera  donc  à  la  rencontre  de 
la  droite  A  et  du  cercle  déciût  sur  Ol'  pour  diamètre,  F 
étant  le  symétrique  du  point  I  par  rapport  à  A. 

9.  Nous  allons  appliquer  ce  résultat  à  la  recherche  du 
maximum  de  l'écart  normal  et  de  la  déviation. 

Comme  nous  pouvons  librement  choisir  le  point  I, 
faisons-le  d'abord  coïncider  avec  le  centre  de  courbure  K 
répondant  au  sommet  A  {Jig.  6),  point  qui  s'obtient  en 

Fig.  6. 


menant  CK  perpendiculaire  à  AB.  D'après  ce  que  nous 
avons  vu  au  n°  4,  la  droite  A  correspondante  n'est  autre 
(pie  la  tangente  AC  au  sommet  A. 
Or,  puisque 


0A  =  rt. 


on  a 


AK=  -, 

a 


AG'^  AO.AK; 


AG=^. 


donc,  d'après  le  lemme,  l'écart  normal  maximum  est 
donné  par  OCK.  D'ailleurs  le  diamètre  du  point  M  cor- 
respondant étant  OC,  on  retrouve  le  résultat  obtenu  au 


II"  2. 
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10.  Faisons  maintenant  coïncider  le  point  I  avec  le 
point  H  d'abscisse  a  —  b,  La  droite  A'  se  confond  alors 
avec  la  tangente  AC  au  sommet  A  (n'^  i). 

Si  donc  nous  prenons  AIi'==  AH  =  Z>,  et  que  le  cercle 
décrit  sur  OH'  comme  diamètre  coupe  AC  en  L, ,  l'angle 


Fifl.  7- 

R 

,.-'•'"''";? 

C        N 

^v^  \ 

1 

0  H  A  H' 

OL,  H  est,  en  vertu  du  lemme  précédent,  égal  à  la  dé- 
viation maxima. 

L'angle  AOL,  donne  l'anomalie  excentrique  corres- 


pondante cpi,  et  l'on  a 

AL, 

tang.,=  -^ 


'au 
a 


On  retombe  sur  le  résultat  que  nous  avons  déjà  obtenu 
par  une  autre  voie  dans  l'étude  citée  au  début  de  cette 
Note. 


11.  Remarque.   —   L'anomalie   excentrique  corres- 
pondant au  maximum  de   la   déviation    étant   égale   à 

arc  tangi /  — >  et  l'anomalie  excentrique  correspondant 

au  maximum  de  l'écart  normal  étant  égale  à  ^  '  on  voit 

que  ces  deux  maxima  ne  coïncident  qu'à  la  limite,  lors- 
que l'ellipse  devient  un  cercle,  c'est-à-dire  lorsqu'à  la 
vérité  il  n'y  a  plus  ni  déviation,  ni  écart  normal. 

En  somme,  si  l'on  part  du  sommet  du  grand  axe  pour 
aller  à  celui  du  petit,  on  voit  que  le  maximum  de  la  dé- 
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viatioii  se  produit  avant  celui  de  l'écart  normal  et  que 
ces  deux  maxinia  sont  d'autant  plus  rapprochés  que  l'el- 
lipse considérée  se  rapproche  davantage  du  cercle,  c'est- 
à-dire  que  le  rapport  de  ses  axes  est  plus  voisin  de  l'unité. 

12.  jNous  allons  maintenant  démontrer  le  tliéorème 
auquel  nous  avons  fait  allusion  au  n°  3,  et  qui  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  normale  à 
V ellipse  et  du  diamètre  correspondant  du  cercle  prin- 
cipal est  le  cercle  de  rajon  a  -\-  b  concentrique  à 
l'ellipse. 

L'équation  de  la  normale  MN(^^.  i)  est,  en  fonction 
de  l'anomalie  excentrique, 

b  cosoi'j^  —  b  sincp)  =  a?:ino{x  —  a  coscp); 

celle  du  diamètre  correspondant  OM'  du  cercle  prin- 
cipal, 

y  costp  =  X  sino. 

Tirant  coscp  de  la  seconde  équation  pour  porter  sa 
valeur  en  fonction  de  sincp  dans  la  première,  on  lire  de 
celle-ci 

y 

a  -h  b 
dès  lors, 


a-\-  b 
et  l'équation  du  lieu  du  point  ci  est 

y-^  x"- 


(a  -\-bf        [a-^  b)- 

x--^ y--={a-^  bf-.  c.  Q.   V.   D. 


(  'iSa  ) 
On  déduit  de  In  celte  consliuctiou  fort  simple  de  la 
normale  à  l'ellipse  : 

Prenant  sur  le  cercle  principal  le  point  ]M'  corres- 
.  pondant  an  point  M,  on  prolonqe  le  rayon  OM'  d'une 
longueur    M'Q   égale   au  petit  axe  de  l'ellipse,    La 
droite  Q]M  est  normale  à  l'ellipse  en  M. 

Nota.  —  Dans  un  Mémoire  que  M.  R.  Guimaraes 
vient  de  publier  à  part  sous  le  litre  de  Semelhanca  e 
rcctificaçao  dos  arcos  ellipticos,  je  remarque  les  élé- 
gantes propriétés  que  voici  des  points  définis  par  l'ano- 
malie excentrique  cp,  telle  que  tang-cp  =  -,  qui  sont  les 
points  que  j'ai  appelés  de  déviation  niaxima  : 

I.  La  différence  des  arcs  déterminés  sur  un  qua- 
drant d' ellipse  par  le  point  de  déviation  maxima  situé 
sur  ce  quadrant  est  égale  à  la  différence  des  dend- 
axes  de  l'ellipse. 

II.  Le  point  de  déviation  maxima  sur  un  quadrant 
d'ellipse  est  le  point  de  contact  du  cercle  inscrit  dans 
le  triangle  mixtiligne  formé  par  ce  quadrant  et  les 
tangentes  en  ces  extrémités. 

Cette  propriété  se  déduit  immédialcment  du  tliéorème 
de  Cliasies  sur  la  dilïérence  de  deux  arcs  d'ellipse,  tels 
que  les  tangentes  en  leurs  extrémités  forment  un  qua- 
drilatère circonscriptible  au  cercle. 


SIR  LA  SECTION  D'UNE  SURFACE  PAR  M  PLAN  BITANGENT; 

Par  m.  JUIIEL-RÉNOY. 


Théorîîme  I.  —  Soit-  une  sur/ace  du  quatrième  de- 
gré, synœtrique  par  rapport  n  trois  plans  rectangu- 


(  ^«-^  ) 

laires  et  présentant  un  cône  de  directions  asj  niptotiqiies 
double  :  cette  surface  est  coupée  par  un  plan  bitangent 
suivant  deux  coniques. 

Soit,  en  eirel, 

(A:r2-f-B72-f-G^2)2^  2(Da?2-H  Ej^.,- F^2)  _|_  112=0 

l'équation  de  la  surface  S  par  rapport  aux  plans  de  sy- 
métrie. Désignons  par  a  l'angle  duplanxOj  et  du  plan 
langent  mené  par  le  centre  perpendiculairement  au  plan 
xOz.  Nous  aurons  la  relation 

H2(Acos2a  +  Gsin2a)2  =  (Dcos^a  -+-  Fsin2)2. 

L'équation  de  la  section  de  la  surface  par  son  plan  bi- 
tangent s'obtiendra  en  remplaçant  dans  l'équation  de  la 
surface  x  par  x  cosa  et  z  par  xsina.  Cette  équation  sera 

(Acos-a  -4-  Gsin^a)^^?"- 

-+-  ^[(Acos-a  ■+-  Csin-a)B^--f-  Dcos^a  -1-  Fsin^ala?^ 

-4-  B2jK*  -t-  2  EjK-  -f-  H2  =  o. 

Résolvons  cette  équation  par  rapport  à  x-,  en  tenant 
compte  de  la  relation  qui  donne  la  valeur  de  a,  il  vient 

(Acos^a -+- Gsin2a)-J"- 
-^-(Acos-a  -1-  Gsin2a)BjK2-+-  Dcos-a  4-  Fsin^a  =d=  Ky . 

La  section  se  compose  donc  de  deux  coniques,  ayant 
pour  axe  l'axe  Or. 

Théorème  IL  —  Toute  quadrique  bitangente  à  la 
surface  S  et  présentant  le  même  cône  de  directions 
asjmptotiques  coupe  la  surf  ace  S  suivant  deux  coniques. 

Soient,  en  effet,  a,  b,  a' ,  b'  les  points  d'intersection  de 
la  surface  S  avec  l'axe  O.r  et  supposons  que  la  quadrique 
passe  par  les  points  b  et  a' .  Son  équation  sera 


V    o  ,    n    =.      r^    ■>  .  /-(D  +  AHi 


(  ^M  ) 

Clierclions  l'intersection  de  cette  quadricjue  avec  la 
surface  S.  Pour  cela,  remplaçons  dans  l'équation  de  la 
surface  Ax'^  -{-  Bj^'-  -\-Cz-  par 


^  /-(D--AH)       „ 


Il  vient 


d'où 


(E  +  B1I)jk2  +  (F  +  CH)^2^o. 


C'est  l'équation  de  deux  plans  perpendiculaires  au 
plan  zOj  et  bitangents  à  la  surface  S. 

Ce  théorème  permet  de  déterminer  la  nature  des  co- 
niques C  suivant  lesquelles  la  surface  S  est  coupée  par 
son  plan  bitangent.  Dans  le  cas  où  la  surface  S  est  de 
révolution,  autour  de  l'axe  des  z  par  exemple,  la  déter- 
mination du  centre  de  la  conique  C  et  de  la  longueur  de 
l'axe  suivant  Oy  est  facile.  Supposons  d'abord  que  la 
conique  C  soit  une  ellipse.  Cette  ellipse  doit  couper  la 
trace  du  plan  bitangent  sur  le  plan  zOx  et  elle  doit 
couper  l'axe  Ojràdes  distance»  de  O  égales  àOZ>et  Oa'. 
La  longueur  de  son  axe  suivant  Oy  est  donc  ba'  et  son 
centre  est  à  une  distance  de  O  égale  à  la  moitié  de  ab. 
Si  c  représente  le  milieu  de  ab,  le  demi-axe  suivant  Oj 
est  égal  au  rayon  moyen  Oc  de  la  surface  et  le  centre 
est  à  une  distance  de  O  égale  à  ac.  Si,  au  contraire,  la  co- 
nique C  est  une  hyperbole,  son  axe  est  égal  à  ab  et  son 
centre  est  à  une  distance  de  O  égale  à  Oc. 

CoJiséqueiices.  —  Si  la  surface  S  est  de  révolution  et 
si  la  courbe  méridienne  passe  par  les  points  cycliques 
du  plan,  les  courbes  C  sont  des  cercles.  Ainsi  la  section 
du  tore  par  un  plan  bitangent  ou  par  une  sphère  bitan- 
gcnte  se  compose  de  deux  cercles. 
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La  surface  de  révoliilion  engendrée  par  la  courbe  S, 
lieu  des  points  dont  le  produit  des  distances  à  deux  points 
lixes  est  constant,  tournant  autour  de  son  axe  non  focal, 
est  coupée  par  un  plan  Litangent  ou  par  une  sphère  bi- 
tangente  suivant  deux  cercles. 

Nous  terminerous  cette  Note  par  la  construction  des 
tangentes  au  point  double  de  la  section  de  la  surface 
S  par  un  plan  bitangent,  au  cas  oii  la  surface  S  est  de 
révolution. 

Soient  (o',  o)  le  centre  de  la  surface,  P'aP  le  plan  bi- 
tangent  et  (/?/,  ui)  le  point  de  contact.  Supposons  que  la 
section  se  compose  de  deux  ellipses  et  rabattons-la  sur 
le  plan  vertical  passant  par  l'axe.  Le  centre  d'une  des 
ellipses  vient  en  un  point  ^/,  tel  que  o'd  =  ac.,  sur  la 
perpendiculaire  en  o'  à  P'a,  et  son  demi-axe  est 

de  =:  de'  =  o'  c. 

Soit  m' g- le  rabattement  de  la  tangente.  On  a  la  rela- 
tion 

do' .dg  =  f/c-         ou         ac.dg  z=.  o' c  . 

Sur  rt^,  comme  diamètre,  décrivons  un  tercle;  soityie 
point  de  contact  de  la  tangente  menée  de  o'  h  ce  cercle, 
et  soit  h  le  point  de  rencontre  de  o'o  avec  cj^:,  on  a 

2 

o' C  ^=  ac.ch. 
Donc 

dg  =  ch,         d'où         o'g^=fh. 

La  construction  est  donc  la  suivante  : 

Sur  ab  comme  diamètre,  décrire  un  cercle;  mener  du 
point  o'  une  tangente  à  ce  cercle  5  tracer  c/"  perpendicu- 
laire à  o'/,  qui  coupe  le  cercle  en/  et  00' an  A,  et  prendre 
sur  oo\  à  partir  du  point  o,  les  longueurs  on=^op  =^fh. 
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Les  langentes  au  point  double  soiil  les  droites  inn  et 
nip. 

Dans  le  cas  du  tore  en  particulier,  la  construction  (;st 
des  plus  simples.  Le  point/ se  confondant  avec  le  point 


in\  il  suffit  de  tracer  cm!  que  coupe  ao'  en  /«,  de  prendre 
à  partir  du  point  o  sur  oo'  les  longueurs  on  =  op  =  m'h 
et  de  joindre  J?in  et  mp,  qui  sont  les  tangentes  au  point 
double.  Le  problème  de  la  construction  des  tangentes 
au  point  double  de  la  section  du  tore  par  son  plan  tan- 


(  -«;  ) 
geiiL  a   déjà  clé  irai  lé  dans  les  Nouvelles  Annales,  par 
M.  Doucct,  qui  a   donné  une  construction  un  peu  plus 
compliquée   que   la   précédente    (^Nouvelles   Annales, 
septembre  i884)- 

Nous  avons  supposé  pour  la  construction  que  la  sec- 
tion se  composait  de  deux  ellipses.  Si  elle  se  composait 
de  deux  hyperboles,  la  construction  serait  la  suivante  : 

Sur  ah  comme  diamètre,  décrire  un  cercle;  projeter 
en  A"  sur  ab  le  point  de  contact^de  la  tangente  menée 
de  o'  à  ce  cercle;  prendre  sur  oo'  à  partir  du  point  o  les 
longueurs  on  ^=op  =;  o' k  et  joindre  nin  et  nip. 


SLR  LES  HIMMA  DE  SOMMES  DE  TERMES  POSITIFS 
DO\T  LE  PRODLIT  EST  CO\STA\T; 


Par  m.  Ch.  BIOCHE, 

Professeur  au  lycée  de  Douai. 


Le  théorème  sur  le  maximum  d'un  produit  de  facteurs 
positifs  dont  la  somme  est  constante  a  une  réciproque 
relative  au  minimum  de  la  somme  des  termes  positifs 
dont  le  produit  est  constant.  Pour  démontrer  cette  ré- 
ciproque il  V  a,  je  crois,  avantage  à  se  servir  de  la  re- 
marque suivante. 

Le  théorème  sur  le  maximum  d'un  produit  de  n  fac- 
teurs positifs  .r,  j»',  3, .  .  . ,  lorsque 

.r  -^-  ^  -T-  -3 . . .  =  « , 

se  traduit  par  l'inégalité 


(  i>.88 
qu'on  peut  écrire 


l'inégalité  se  transformant  en  égalité  si  jc  ^  j'=:  z >  .  . . 
Cette  inégalité  exprime  à  la  fois  : 

i"  Que,  si  la  somme  est  donnée,  le  produit  a  un 
maximum; 

2°  Que,  si  le  produit  est  donné,  la  somme  a  un  mini- 
mum dans  le  cas  de  l'égalilé  des  facteurs. 

On  a  de  même 

,  .   m+n+p 

X'nyii  -i>  <  l   £ \  X  m"i  X  71"  Xpl\ 


qui  donne  le   minimum  de  x -\- y -i- z  si  x^'^y"zP  est 
constant,  ce  minimum  ayant  lieu  lorsque 


^  =  î, 
n        p 


NOTE  SIR  IIE  PROPRIETE  M  CERCLE  DES  NELF  POINTS; 

Par  m.  F.  FARJON. 


Soit  ABC  un  triangle  obtusangle  en  A  -,  on  peut  con- 
sidérer les  trois  points  A,  B,  C  comme  les  points  d'in- 
tersection des  diagonales  et  des  côtés  opposés  d'une  in- 
finité de  quadrilatères  inscrits  dans  un  cercle  Y.  ayant 
son  centr<;  au  point  de  concours  O  des  hauteurs  et  un 
rayon  p  tel  que  p"=  [-'-a,  [j.  et  a  étant  les  deux  segments 
(jue  détermine  le  point  O  sur  l'une  quelconque  des  hau- 
teurs. 

De  ces  quadrilatères,  les  uns  sont  réels,  les  autres 
imaginaires,  mais  certains  éléments  de  ceux-ci  sont  ton- 
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jours  réels.  Considérons  une  sécante  BEF  menée  par  le 
point  B,  elle  détermine  un  quadrilatère  EFGII  inscrit 


dans  S.  Décrivons  sur  013  comme  diamètre  un  cercle,  ce 
cercle  passe  par  les  milieux  M  et  N  des  côtés  opposés 
EF  et  GII  ;  la  droite  MjN  ,  en  vertu  d'un  théorème  connu, 

Ann.  de  Malhémal.,  3°  série,  t.  Vif.  (Juin  i8S8.)  19 


(  ^-D^  ) 
passe  par  le  milieu  P  de   AC  :  le   niilicn  de  MN  est  le 
centre  de  gravité  des  quadrilatères. 

Lorsque  la  sécante  issue  du  point  B  cesse  de  couper 
S,  le  quadrilatère  est  imaginaire;  le  point  M'  où  elle 
rencontre  le  cercle  OB  est  le  milieu  réel  du  côté  corres- 
pondant. Si  l'on  joint  M'P,  ou  rencontre  le  cercle  OB  en 
un  second  point  N',  milieu  réel  du  côté  opposé,  et  le 
centre  de  gravité  est  le  milieu  de  IM'JN'. 

Tous  les  quadrilatères  considérés,  réels  ou  imagi- 
naires, ont  donc  leurs  centres  de  gravité  réels.  Le  lieu 
de  ces  centres  de  grauité  est  le  cercle  0  des  neuf  points 
du  triangle  ABC. 

Soient  rt,  /?,  c  les  pieds  des  trois  hauteurs.  L'arc  hcn 
du  cercle  S  comprend  les  centres  de  gravité  de  tous  les 
quadrilatères  engendrés  par  une  sécante  tournant  autour 
du  point  B,  l'arc  nhc  ceux  des  quadrilatères  engendrés 
par  une  sécante  tournant  autour  du  point  C,  l'arc  /?c, 
ceux  des  "quadrilatères  (tous  réels)  engendrés  par  une 
sécante  tournant  autour  du  point  A.  L'arc  hc,  comnnin 
aux  deux  précédents,  est  le  seul  qui  corresponde  à  des 
quadrilatères  réels. 

Si  le  triangle  ABC  est  acutangle,  le  cercle  S  est 
imaginaire,  tous  les  quadrilatères  définis  ci-dessus  sont 
imaginaires,  mais  la  construction  du  centre  de  gra- 
vité s'applique  de  la  même  manière  et  donne  tou- 
jours un  point  réel  dont  le  lieu  est  le  cercle  des  neuf 
points.  On  peut,  dans  ce  dernier  cas,  donner  uiuî  inter- 
prétation du  cercle  S  en  appliquant  le  procédé  indiqué 
par  Cliasles  (^Géométrie  supérieure,  ygo-ygo).  Au 
point  O  de  concours  des  hauteurs,  élevons  une  per- 
pendiculaire OS  au  plan  égale  à  ^ —  jxa,  quantité  qui, 
dans  l'hypothèse,  est  réelle.  Le  point  S  est  le  sommet 
d'un  trièdre  trirectangle  dont  les  aiètcs  passent  par  les 
sommets   A,    1),   C.    Ce   trièdre   est   assez   intéi'essant   à 
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éludier  et  permet  de  trouver  certaines  propriétés  des 
triangles. 

Je  n'en  citerai  qu'un  exemple  : 

Le  lliéoi'ènie  de  Stevvart  est  ainsi  conçu  :  Le  carré  de 
la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  op- 
posés d'un  quadrilatère  inscrit  au  ccicle  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  des  tangentes  menées  de  ces  deux 
[)oints  de  concours  à  la  circonférence  du  cercle.  Dans 
le  triangle  obtusangle  ABC,  le  théorème  de  Stewart  ne 
concerne  que  le  côté  BC.  Mais,  si  l'on  considère  que  le 
carré  de  la  tangente  imaginaire  menée  au  cercle  par  un 
point  intérieur  est  égal  au  produit  négatif  des  deux  seg- 
ments d'une  des  sécantes  menées  par  ce  point,  ou  dé- 
montrera sansdiCliculté  que  le  tliéorème  s'applique  tout 
aussi  hien  à  chacun  des  côtés  AB  et  AC. 

Si  le  triangle  est  acutangle,  S  devient  imaginaire:  on 
sait  (ju'alors  le  théorème  du  produit  constant  des  deux 
segments  des  sécantes  issues  d'un  même  point,  produit 
toujours  positif,  cette  fois,  subsiste  (Chasles,  Géométrie 
supérieure,  790).  En  considérant  ce  produit  comme 
égal  au  carré  de  la  tangente,  on  reconnaît  sans  peine 
que  le  carré  d'un  côté  du  tiiangle  est  égal  à  la  sonnne 
des  carrés  des  tangentes  menées  au  cercle  S  par  ses  deux 
extrémités. 

Le  théorème  de  Stcwait  peut  donc  être  mis  sous  cette 
forme  heaucoup  plus  générale:  Dans  un  triangle  quel- 
conque, le  carré  de  V un  des  côtés  est  égal  à  la  sovivie 
des  carrés  des  deux  tangentes  menées  de  ses  extrémités 
au  ce j vie  5. 

llevenons  au  tiièdre  trireetangie  S,  pour  le  cas  du 
triangle  acutangle,  et  nous  allons  voir  tous  nos  élé- 
ments imaginaiies  disparaître  et  faire  place  à  des  élé- 
ments réels. 

En  clï'et,  dans   ce  cas,  le   carré  de  la  langcnti;  menée; 
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du  sommet  A  à  S 

t^=  ÂO'— p2; 
maïs 

donc 

/  =  SA  ; 

de  même  la  Laugente  menée  du  sommet  B 

<'=  SB 
et.  dans  le  triangle  SAB,  on  a 

sâVsb"=  ab\ 


COLIQUES  POLAIRES  D'U^  POINT  ET  D'UNE  DROITE; 

Par  m.  E.  FONTANEAU. 


Soient 

(i)  J\x,y)  =  o 

l'équation  d'une  conique  C  et  X,  Y  les  coordonnées  d'un 
point  fixe  P.  La  détermination  des  tangentes  menées  du 
point  à  la  courbe  résulte,  comme  on  le  sait,  de  l'équa- 
tion 

combinée  avec  l'équation  (i). 

Il  est  d'usage  d'en  déduire  pour  la  polaire  du  point  P 
celte  équation 

^rdf      ^df      ^df 

mais  on  néglige  d'iiidicpicr  à  (juelle  courbe  correspond 
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l'équation  (2)   quand  on  y  considère  x,    )    comme  les 
coordonnées  courantes  sans  employer  les  coordonnées 
homogènes. 

Or  on  voit  immédiatement  que  cette  courbe  du  second 
ordre  résulte  de  l'intersection  des  rayons  homologues 
des  deux  faisceaux  définis  par  les  relations 

!y  — Y —  tn.{x  —  X)  =  o, 
df  df 

—. 1-  /n  -^  =  o. 
dx  dx 

Dans  le  système  des  coordonnées  cartésiennes,  on 
obtient,  par  ce  mode  de  génération,  le  lieu  des  milieux 
des  cordes  interceptées  par  la  conique  G  sur  les  sécantes 
menées  du  point  P. 

Si  l'on  interprète  les  mêmes  équations  dans  le  système 
plus  général  des  coordonnées  ponctuelles  de  Chasles 
(^Géométrie  supérieure,  Cliap.  XXIII),  la  courbe  en 
question  S  résulte  du  tracé  suivant  : 

Etant  donnée  dans  le  plan  de  la  conique  C,  outre  le 
point  P,  une  droite  quelconque  D,  si  par  le  point  P  on 
mène  une  transversale  qui  rencontre  la  conique  C  aux 
points  a  et  b  et  la  droite  D  au  point  /^,  puis  qu'on  dé- 
termine le  conjugué  harmonic[ue  m  du  point  11  par  rap- 
port aux  points  a  et  b,  la  courbe  S  sera  le  lieu  des  points 
//i  lorsque  la  transversale  se  déplace  en  tournant  autour 
du  point  P.  De  là  résultent  les  théorèmes  suivants  : 

TnÉORi^AiE  I.  —  Deux  droites  déterminent  par  leurs 
pôles  pris  par  rapport  à  une  conique  et  par  leurs  points 
d^ intersection  avec  elle  les  sommets  d'un  hexagone 
inscriptible  à  une  courbe  du  second  ordre. 

Si  les  deux  droites  se  coupent  sur  la  coni(]ue,  il  en 
résulte  celte  proposition  : 

TiiÉouiiME  II.  —  Lorscju  un  triangle  est  inscrit  dans 
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une  conique,  toute  transversale  menée  par  le  pôle  de 
^^    V un  des  côtés  est  divisée  harnioniquenient  par  les  deux 
autres  côtés  du  triangle  et  par  la  conicpie. 

SI  I'uik;  des  droites  passe  par  le  pôle  de  l'aulre  : 

Théorème  III.  —  La  polaire  d'un  point  quelconque 
d'une  droite  donnée  passe  par  le  pôle  de  cette  droite. 

Théorème  IV.  —  Toute  sécante  menée  par  un  point 
est  divisée  harmoniquement  par  le  point,  sa  polaire  et 
la  conique. 

Du  principe  de  dualité,  ou  de  l'interprétation  des  équa- 
tions (2)  et  (4)  dans  le  système  de  coordonnées  tangen- 
tielles  de  Cliasles  {Géométrie supérieure,  Cliap.  XXIV), 
on  déduit  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  V.  —  Deux  droites  quelconques  déter- 
minent, par  elles-mêmes  et  par  les  tangentes  aux 
points  oii  elles  coupent  une  conique,  les  côtés  d  un 
hexagone  circonscriptihle  à  une  courbe  du  second 
ordre. 

Théorème  VI.  —  Loisqu'un  triangle  est  circonscrit 
à  une  conique,  tout  point  j)/is  sur  la  polaire  d'un  des 
sommets  est  le  centre  d'un  Jaisceau  Jiarmonique  que 
Von  obtient  en  joignant  ce  point  aux  deux  autres  som- 
mets du  triangle  et  menant  les  deux  tangentes  à  la 
conique. 

Théorème  VII.  —  Le  pôle  d'une  droite  qui />asse  j)ar 
un  point  est  sur  la  j)olaiie  de  ce  point. 

Théorème  VIII.  —  l^oul  poi/it  pris  sur  une  droite  est 
le  centre  d 'un  Jaisceau  harmonique  composé  de  la 
droite  donnée,  de  celle  qui  unit  le  point  donné  au 
pôle  de  la  droite  et  des  deux  tangentes  à  la  conique 
menées  par  le  point  donné. 

Cette  méthode  s'étend  aux  surlaccs  du    second  oïdie 
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et  pourrait  donner  Heu  à  d'antres  conséquences  sur  les- 
quelles je  n'insiste  pas  pour  ne  pas  allonger  cette  INote 
au  delà  de  son  importance. 


S0LIITI0\  DE  LV  OUESTIOX'  PROPOSEE  POUR  L'ADMISSION 
A  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  E.\  1887; 

Par  un  ABONNÉ. 


Soit  P  le  point  du  cylindroïde  dont  les  coordonnées 
sont  a,  |i,  y.   Les  équations  de  la  normale  en  ce   point 

sont 

r  —  a      _      y  —  p      _    3  —  y 
xv  —  m  y.        Py  -\-  ni  !3        a-  -1-  [3- 

et,  comme  cette  normale  passe  par  le  point  M(x',j)  ',  z'), 
on  a 


(I) 


a-j'  —  m  y.        ^y  -\-  ni'^        a-  -t-  ^'^ 


Ces  relations,  dans  lesquelles  on  peut  supposer  a, 
[B,  Y  (coordonnées  courantes,  représente  une  courbe  pas- 
sant par  les  pieds  des  normales  menées  du  point  M  à  la 
surface  donnée. 

On  a,  en  outre,  en  remarquant  que  le  point  P  est  sur 
la  surface, 

(2)  yC^'^-^?-)— '«(^'— ?"0  =  o- 

Les  pieds  des  normales  demandées  s'obtiendraient 
donc  en  résolvant  les  équation  (i)  et  (  2)  par  rapport  à  a, 
^,  y.  Mais  ces  équations,  vu  leur  forme  conq)li(juée,  ne 
peuvent  être  résolues  par  les  [)rocédés  éléiuentaires  de 
rAlgèbie. 
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Nous  allons  alors  nous  proposci'  de  former  :  r'I'cMpia- 
lion  qui  a  pour  racines  les  valeurs  tlu  lapporl  -;  2"  l'é- 
quation qui  a  pour  racines  les  valeurs  de  y. 

Eijuation  en-'  —  i"  Les  relations  (1)  donnent,  en 
considérant  les  deux  premiers  rapports, 

ou 

•ini'x^j  —  ini^'xy' -\-  '^x')-\-  7(a_/' —  ^x')  =  o. 

Divisant  tous  les  termes  par  a   et  posant  -  =  ij. ,    il 

vient 

2  m  [xa  —  m  {y'  -\-  \i.x'  )  +  y  {y  —  \xx'  )  =  o. 

D'autre  part,  la  relation  (2)  donne 

Y(i  +  l-t-)=  m(\—  ;r2) 
ou 

/'  I  —  V-' 
Y  =  m  , 

Remplaçant  y  par  sa  valeur  dans  l'égalité  précédente 
et  divisant  tous  les  termes  par  m^  il  vient 

d'où 

^  (1+  xxP-My' -\-  [j-T?')  — (i  —  \i.-){y'—  \i.x') 

~  2[J.(l+[J.2) 

ou,  en  simpliliant, 

_x'  -^  \xy' 


Considérons   maintcjiant  le   premier  et  le  troisième 
rapport  des  relations  (i)^  ils  dojinenl 

{x'—  a)(a2-h  [i2)  =  (;:'— y)(:zy  —  ma), 
ou,  en  divisant  tous  les   termes  par  v}  et  remplaçant  ^ 
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par  [j-, 


(a,'_a)(n-;j.2)  =  (^'— Y)  J— -^' 


Si,  dans  cette  égalité,  nous  remplaçons  les  quantités  a 
et  V  par  leurs  valeurs  trouvées  tout  à  l'heure,  nous 
aurons  une  équation  qui  ne  contiendra  plus  que  jj. 
comme  inconnue  et  qui  ne  sera  autre  cliose  que  l'équa- 
tion demandée.  On  obtient  ainsi 

(  1  -f-  [X- )  {x'  -+-  \xy' ){\xx' — y'  ) 4-  2  //i  ;x [  -' —  m  -f-  [x- ( z  -H  m)}  =  o 

ou,  en  effectuant  les  calculs  et  ordonnant  par  rapport 
à  Y-, 

ix'^x'y  -^  \x^{x'-  —  JK'"-t-  2 /«(-'+  '"  )] 


\         H- ;jl[j-'2 — y'--\-  inii^z' — m)]  —  x'y'=^o. 

Telle  est  l'équation  du  quatrième  degré  qui  donne  les 

1  1  ? 

valeurs  du  rapport  -  • 

Equation  en  y.  —  Pour  avoir  l'équation  en  y,  il  n'y 
a  qu'à  remplacer  dans  l'équation  précédente  la  quantité 
\i  par  sa  valeur  en  fonction  de  v. 

Or,  de  la  relation  y  =  ni  i '-—  ) ,  on  tire 


/m  —  Y . 


on  a  donc,  en  remplaçant  [j.  par  sa  valeur  dans  l'équa- 
tion (I), 

-^      X  y  -, -{/ \x-—y^-\-im(z  -+- /n)\ 

Y  /  ni-i-  Y  V     "^  +  T 

[x- —  y''--\-  o.in{z' —  in)\  —  x'y'  =  o. 


V 


ni  — 

Y 

m  -\- 

Y 

'm  - 

Y 

Y 


Faisant  passer  les    termes  rationnels  dans  le  second 
membre  et  les   termes  irrationnels  dans  le  premier,  il 
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vient 


ou,  eu  uieLtaut  ('"H- y)  4/ ^  eu  facteur  dans  le  pre- 

uiier  membre, 

ou    encore,    eu    elïectuaut   entre    crochets    et    divisant 
par  2  /;/, 

ou  enlin,  eu  élevant  au  carré  et  ordoiuiaut  par  rapport 

/  4  "i-  Y^  —  4  "* ( '^  "  —  y''  -^  '^-  '"  ■^' ) Y* 

(II)         +[(.r'2— y2+2w^')2-f- 4^'2y2— 4wa]y2 

(       -t-  4"''^(-'ï"'^  —  j)^'^  -t-  2/?i^')y  —  in'^{x''^ — j''-  +  i.niz' )'  =:  o. 

C'est  la  seconde  équation  demandée. 

Si  l'on  savait  i^ésoudre  les  équations  (1)  et  (II),  on 
déduirait  facilement  des  racines  de  ces  équations  les  va- 
leurs des  coordonnées  a,  [j,  y.  Eu  clïet,  si  l'on  connais- 
sait [j.,  par  exemple,  les  coordonnées  a,  [j,  y  sei-aieiit 
données  par  les  formules 

a^'-f-  \xy'  _  (-t(,r'-t-  [}.}'') 


I-+-  [x"- 


De  même,   si  l'on  connaissait   y,  on   aurait  [j.   par  la 
Ibrmule 

[j.  =  i  / , 

y    m  -\-  Y 

et  l'on  en  déduirait  a  et  ft. 
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2"  Pour  quel 'équation  (I)  soit  réciproque,  il  faut  que 
les  coefficients    de  deux    termes    quelconques    situés    à 
égale  distance  des  extrêmes  soient  égaux  et  de  signes 
contraires,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

x-  —  y'--^-  ■2.m(z' -T-  w  }-i-  x'- — y--r-  im( z' —  m)  =  o 

OU 

x'- — y'^  -+-  2w:;'=  o. 

é(|uatîon  qui  exprime  que  le  point  M  doit  se  trouver  sur 
un  paraholoïde  hyperbolique  ayant  pour  jilans  princi- 
paux le  plan  des  xz  et  le  plan  des  j^::. 

Supposons  cette  condition  remplie  et  cherchons  les 
coordonnées  des  pieds  des  normales  menées  du  point  M 
au  cylindroïde.  L'équation  (I)  prend  la  forme 

ijL*  X  y  -T-  2  /n'-  \i?  —  2  «i-  ;ji.  —  x  y'  =  o, 

ou,  en  groupant  les  termes  et  mettant  (|jl- —  i)  en  fac- 
teur commun, 

(  [J.- —  i)  (  ix- x' y -h  7.  m-  iJL  -i-  xy)=  o, 

ce  qui  exige  que  l'on  ait 

[X- I  =  0  ou  [X-x'y' -^-7.01- [X-h  Xy  :=  o. 

La  première  équation  donne 

|jl'^  I         et         !-••"  =  —  I) 
et  la  seconde 

,„       — r/i'-r-ym*  —  x'-v''^ 

'  ~  ^y 

et 


—  m-  —  \/m'* 


X  ^y 


xy 
Connaissant  les   valeurs  de  |jl,  on  trouve   faciieineiil 
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celles  de  a,  ^i,  y,  qui 

sont 

,       x'  -\-  y' 

a  =  •—■, 

■1 

P'  = 

x'  -A-y' 
•1 

•"'  —  y' 

%  —  ■—-, 

•1 

K 

x- —  «i2^ 

x'  —  y' 

'2 

„,„_  x'y'-- 

-\/  m'*  — 

T  =o, 


-I  =  o, 


2  m-  (  /«-  —  //«*  —  x"^y'-  ) 
r'l,a"'^  —  m'-T-sJ  m'*  —  x'^y'- 


p"'  =  — 

i  ~ ::; • 


"  j''-  (ip'^  —  m''-  —  \J  m!*  —  x'^y''^  ) 
•2  m2  (  ;,j2  _f_  y/„i4  —  x'-y'-  ) 

J-'  (  a"'2  —  /«2  —  y//M^  —  x'^  y'-  ) 


,v^_  y//»^  — ■y'^'j 


3'^  Supposons  que  l'équation  (11)  ait  une  racine  double 
aie  à  d .  Les  r 
cines  sont  alors 


égale  à  d .  Les  relations  entre  les  coefficients  et  les  ra 


X- —  K'--t-  xinz' 
Y  +  7  -1-2^  =  ^ ■> 

,    „      ,    ,         „.     ,         ,         (x'- — y''^-h  ^.mz'y^-h  \x'-y''^— \/n'>^ 
YY+(Y+Y    )^+--^=   ^ ^, : 

2  y' y"-'  +  (  y'  +  T")^'-  =  —  »K  J^"^  —  y^-  +  •■*  '"  -' ). 

De  la  preniière  et  de  la  quatrième,  on  tire 

„       x'^  —  v''^ 
Y  +  Y  =  '■ —  ' 

,   „__       (x'-  — y'--\- 'j.mz' )- 
1  ^  ^ 
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et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  troisième,  on  a 

(T'-  —  y'-)z'-        (t"^— y"^-v--?.mz')-  ,  ,, 

OU,  en  chassant  les  dénominateurs  et  simplifiant, 

i{x'-  —  _/'2)^'3 —  m{x'-  —  y"'-^  2mz'){x''- — JK'^)=  o, 
équation  qui  se  décompose  en 

x'- — j^'2  =  o         et         'iz'^  —  m{x''  —  ^'^-i- 2/713')=  o. 

La  première  équation  représente  les  plans  bissecteurs 
des  angles  dièdres  xozy  et  xozj' ,  et  la  seconde  une 
surface  du  troisième  degré  rencontrant  chacun  des  plans 
z  =:  o^  z  =z  ni  eX  z  =z —  m  suivant  deux  droites  situées 
dans  les  plans  bissecteurs  dont  nous  venons  de  parler. 

Supposons  le  point  ]M  situé  sur  l'une  des  deux  sur- 
faces précédentes.  L'équation  (II)  admet  alors  la  racine 
double  z'  et  les  deux  autres  racines  satisfont  aux  rela- 
tions 

T  +  T  =   ^         et         Y  T  =  —  "^-r^o • 

Pour  que  ces  racines  soient  réelles,  il  faut  que  l'on 

ait 

(ip'2— y'2)2        {x'^—y"^  +  imz'y- 

condition  qui  est  toujours  satisfaite,  puisque  le  premier 
membre  est  une  somme  de  deux  carrés. 

4"  Pour  savoir  ce  que  représente  l'équation  (II) 
quand  on  y  regarde  y  comme  une  constante  et  x\j'^  z' 
comme  les  coordonnées  d'un  point  variable,  nous  n'a- 
vons qu'à  ordonner  cette  équation  par  rapport  à 

(.-r'2  —  y--\-  imz' ) 
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cl  à  lôsoiulrc  ré(]ualioii  tlu  s(H"ond  degré  obtenue.  On  a 

ainsi 

{'{-—  m2 )  ( .r'2  —  j-'2 -+-  ■>. m  z' Y^ 

—  4  /«  Y  (  7^  —  m^  )  ( ,r'2  —  jk'-  -+-  a  m  -'  ) 

-f-  4  /«2  ^2  (y^  —  /n2  )  +  4  y2^-'2j'2  =  o ; 

d'où 

,2  /»  Y  (y-  —  m-)±  ^y  x'  y'  J-r^  —  m'^ 

x'^ — Y^^imz—    ' — ' r 4"-=^^ ' > 

■^  Y  —  ''^ 

ou,  en  séparant  les  raeines  et  sinipliliatjt, 

*\  Y  x'  y' 

v/y"— /«- 

a7'2  —  y'^-+-  2/?«(^'—  Y) '  =  o. 

V'['^  —  '«- 

écjualions  qui  repi'ésenlent  deux  ptirahuloïdes  hyper- 
hoU(jues. 

La  inèine  question  a  été  résolue,  d'une  manière  analogue,  par 
M.  Clapier,  cLudiant  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier,  et  par 
i\I.  Barisien. 


COURESPOXDANCE. 


Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Brisse  par  un  Abonné. 

Permettez-moi  de  vous  signaler  une  erreur  qui  s'est  glissée 
dans  la  rédaction  d'un  article  dû  à  INI.  J.  Gollin,  «  Sur  le  tliéo- 
rème  de  Relie  »,  paru  dans  les  Nouvelles  Annales  du  mois  de 
juin  1887. 

La  deuxième  ])artie  du  théorème  II  donné  par  AI.  Colliii,  à 
savoir  «  que  pour  x  =  ±  go  les  polynùmes/lvTjjK)  et  /',.  soient 
de  signes  contraires  l'un  de  l'autre  »,  me  parait  inexacte. 

Si  l'on  applique,  en  edet,  ce  théorème  à  l'équalion  complète 
du  troisième  degré  .r^  ■+■  px--\-  q x  -1-  /•  =  o,  on  arrive  à  ce  fait 
que  cette  équation  ne  peut  avoir  ses  trois  racines  réelles  si  p 
est  difl'crcnl  de  o;  ce  <|ui,  énoncé  sous  une  autre  forme,    mon- 
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trerait  que  l'équation  du  troisième  degré  ne  peut  jamais  avoir 
ses  trois  racines  réelles. 

Cette  seconde  partie  est  d'ailleurs  contredite  parla  troisième 
du  même  théorème.  En  effet,  f'^  et  fy  sont  généralement  du 
même  degré;  les  racines  de  A.  devant  être  séparées  par  celles 
dey^r,  il  en  résulte  qu'il  y  a  une  racine  de^"^  qui  est  ou  bien 
inférieure  à  la  plus  petite  racine  dey^,  ou  bien  supérieure  à  la 
plus  grande;  par  exemple,  inférieure  à  la  plus  petite  a! .  Dès 
lors,  pour  x  =  a' — e  et  x  =:  —  oo,  f'y  n'aura  pas  le  même 
signe;  il  en  est  de  même  de  f{x,  y)  sif=o  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles.  Donc,  puisque  pour  x  =  a' —  £)/y  ^^fi^iY)  ont 
le  même  signe,  ces  polynômes  auront  encore  le  même  signe 
pour  37  =  —  ce.  Ce  qui  montre  la  fausseté  de  la  deuxième  par- 
tie du  théorème  en  question. 

Si  l'on  veut  appliquer  ce  théorème  II,  le  plus  simple,  je  crois, 
sera  de  vérifier  s'il  y  a  une  racine  àe.  f{x)=z  o  comprise  entre 
—  oc  et  la  plus  petite  racine  de  y^,  et  une  autre  entre  la  plus 
grande  de/^  et  -4-  ce. 
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Formation  des  principaux  uydrométéores  :  Brouillard,  Bruine, 
Pluie,  Givre,  Neige,  Grésil.  —  Nouvelle  théorie  de  la  Grêle;  par 
M.  Plumandon,  météorologiste  adjoint  à  robservatoire  du  Puy-de- 
Dôme.  In-i8.  Paris,  Gaulhier-Villai's,  i885.  Prix  :  i'"", 25. 

Sur  les  tourbillons,  trombes,  tempêtes  et  sphères  tournantes. 
Études  et  expériences;  par  M.  C.-L.  IVeyher,  Grand  in-8°,  avec 
/|0  figures  dans  le  texte  et  i  planche.  Paris,  Gaulliier-Villars,  1887. 
Prix  :  2'',5o. 

La  Genèse  des  éléments,  Mémoire  lu  le  18  février  1887,  à  l'Insli- 
lution  royale,  par  M.  William  Crookes.  Traduit,  avec  autorisation 
de  l'auteur,  par  "SI.  Gustave  Bichard.  Prix  :  i^',  So. 

Cours  de  Géométrie  analytique,  à  l'usage  des  candidats  à  l'École 
Centrale  et  à  l'École  Polytechnique,  et  des  candidats  aux  J^coles  des 
Ponts  et  Chaussées,  des  Mines,  Forestière,  Navale:  par  MM.  A.  Iinber 
et  M.  Weill,  professeurs  de  Mathématiques  spéciales  à  l'École  Turgot, 
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avec  439  figures  dans  le  texte.  Paris,  G.  Massoii,  r888.  Prix  :  iW'. 
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TIRVC.KS   A    PART. 

Sur  les  transformations  birationnelles  quadratiques  ;  par  M.  Cl. 
Servais.  Extrait  de  Mathesis,  t.  MI  et  VIII;  1887  et  18S8. 

Circolo  mateniatico  di  Palermo.  Statuto  ed  elenco  dei  Soci. 
Palerme;  1888. 

Foi-mules  d'interpolation  ;  Sur  l'application  de  la  lyiéthode  des 
moindres  carres  ;  par  M.  Carvallo.  Extraits  des  Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences,  t.  CVI;  1888. 

Sur  les  arcs  des  courbes  planes  algébriques;  par  iM.  G.  IIumbert. 
Extrait  du  Journal  de  l'École  Polytechnique,  LVIP  Cahier;  1887. 

Sur  quelques  propriétés  des  surfaces  coniques;  Sur  les  lignes  de 
courbure  des  cyclides;  par  M.  G.  IIumbert.  Extraits  des  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CV  et  CVI;  1887  et  1888. 

Sur  les  courbes  cycliques  de  direction;  par  M.  G.  IIumbert.  Ex- 
trait du  Journal  de  Jordan,  t.  IV;  1888. 

Théorème  du  carré  de  l'hypoténuse;  par  M.  A.  Marre.  Extrait 
du  Bulletilno  de  Boncompagni,  t.  XX;  1887. 


ERRATA. 


Page  io5,  ligne  2,  au  lieu  de  forment  une  involution,  lisez  déter- 
minent une  involution  à  rayons  doubles  rectangulaires. 

Même  page,  dernier  alinéa,  au  lieu  de  forment  un  faisceau  en 
involution,  lisez  déterminent  un  faisceau  en  involution  à  rayons 
doubles  rectangulaires. 


AVIS. 


MM.  les  Auteurs  qui  ont  des  Articles  contenant  des 
figures  sont  priés  de  faire,  sur  papier  lisse,  des  épures 
exactes  de  leurs  figures,  à  éclielle  aussi  grande  que 
possible,  de  telle  sorte  qu'on  puisse  les  reproduire  par  la 
photogravure. 
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SOLliTIO\  DE  LA  QlJESTIO\  PROPOSÉE  AU  COXCOl'RS 
DADMISSIO.X  A  L'ÉCOLE  POLYTECHMQIE  E.\  1888. 


On  donne  un  quadrilatère  plan  OACB  et  deux  séries 
de  paraboles  :  les  unes  tangentes  en  A  à  AC  et  ayant 
pour  diamètre  OA,  les  autres  tangentes  en  B  à  BC  et 
ayant  pour  diamètre  OB.  On  demande  : 

i"  Le  lieu  du  point  de  contact  M  d'une  parabole  de 
la  première  série  avec  une  de  la  seconde  série  ; 

1°  Indiquer,  eu  laissant  le  triangle  OAB  invariable, 
dans  quelle  région  du  plan  doit  être  placé  le  point  C 
pour  que  le  lieu  soit  une  ellipse  ou  pour  qu'il  soit  une 
hyperbole; 

3"  Démontrer,  dans  Vhypothèse  oit  OACB  est  un 
parallélogramme,  que  la  tangente  commune  en  M  aux 
deux  paraboles  pivote  autour  du  point  de  concours  K 
des  médianes  du  triangle  ABC^ 

4°  Trouver,  dans  la  même  hypothèse,  le  lieu  du  point 
d'intersection  P  de  la  tangente  en  M  aux  deux  para- 
boles avec  V autre  tangente  commune  ED  que  Von  peut 
mener  à  ces  deux  courbes. 

Prenons  OA  pour  axe  des  x  et  OB  pour  axe  des  y. 

Soient 

X        y  X        y 

h^— i  =  o,         -r<  -^  -I i  =  o 

a        a  bu 

les  équations  des  droites  AC  et   BC  5   les  coordonnées  à 
et  |il  du  point  C  ont  pour  valeurs 


I         I 

b        a! 

M 

I 

a 

I 

I 

~  b' 

I             1 
ab        a' b' 

1 
a!  b' 

Ann.  de  Mathcinat.,  .'5"  série,  t.  VII.  (Juillet  1888.) 


3uG  ) 


i"  Soi  en  l 


(I)  y2-^,,u-  +  2:  _-  ,)=.<>, 


{9.)  37-  —  2  [A 


y 


y 


les  équations  dos  deux  séries  de  paraboles,  \  et  [j.  dési- 
gnant des  paramètres  varial)les.  Les  coordonnées  x  et  y 
d'un  point  M  du  lieu,  substituées  dans  les  équations  (i) 
et  (2),  feront  connaître  les  valeurs  correspondantes  de  \ 
et  de  [J.,  et  ces  valeurs  devront  vérifier  l'équation 

(3)  ^-(^-^)(-&)=- 

obtenue  en  égalant  les  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes aux  deux  courbes  en  ce  point.  En  écrivant  qu'il 
en  est  ainsi,  on  trouve  qu'un  point  dn  lieu  satisfait  à 
l'une  ou  à  l'autre  des  équations 

xy  =  o, 


(4) 


OU 


U\) 


\ab        a  b I  a   \b  b 

•}.  X  1 X         Y 
b    \a        a 


.(-+^-')(77+-X-' 


Y       \  /  '^       y       \ 


b  \  ab        a  b  /    "^         a  b'^ 


iv-^'û)'' 


=  l77+7)^--MS'^î)-'' 


L'axe  des  x  correspond  à  l'hypotbèse  ).  ^  o,  qui  réduit 
la  parabole  (i)  au  double  axe  des  x,  et  l'axe  des  j'^  à 
riiypotlièse  [j.  =  o,  qui  réduit  la  parabole  (2)  au  double 
axe  des  y.  L'équation  (4')  représente  une  courbe  du 
second  ordre.  On  voit  imiuédiateinenl  sur  l'équation  (4) 


(  3o7  ) 
que  celle  courbe  passe  par  les  poinls  de  rencontre  de 
la  droite  AC  avec  l'axe  des  x  et  avec  la  droite 

(^-^)^+l^(i-^f  "0="' 

ou,  en  remplaçant,  dans  cette  équation,  —  par  sa  valeur 
tirée  de  l'équation  de  AC,  avec  la  droite 

c'est-à-dire 

X  —  9,  a  ^  o .  \ 

On   verrait  de   même  que  cette   courbe   passe    par   les 
points  de  rencontre  de  la  droite  RC  avec  l'axe  des  y  et 

avec  la  droite 

y  —  2  Ti  =  o . 

En  faisant  alternativement  j  =  o  et  J^'  =  o  dans  l'équa- 
tion (4),  OQ  trouve  que  celte  courbe  coupe  l'axe  des  x 
en  un  second  point  dont  l'abscisse  est  ib'  et  l'axe  des  r 
en  un  second  point  dont  l'ordonnée  est  aa'.  On  en  con- 
naît donc  six  poinls;  elle  est  amplement  déterminée. 
2"  Le   genre  de  la  conique  (4)  dépend  du  signe  de 

l'expression 

i6  /  3  I 


aba'b'        \ab        a' b' j 

ou,  en  remplaçant  —  et  y,  par  leurs  valeurs  en  a  et  j^, 

^_       (%-x'^  -^-  b%-\-  a*^  —ab)(b%-\-a'^  —  ab) 
a'-b-oL-^'- 

La  droite  AB  et  l'hyperbole 

(5)  SaJ^ -4- 6a  +  «p  —  «6  =  o 

séparent  doue  le  plan  en  régions,  telles  que,  si  le  point  C 
est  pris  sur  celles   qui   sont  couvertes  de  hachures,  la 


(  3o8  ) 
conique  est  du  genre  ellipse,  si  le  point  C  est  pris  en 
dehors  des  hachures,  la  courbe  est  du  genre  hyperbole, 


si  le  point  C  est  pris  sur  la  droite  AB  ou  sur  l'hyper- 
bole (5),  la  courbe  est  du  genre  parabole. 


(  3oy  ) 
L'espèce  de  la  eonicjue  (4)  dépend  du  signe  de  l'ex- 
pression 


aa         bb 


ib' }  ~^  \ab        a'  b' )  ' 
ou,  en  remplaçant  -7  et  rp  par  leurs  valeurs  en  a  et  ^, 
( -2 6  a  -)-  2 a P  —  abMb'x.-^  a'^  —  ab) 


A  = 


'62a3 


La  droite  A'B',  la  droite  AB  et  les  deux  axes  Ox  et  Oj 
séparent  donc  les  régions  précédentes  en  portions  telles 
que,  eu  égard  au  signe  du  coefficient  de  x-, 

ab'  aboL      ' 

toutes  les  régions  hachurées  correspondent  à  des  ellipses 
réelles,  et  les  autres  à  des  hyperboles.  Les  points  situés 
sur  A' B' donnent  des  sécantes  réelles,  à  l'exception  du 
point  D  qui  donne  les  deux  parallèles 

X        y  X        y        1 

-  +  y  — 1  =  0,        -_t-^_      =0. 

a        b  a        o        3 

Les  points  situés  sur  AB  donnent  deux  parallèles  indé- 
pendantes de  la  position  qu'ils  occupent, 

X         y  X         y 

\-  -j 1  =  0,         1--7 2  =  0, 

a        b  a        b 

excepté  les  points  A  et  B  pour  lesquels  la  conique  (4) 
est  indéterminée.  Les  points  situés  sur  Ox  donnent  les 

deux  droites 

.r         y 
y  =  0, 1-^—1  =  0; 


les  points  situés  sur  Oj  donnent  les  deux  droites 

X         y 

et  enfiji  l'origine  donne  les  deux  axes. 


(  3.0  ) 
Si  l'on  forme  l'expression 

0  A  -f-  G  — aB  cosO 
A  sin20 

/  2(8aj3 -{- 6aH- ap  —  aô) 

I            r                                                          cos9  1 

I       X     a2  H- aajB  cosO -t- [32  —  a%—b^ '■ {b^-^a^  —  ah)\ 

"  ab  sin2e.a2p2(26a  +  %a^  —  ah) 

et  si  l'on  construit  le  cercle 

a2+  2a^  COS6-I-  ^2—  aa  —  b'^  —  ^^^(6a+«p  —  ah)  =  o, 

qui  passe  par  les  points  A  et  B  et  par  les  milieux  des 
distances  au  point  O  des  projections  de  chacun  de  ces 
points  sur  l'axe  qui  ne  le  contient  pas,  la  région  hyper- 
bolique est  partagée  à  son  tour  en  portions  telles  que 
celles  qui  sont  couvertes  d'un  semis  correspondent  à  des 
hyperboles  situées  dans  l'angle  aigu  de  leurs  asymptotes, 
et  les  portions  blanches  à  des  hyperboles  situées  dans 
l'angle  obtus.  Les  points  situés  sur  le  cercle  correspon- 
dent à  des  hyperboles  équilatères,  sauf  ceux  qui  sont  en 
môme  temps  sur  A'B'  ou  sur  les  axes,  qui  correspondent 
à  des  droites  rectangulaires,  et  les  points  A  et  B  déjà 
examinés. 

3"  Pour  que  le  quadrilatère  devienne  un  parallélo- 
gramme, il  suffit  de  supposer  «'  et  V  infinis.  En  dési- 
gnant par  X  et  y  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu, 
l'équation  (4),  qu'elles  vérifient,  devient 

3  4  4, 

ab    -^        a  b  -^ 

ou 

(Sa:-  —  4«)(3jK  —  4^)  =  4<^^' 

de  sorte  qu'on  peut  exprimer  les  coordonnées  du  point  M 
à  l'aide  d'un  paramètre  variable  i  par  les  deux  équa- 


(  3i.    ) 
lions 

(6)  oy  —  \b  =  iat,         3x  —  ^a  = 

En  substituant  ces  valeurs  de  x  et  dey  dans  les  équa- 
tions (i)  et  (-2),  oàa  =  b'=yz,  on  a 

k=  -at^ib -\-at),         |jt  =  -  6 , 

de  sorte  que  les  équations  des  deux  paraboles  variables 
sont 

(7)  y^-^at{ib-^at)l^^- 1^  =  0, 

(8) 

A  l'aide  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  équations,  formons 
l'équation  de  la  tangente  au  point  M,  dont  les  coor- 
données sont  données  par  les  formules  (6)^  on  obtient 

,    .  2b  /  ia\ 

(9)  ^--3='V'-t)' 

La  tangente  commune  en  M  passe  donc  par  le  point 
indiqué,  et,  de  plus,  le  paramètre  t,  choisi  pour  fixer  les 
deux  paraboles,  se  trouve  être  le  coefficient  angulaire  de 
cette  tangente  commune. 

4°  Les  coordonnées  d^un  point  P  de  la  tangente  en  M 
peuvent,  d'après  l'équation  (9),  s'exprimer  à  l'aide  d'un 
paramètre  variable  0,  par  les  formules 

(10)  a;-  —  =0,        y-—=i(). 

Une  droite  quelconque  issue  de  ce  point,  m  désignant 
son  coefficient  angulaire,  aura  pour  équation 

/     \  .      ib  .  /  j.a       A 

(11)  K. 3 tO  =  mlz- Oj. 


(  3i2  ) 
Tirons  de  celle  équalioii  la  valeur  de  x  el  porlous-la 
dans  l'équation  (7),  nous  aurons  une  équalion  du  second 
degré  en  r,  el,  en  écrivant  qu'elle  a  ses  i-acines  égales, 
nous  aurons,  pour  déterminer  les  coeflicients  angu- 
laires des  tangentes  issues  du  point  P  à  la  première  pa- 
rabole, l'équation 

(a  —  30)rn^-h  ('Jtij  -+-  3tH)m  —  t{-xh  -^  ai)  —  o. 

qui  doit  admettre  la  racine  t.  En  divisant  le  premier 
membre  par  m  —  t,  on  obtient,  pour  déterminer  le 
coefficient  angulaire  de  la  seconde  tangente,  l'équation 

(12)  («  —  30)w -h  (2^ -f- aïj  =  o. 

En  tirant  de  l'équation  (1 1)  la  valeur  de  j-^,  en  la  portant 
dans  l'équation  (8)  et  en  opérant  comme  précédem- 
ment, on  a,  pour  déterminer  les  coefficients  angulaires 
des  tangentes  issues  du  point  P  à  la  seconde  parabole, 
l'équation 

(6  -T-  iat)m'—  t-(-xa  -f-  3  0)/«  —  t-{h  —  î^Oj  —  o, 

qui  doit  admettre  la  racine  t.  En  divisant  le  premier 
membre  par  m —  f,  on  obtient,  pour  déterminer  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  seconde  tangente,  l'équation 

(i3)  {h -\--xat)m-\- t\b —  'lt^))  =  o. 

Si  l'on  exprime  que  les  équations  (12)  et  (i3)  ont  la 
même  racine,  on  aura,  pour  déterminer  0,  l'équation 

t{b  —  3^0)(a  — 30)  —  (6  +  iat){-xb -^  at)  =  0 
ou 

9^202—  3(/^  H-  at)t^)  —  ■i.{b  -+-  atf-=  o, 

(pii  fera  connailre  deux  valeurs  de  f)  correspondant  : 
l'une  au   point  M,  l'autre  au  point   P.  C(;tte  é((ualion 


(  3.3  ) 
résolue  donne 


_  -ii b  -\-  af 


3^ 


La  première  valeur,  subslituée  dans  les  équations  (lo), 
donne  les  coordonnées  (6)  du  point  M;  la  seconde  fait 
donc  connaître  les  coordonnées  du  point  P, 


at 


3t     ' 

En  éliminant  t  entre  ces  deux  dernières  équations,  on  a 
l'équation  du  lieu  décrit 

3xy  —  b.r  —  ay  =  o. 

C'est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes,  parallèles  aux 
axes,  passent  par  le  point  de  concours  des  médianes  du 
triangle  AOB;  elle  admet  pour  tangente  à  l'origine  une 
parallèb;  à  AB;  elle  est  donc  amplement  déterminée. 

En  substituant  la  valeur  trouvée  pour  H  dans  l'une  ou 
l'autre  des  équations  (12)  et  (i3),  on  obtient 

■2  b  -h  at 

m  =  —  t  -, , 

b  -^  lat 

et,  en  remplaçant  dl  et  9  par  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion (11),  on  a  l'équation  de  la  tangente  commune  DE 

Ztiib  -T-  at)x  -^'i{b  -T-  iat)y  -^  (b  —  at}-  —  o. 

En  l'ordonnant  par  rapport  à  f, 

a^Z X  -{-  a)  t^ -\-  li'i  b  X  ^  "à ay  —  ab)  t  +  b{3y  -\-  b)  =  o, 

on  voit  qu'elle  enveloppe  la  courbe 

( 3 6 a?  -T-  3 ay  —  ab)-  —  ab {3 x  -\-  a)  Ciy  ■+-  b )  =  o 
ou 

b-x--\-  abxy  -+-  a'^y^ —  ab-x  —  ftrby  =  o. 


(  3i4  ) 
C'est  une  ellipse   rireonscrite  au   triangle  AOB,  ayant 
pour  tangente  à  l'origine  une  parallèle  à  x\B,  et  dont  le 
centre   est    au    point    de    concours    des    médianes    du 
triangle  AOB5  elle  est  donc  amplement  déterminée*. 

Ch.   B. 


S0LITI0\  DE  LA  QIESTIOX  D'ALGÈBRE  PROPOSÉE 
POUR  L'ADMISSIOX  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SIPÉRIEIRE  E\  1888. 


Un  polynôme  f  (pc)  de  degré  n  vérifie  V identité 

nf{x)  ^{x-  a)f{x)  +  hf"{x). 

1"  Chercher  les  coejjicienls  de  f{x),  oj'domié  sui- 
vant les  puissances  de  {x  —  a)  ; 

2"  Chercher  les  conditions  de  réalité  des  racines  ; 

3*^  Prouver  (jue,  si  b(,  est  la  valeur  absolue  de  Z>,  les 
racines  de  J\x)  sont  comprises  entre 

^   /n{n  —  i)  ,  ^   /n{n  —  i)  , 

1°  Le  développement  de  f{x)^  ordonné  suivant  les 
puissances  àe  x  —  «,  est 

Les  coefficients  à  chercher  sont  donc  f{a)^  /'{a)^  ..., 

De  l'identité 

(1)  n/ix)  =  {x-  a)f\x)  +  b/"{x), 


(  3io  ) 
on  tire,  par  des  dérivations  successives,  les  identités 

(n  -  i)f(x)  =  {X  -a)f"{x)-^  hf"\x\ 


(2) 


(«  -p  --  O/Z'-K^)  =  (37  -  a)fP{x)  +  bfP-^^{x\ 

if'^-^-{x)  =  {x—a)f''-^{x)-^bf'^{x), 
f'^-^{x)={x-a)fn{x); 

d'où,  en  remplaçant  x  par  «, 


On  a  donc 


2/«-2(a)=6/«(«), 

/«-i(a)  =  o. 


et 


/(.)=/»(«)  ['-^^ 


6(a?  — a)«-2         ^2    (a?— <x«-* 
"^  2     (re  — 2)!    "^  M    (n-4)! 
63      (.r  — «)«-6 


2..i.G     (71  —  6)! 


]• 


2°  Si  &  est  positif  et  si  «  est  pair,  tous  les  termes  de 
f{x)  sont  de  même  signe,  quelle  que  soit  la  valeur 
réelle  attribuée  à  x,  et  l'équation  J\x)  =  o  a  toutes 
ses  racines  imaginaires. 

Si  b  est  positif"  et  si  /i  est  impair,  il  sullit  de  suppiimer 


(  ^le  ) 

le  faclour  x  —  «,  coinniun  à  tous  les  termes  Aa  f[x), 
pour  être  ramené  au  cas  préccdenl.  L'équation  /^(x)  =  o 
n'a  donc  qu'une  racine  réelle  n. 

Si  b  est  nul,  l'équation  /"(x)  =  o  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  égales  à  a. 

Si  h  est  négatif,  les  identités  (i)  et  (2)  montrent  (jue 
la  suite  de  Sturm,  relative  à  f{x)^  est  complète  et  se 
compose  des  polynômes 

f{x\    f{x),    f'ix),      ...,    f'^ix), 

dont  les  premiers  coefficients  sont  tous  de  môme  signe. 
L'équatiou  f{x)  =  o  a  donc  toutes  ses  racines  réelles 
et  distinctes. 

3°  Quand  l'équation  J{x)  =  o  n'a  qu'une  racine 
réelle  «,  cette  racine  est  évidemment  comprise  entre  les 
nombres  indiqués  ;  ces  nombres  se  réduisent  d'ailleurs 
à  a  quand  l'équation  a  toutes  ses  racines  égales  à  a;  il 
suffit  donc  d'examiner  le  cas  où  toutes  les  racines  sont 
réelles  et  distinctes. 

En  groupant  les  termes  deux  par  deux,  à  partir  du  pre- 
mier, et  en  remplaçante  par  —  Z>o,  l'équation  peuts'écrire 

(n  —  2)!    L(n  —  i)n        2] 

,     bl    (x  —  ar-^r        (x-aY  M 

1!     l{n-5){n~^)        gJ 


2.4     {n  —  6)\ 
2.4.6.8     {n  —  vo)\ 


r     {.T-aY ^^,^ 

|(rt-(j)(/i  — 8)        10  J 


r  •  1  ■    -r      ■      \         c  •  {^  —  ^)'" 

Le  premier  crocliet  sera  positit  si    la  Iraction  ; — 

i  t  (  /i  —  ï)ii 

est  supérieure  à  —  ;  mais  alors  tous  les  autres  crochets 

le  seront  aussi,  car  le  premier  terme  de  chaque  crochet 

,  (x  —  a)-  ^  I  ,  .       , 

est  supérieur  a  7 comme  avant  un  Uenominatcur 

'-  (n  —  i)/i  "^ 

plus  petit,  et  le  second  lenne  est  inférieur  à  —  comme 


(  3i7  ) 
ayant  un  dénominateur  plus  grand.  Les  puissances  de 
(x  —  a)  qui  précèdent  cliaque  crochet,  et  le  terme  qui 
reste  seul,  si  les  termes  dey(x)  sont  en  nombre  impair, 
sont  de  même  parité.  Toute  valeur  de  x  qui  satisfait  à 

l'inégalité 

{x  —  ay-        b^ 

, ;— >  o 

(il  —  \)n        a 

rend  donc  tous  les  termes  de  f{x)  de  même  signe,  et, 
par  suite,  ne  peut  être  racine 5  il  en  résulte  que  les  ra- 
cines (\e  j\x)  sont  comprises  entre  celles  de  l'équation 

{x  —  ay-  _^K  ^ 
{n  —  i)n         1  ' 

c'est-cà-dire  entre  les  nombres  indiqués.  Ch.  B. 


SOLUTION  GtOMETP.ÎQlE  DE  LA  Ol!ESTIO\  PROPOSÉE 
AU  COXCOIUS  GÉNÉRAL  DE  188;>; 

Par  m.  Ernest  MALO, 
Capitaine  du  Génie  à  Besançon. 


Par  le  centre  d'une  surface  du  second  ordre,  on 
mène  deux  demi-diamètres  rectangulaires  OM,  ON  : 
on  propose  de  démontrer  que  L' ensemble  des  droites 
MjN  (pd  passent  par  un  point  fixe  \  forme  un  cône  du 
second  ordre  et  de  trouver  sous  quelles  conditions  ce 
cône  sera  de  révolution.  On  pi'opose,  en  second  lieu,  de 
démontrer  que  toutes  les  droites  MiN  qui  sont  dans  un 
même  plan  FI  sont  tangentes  à  une  même  section  conique 
et  de  trouver  comment  doit  être  choisi  ce  plan  pour 
que  cette  conique  soit  une  parabole  ou  un  cercle. 

Je  m'appuierai  sur  ce  théorème  connu  : 

La  somme  des  inverses  des  carrés  de  deux  dend- 
diamèlres  rectangulaires  OM,  ON  est  constante. 


(  3i8  ) 

Comme,  dans  un  triangle  rectangle,   la  somme  des 

inverses  des  carrés  des  côtés  est  égale   à   l'inverse  du 

carré  de  la  hauteur  relative  à  l'hypoténuse,  la  droite  MN 

enveloppe  un  cercle  ayant  son  centre  en  O  et  un  rayon 

1  ,         ab 
égal  a  -- 

v/a-H-  b- 

Réciproquement,  si,  entre  les  inverses  des  carrés  de 
deux  rayons,  OM,  ON,  rectangulaires  ou  dirigés  sui- 
vant la  même  droite,  on  a  la  relation 

et  si  M  décrit  une  conique  ayant  O  pour  centre,  il  en 
sera  de  même  de  N,  et  les  deux  coniques  auront  mêmes 
directions  d'axes. 

Cela  rappelé,  considérons  un  plan  passant  par  la 
droite  OI  :  ce  plan  coupera  la  surface  du  second  ordre 
suivant  une  section  conique  à  laquelle  correspondra  un 

Fie.  I. 


cercle  enveloppe  des  droites  INIJN  de  ce  plan;  par  consé- 
quent, il  y  aura  deux  de  ces  droites  qui  passeront  par  1 
et  qui  seront  également  inclinées  sur  01,  et,  d'après  ce 
(|ui  précède,  en  désignant  par  OG  le  diamètre  dirigé 
suivant  OI  et  par  OH  le  diamètre  perpendiculaire,  la 

relation 

I  I     _      I  I 


01 


Ok 


OG 


OH 
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où  OI  et  OG  sont  constants,  oblige  le  point  R  à  décrire 
une  section  conique  ayant  même  centre  et  mêmes  di- 
rections d'axes  que  la  conique  décrite  par  H  lorsque  le 
plan  tourne  autour  de  01.  Les  droites  MjN  menées  pari 
sont  donc  sur  un  cône  du  second  ordre,  et,  pour  que  ce 
cône  soit  de  révolution,  il  faut  que  le  rayon  OP  soit 

,        ,    ,.                   1               I         . 
constant,  c  est-a-dire  cpie  - — ^  H- ^  soit  constant,  et, 

OG"        OH' 
comme  OG  est  constant,  que  OH  soit  aussi  constant. 
En  d'autres  termes,  il  faut  que  le  point  I  ait  été  choisi 
sur  l'axe  de  l'un  des  systèmes  de  plans  de  sections  cir- 
culaires. 

Si,  au  lieu  de  considérer  les  droites  MN  qui  passent 
par  un  point,  on  considère  celles  qui  sont  dans  un  plan, 
il  est  clair  qu'elles  enveloppent  une  section  conique, 
car,  considérant  un  point  I  dans  ce  plan,  on  peut  de  ce 
point  mener  deux  tangentes  et  deux  seulement  à  l'enve- 
loppe, puisque,  d'après  ce  qui  précède,  le  point  I  est  le 
sommet  d'un  cône  du  second  ordre  qui  sera  coupé  par 
le  plan  suivant  deux  génératrices  et  seulement  deux. 
Je  suppose  maintenant  que  I  soit  sur  la  droite  à  l'infini 

Fie.  a. 


du  plan.  Le  cône  dégénère  en  un  cylindre  et  la  sec- 
tion droite  de  ce  cylindre  s'obtiendra  en  menant  d'abord 
les  trois  diamètres  rectangulaires  :  OG,  dirigé  suivant 
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01;  OE,  perpendiculaire  à  01  el  parallèle  au  plan 
donné 5  OH,  perjîendiculaire  à  ce  plan  ;  puis  les  droites 
EG  et  HG,  enfin  les  perpendiculaires  OP  et  OQ  que 
l'on  rabattra  en  OP, ,  OQ,  suivant  OE  et  OU  5  P,  et  Q, 
seront  deux  points  de  la  section  droite  cherchée  doni 
on  connaît  déjà  le  centre  et  les  directions  axiales,  qui 
sont  les  mêmes  que  celles  de  la  section  EOH,  de  sorte 
qu'elle  est  complètement  déterminée.  La  trace  du  plan 
sur  le  plan  EOH  est  une  droite  MM'  parallèle  à  OE,  et, 
si  l'enveloppe  des  droites  MiN'  est  une  parabole,  un  des 
points  d'intersection  M,  M'  de  la  droite  MM'  avec  la  sec- 
tion droite  du  cylindre  OI  est  à  l'infini,  puisque  l'on  ne 
peut  mener  à  une  parabole  qu'une  tangente  parallèle 
à  une  direction  donnée.  OE  est  donc  une  asymptote  de 
la  section  droite  du  cylindre,  c'est-à-dire  que  le  segment 
OQi  est  infini  :  cela  exige  ([ue  les  segments  OE  et  OG 
soient  de  même  infinis,  c'est-à-dire  que  le  plan  GOE 
coupe  le  cône  asymptote  de  la  surface  suivant  deux  gé- 
nératrices rectangulaires.  Ou  a  donc  l'énoncé  suivant  : 

Les  cordes  d'une  surface  du  second  oidre,  vues  du 
centre  sous  un  angle  droit  et  situées  dans  un  même 
plan,  enveloppent  une  parabole  lorsque  la  conique 
d' intersection  du  plan  et  de  la  suifuce  est  une  hyper- 
bole éffuilatère. 

Je  cherche  maintenant  à  quelles  conditions  l'enve- 
loppe des  cordes  MN  situées  dans  un  même  plan  II  sera 
un  cercle.  Une  condition  suffisante  est  évidemment, 
comme  on  l'a  remarqué  de  prime  abord,  que  le  plan 
passe  par  le  centre  ;  mais  cette  condition  n'est  pas  né- 
cessaire. Les  tangentes  menées  d'un  point  I  du  plan  à 
l'enveloppe  des  cordes  MN  de  ce  plan  sont,  comme  on 
l'a  observé,  les  génératrices  suivant  lesquelles  le  cône 
des  droites  MN  qui  passent  par  I  est  coupé  par  le  plan  H, 
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et  ces  génératrices  forment  une  conique  évanouissante 
semblable  à  la  conique  de  dimensions  finies  suivant 
laquelle  le  cône  I  est  coupé  par  un  plan  parallèle  à  II. 
Si  donc  celle-ci  est  un  cercle,  l'antre  sera  un  point- 
cercle  doublement  tangent  à  l'enveloppe  des  cordes  MN 
du  plan  n,  c'est-à-dire  un  des  quatre  loyers  de  cette 
enveloppe,  qui  sera  un  cercle  si  les  foyers  coïncident. 
Or  il  est  facile  de  voir  que,  lorsque  le  point  I  se  déplace 
sur  une  droite  passant  par  l'origine  01,  les  directions 
des  plans  de  sections  circulaires  du  cône  (I,  MN)  ne 
changent  pas. 

En  elTet,  soient  OG  le  diamètre  passant  par  I,  OH  et 
OE  les  axes  de  la  conique  intersection  de  la  surface 
avec  le  plan  diamétral  perpendiculaire  à  01  :  le  cône  I 
coupera  ce  plan  suivant  une  conique  dont  les  axes  OH(, 


Fis.  3. 


0E|  seront  dirigés  suivant  OH  et  OE,  comme  on  a  vu, 
et  s'obtiendront  en  décrivant  les  cercles  de  centre  O  et 
de  rayons  OP,  OQ  tangents  à  GH  et  à  GE,  puis  en 
menant  de  I  les  tangentes  à  ces  cercles.  Les  sections 
circulaires  du  cône  I  s'obtiendiont  ensuite  en  décrivant 
une  sphère  de  centre  O  et  de  rayon  OP  ;  soit  R  un  des 
points  où  cette  sphère  coupe  lE,  et  soit  ,T  la  jn-ojection 
de  P  sur  01;  PJfl  est  un  plan  de  section  circulaire  et 
l'angle  de  JR  avec  OE,  est  manifestement  égal  à  l'angle 
QOR.  Ee  cosinus  de  cet  angle  étant  mesuré  par  le  rap- 
Afiii.  (le  .Withcinat.,  3'  série,  I.  Vit.  (Juillet  i888.  )  21 


(  3^^2  ) 
port  ^=r^  qui  est  constant,  la  direction  de  Jlî  est  inva- 
riable, comme  on  l'avait  annoncé.  Delà  résulte  la  pro- 
position suivante  : 

Si,  du  centre  de  la  surface,  on  fait  sur  un  plan 
quelconque  la  perspective  des  coniques,  enveloppes  des 
droites  MJN,  dans  les  plans  parallèles  au  plan  choisi, 
on  obtient  un  système  de  coniques  homqfocales . 

En  particulier,  sur  un  plan  de  section  circulaire  les 
loyers  réels  du  système  seront  le  centre  de  la  section 
et  la  projection  du  centre  de  la  surface  sur  le  plan.  Ou 
voit  aussi,  et  c'est  ce  qu'il  importe  surtout  de  remar- 
quer, que  si  l'enveloppe  des  droites  MN  d'un  plan  II 
est  un  cercle,  il  en  sera  de  même  pour  tous  les  plans 
parallèles.  Il  suffit  donc  de  trouver  une  seule  position 
convenable  pour  11.  Or  il  est  évident  que,  si  l'on  en  a 
trouvé  une,  si  un  plan  II  est  situé  convenablement  par 
rapport  à  la  surface  donnée  S,  en  construisant  la  figure 
à  une  échelle  différente,  on  aura  un  plan  II'  homologue 
de  n,  qui  sera  également  placé  comme  on  le  demande 
à  l'égard  de  la  surface  S'  homologue  de  S^  mais  tout 
plan  n  parallèle  à  H' est  aussi  convenablement  situé  [)ar 
rapport  à  S'  :  on  peut  donc  considérer,  pour  déterminer 
les  conditions  du  problème,  n'importe  quelle  surface 
homothétique  à  S,  en  particulier  sou  cône  asymptote. 
Mais,  à  l'égard  de  celui-ci,  les  plans  qui  le  coupent  sui- 
vant des  génératrices  rectangulaires  enveloppent  un  cône 
du  second  ordre  F  dont  il  s'agit  seulement  de  trouver 
les  plans  de  sections  circulaires,  et  c'est  à  quoi  l'on  par- 
viendra sans  difficulté  de  la  même  façon  que  ci-dessus. 

Eu  écrivant  l'équation  de  la   surface  donnée  sous  la 

forme 

\x^-^  \^y--^  Cz'—  I, 
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les  équations  des  plans  centraux  appartenant  aux  sys- 
tèmes cherches  seiont 

(A2— B2).r2-f-(G2— B2)^2=o, 
(B2— A2)j2+(G2— A2)^2=o, 
(A2— C-^):r2-^  (B-^— G-^)-2=  o. 

Si,  cotnnie  on  le  suppose  ordinairement,  A,  B,  C  sont 
rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante,  les  deux  der- 
niers systèmes  sont  imaginaires. 

On  peut  aussi,  pour  déterminer  les  systèmes  de 
plans  n,  se  servir  de  la  méthode  suivante,  qui  m'a 
été  indiquée  par  M.  le  lieutenant-colonel  du  Génie 
Percin. 

Deux  points  M  et  N,  vus  de  l'origine  sous  un  angle 
droit,  sont  conjugués  par  rapport  à  la  sphère  évanouis- 
sante ayant  pour  centre  l'origine,  et  si  la  droite  MN 
doit  rester  dans  un  plan  IT,  ces  points  M  et  N  seront, 
en  particulier,  conjugués  par  rapport  au  cercle  imagi- 
naire suivant  lequel  ce  plan  H  coupe  la  sphère,  cercle 
qui  a  pour  centre  la  projection  O,  de  O  sur  le  plan  II  et 
pour  rayon  OO)  y/ — -i.  Ainsi,  le  problème  de  trouver 
l'enveloppe  des  droites  MJNT  vues  du  centre  sous  un  angle 
droit  et  situées  dans  un  plan  II  est  un  cas  particulier  de 
celui  où  l'on  se  propose  de  trouver  l'enveloppe  des 
di'oites  divisées  harjnoniquement  par  deux  coniques  S 
et  S'.  Cette  enveloppe  est  une  conique,  comme  on  le  sait 
d'ailleurs;  mais  les  considérations  suivantes  l'établissent 
également.  En  effet,  soit  à  trouver  les  droites  MN  qui 
passent  par  un  point  I  de  la  conique  S'  :  il  suffit  évi- 
demment de  prendre  les  points  u.  et  -j.'  où  la  polaire 
de  I  par  rapport  à  la  conique  S  rencontre  la  conique  S' 
r.l  de  les  joindre  au  point  1.  Si  [x  et  pi' coïncident,  1  est 
un  point  de  l'enveloppe  cheichée,  et,  comme  la  droite 
•j(.|jl'  enveloppe  unt;  conique,  polaire  réciprocpie  de  S'  [)ar 
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i-apport  à  S,  rola  aura  lieu  i|iialrc  fois,  puisque  deux 
coniques  admettent  qualn;  tangentes  cotuinunes.  J)e 
tout  cela  résulte  que  l'enveloppe  des  droites  ]MN  ne 
peut  être  qu'une  coniqu<;.  Pour  que  cette  conique  soit 
un  cercle,  il  faut,  à  supposer  que  S'  soit  un  cercle  aussi, 

Fig.  4. 


(|uc  deux  de  leurs  points  d'interseclion  soient  les  points 
circulaires  à  l'infini  :  ainsi,  dans  cette  hypothèse,  les 
polaires  des  points  circulaires,  prises  par  rapport  à  la 
conique  S,  touchent  le  cercle  donné  S'.  Or  ces  polaires 
sont  connues  :  ce  sont  les  droites  qui  joignent  le  centre 
de  S  aux  points  de  contact  des  tangentes  issues  des 
points  circulaires,  c'est-à-dire  aux  deux  points  situés 
sur  la  directrice  de  part  et   d'autre  du  grand  axe  à  la 

distance  zh  -_  ^  a  et  8  désignant  les  demi-longueurs 

y/a2_02  t-  b  b 

d'axes  de  la  conique  S.  Puisque  le  cercle  S'  leur  est  tan- 
gent, son  centre  est  sur  l'axe  :  on  voit  donc  d'aboid  que 
les  plans  II  cherchés  sont  parallèles  à  un  axe  principal 
de  la  surface  donnée.  En  considérant  ensuite  la  condi- 
tion de  distance,  on  trouve  aisément  que  les  plans  II 
doivent  l'aire,  avec  la  direction  du  diamètre  conjugué, 
un  angle  co  défini  par  la  relation 

lane;to  = —  ■. 
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X  el  b  étant  les  axes  de  la  section  faite  clans  la  surface 
par  celui  des  plans  II  qui  passe  par  le  centre.  On  trouve 
alors  pour  les  équations  des  trois  systèmes  centraux 


I  \     „       /  I         ' 


\  a*        c* I  \b*        c* ; 

comme  précédemment, 

La  méthode  qui  vient  d'être  exposée  est  surtout  com- 
mode pour  étudier  les  généralisations  qu'on  peut  tenter 
de  donner  du  problème;  par  exemple,  pour  étudier  la 
surface  décrite  par  les  droites  MN  qui  s'appuient  sur 
deux  droites  M'ÏN',  INFjN",  vues  elles-mêmes  du  centre 
sous  un  angle  droit,  et  les  relations  que  cette  surface, 
qui  est  du  second  ordre,  a  avec  la  surface  donnée. 

Note.  —  Nous  avons  reçu  aussi,  de  M.  Al.  Aubry,  élève  du  lycée 
de  Lille,  une  excellente  solution  analytique. 


SOLIITIOX  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  QIESTION  PROPOSÉE 
POUR  L'AD.1IISSI0X  A  L'ÉCOLE  CEATRALE  M  1887; 

Par  m.  Paul  PAYET, 

Elève   du    Collège   Stanislas. 


On  considère  toutes  Les  coJiû/ues  qui  ont  un  fo)  er 
en  un  point  donné  F  et  qui  passent  par  deux  points 
donnés  A  et  lî  : 

\°  Montrer  que  ces  coniques  forment  deux  séries 
telles  que  pour  toute  conique  d'une  série  la  directrice 


(  '^-^(>  ) 

corj'espondant.  an  foyer  F  passe  par  un  point  Jixe  de 
la  droite  AB,  situé  entre  A  et  B  ;  tandis  que,  pour  toute 
conique  de  l'antre  série,  la  directrice  correspondant 
au  foj  ei-  F  passe  par  un  pui/it  fixe  de  la  droite  A13, 
non  situé  entre  A  et  B. 

2°  Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  et 
montrer  qu  il  se  compose  de  deux  coniques  homofo- 
cales. 

3°  Prenant  un  point  C  sur  le  lieu  précédent ,  recon- 
naître, d'après  la  positioJi  qu'il  occupe  sur  ce  lieu, 
si  la  conique  considérée  doJit  le  point  C  est  centre 
est  telle  que  les  points  A  et  H  soient  sur  une  même 
branche  ou  sur  deux  branches  différentes  de  cette 
conique. 

4"  Si  le  point  C  est  tel  que  les  points  A  e£  B  sont  sur 
une  même  branche  de  la  conique  considérée,  recon- 
naître, d'après  la  position  du  point  C,  si  cette  conique 
est  du  genre  ellipse  ou  du  genre  hyperbole,  et,  dans  ce 
dernier  cas,  si  les  points  \  et  JS  sont  sur  la  branche 
voisine  de  F  on  sur  Vautre. 

\"  Considérons  le  foyer  F  et  les  deux  points  A  et  B 
donnés;  joignons  FA  et  F'B  et  menons  les  bissectriees 
des  angles  en  F  :  l'une  reneontre  AB  en  M  situé  entre 
A  et  B,  et  l'autre  en  N  situé  en  dehors  de  AB. 

Or  on  sait  que,  si  d'un  point  situé  hors  d'une  co- 
nique on  mène  les  tangentes  à  cette  courbe,  le  point  où 
Ja  directrice  coiresjiondant  à  l'un  des  foyers  rencontie 
la  corde  des  contacts  appartient  à  la  bissectrice  de  l'angle 
sous  lequel  on  voit  du  foyer  la  distance  des  points  de 
contact,  si  ces  points  sont  sur  des  branches  diilérentes, 
et  à  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  si  ces  points  sont 
sur  une  même  branche. 

D'après   cela,  comme   AB,   FM   et  FjN  sont  lixes,  le 
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point  M  est  un  point  fixe  commun  à  toutes  les  direc- 
trices correspondant  au  foyer  F  des  coniques  pour  les- 
quelles A  et  B  sont  sur  des  brandies  dillérentcs,  et  le 
point  ?S  est  un  point  fixe  commun  à  toutes  les  directrices 
des  coniques  pour  lesquelles  A  et  B  sont  sur  une  même 
branche. 

La  première  partie  de  l'énoncé  se  trouve  ainsi  dé- 
montrée. 

2"  Pour  construire  un  centre  quelconque  et  trouver 
le  lieu  de  ce  point,  on  pourrait  appliquer  le  théorème 
déjà  cité;  mais  on  peut  arriver  plus  simplement  au  ré- 
sultat en  s'appuyant  sur  la  propriété  suivante  : 

Dans  une  conique,  le  diauwlre  conjugué  d  une  di- 
rection de  cordes  et  la  perpendiculaire  abaissée  d'un 
fojer  sur  ces  cordes  concourent  sur  la  directrice  cor- 
respondant aufoj.er  considéré  ('). 

Considérons  alors  {^Jig.  1  )  une  direction  quelconque MH 


(')  En  elTct,  soient  FM  une  corde  et  FC  la  perpendiculaire  menée 
par  le  foyer  F.  Ces  deux  droiles  étant  rectangulaii-cs  et  passant  par 
le  foyer,  [""C  contient  le  pôle  de  FM.  Ce  pôle  est  aussi  sur  le  diamètre 


conjugué  OC  de  FM;  il  est  enfin  sur  la  directrice  Cl>,  car  FM  passe 
par  le  foyer  F. 

Donc  OC  et  FC  concourent  sur  la  directrice  correspondant  à  F. 
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])assaiit  par  IM  (A  et  I)  sont  sur  des  Ijraiiclics  diiîé rentes). 
lie  centre  se  trouve  d'abord  sur  J'axe  FC  mené  par  F 
perpeudiculaireinent  à  la  directrice,  il  se  trouve  ensuite 
sur  le  diamètre  conjugué  de  AB.  (ju'on  obtient  en  joi- 
guaut,  d'après  la  propriété  citée,  le  milieu  O  de  AB  au 
])oint  11  où  la  directrice  Mil  rencontre  la  perpendicu- 
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laiie  FP  à  AB.  Le  centre  est  donc  le  point  C  Or  ce 
point  se  trouve  constainuient  sur  les  droites  FG  et  OC 
([ui  j)ivotent  autoui'  des  points  lixes  O  et  F.  Ces  droites 
lormcnt  deux  taisceaux  liomograpliiques,  car  à  toute 
droite  de  l'un  des  faisceaux  correspond  une  et  une  seule 
droite  de  l'autre,  et  réciproquement. 

Le  lieu  du  centre  des  coniques  dont  la  directrice 
passe  en  M  est  donc  une  conique  passant  en  F  et  O.  De 
plus,  si  nous  plaçons  MH  suivant  AB,  le  point  C  vient 
en  F,  et  si  jMH  devient  perpendiculaire  à  AB,  C  se  con- 
fond avec  Q.  La  conique  est  donc  circonscrite  au  rec- 
tangle OPFQ,  et  son  centre  est  le  centre  D  du  rectangle. 
Si  MH  se  place  suivant  MF,  C  vient  en  F,  FC  se  place 
suivant  FN,  seconde  bissectrice,  et  FC,  coupant  la  co- 
nique eu  deux  points  confondus  en  F,  est  tangente  en 
ce  point;  des  laisons  de  symétrie  nous  donnent  les  tan- 
gentes en  O,  P  et  Q.  Cette  conique  est  une  ellipse;  car, 
pour  qu'elle  eût  des  points  à  l'inlini,  il  faudrait  que  FC 


(  3^-9  ) 
ei  OC  pussent  devenir  paiallèles  ou  OC  devenir  pei- 
pendiculaire  à  MH.  Or  P,  M  et  O  étant  les  pieds  de 
la  hauteur,  de  la  bissectrice  intérieure  et  de  la  médiane 
issues  de  F,  M,  pied  de  la  bissectrice,  se  trouve  entre  M 
et  O.  Par  suite,  H  étant  toujours  à  l'extérieur  du  ceicle 
décrit  sur  MO  comme  diamètre,  l'angle  MHO  n'est  jamais 
droit,  et  la  conique  n'avant  pas  de  points  à  l'infini  est 
une  ellipse. 

On  prouverait  d'une  manière  identique  que  le  lieu 
du  centre  des  coniques  dont  la  directrice  passe  en  ]N  est 
une  conique  circonscrite  au  rectangle  OPFQ,  sa  tan- 
gente en  F  est  la  première  bissectrice  FM;  la  symétrie 
nous  donne  les  trois  autres  tangentes.  Les  deux  coniques 
composant  le  lieu  des  centres  sont  donc  circonscrites 
an  même  rectangle  et  orthogonales  aux  sommets  de  ce 
rectangle,  car  les  bissectrices  FM  et  FN  sont  rectangu- 
laires. Par  suite,  d'après  une  propriété  connue,  les  deux 
coniques  sont  homofocales,  et,  Tune  étant  une  ellipse, 
l'autre  sera  une  hyperbole. 

Fis.  2. 


Nous    pouvons    d'ailleurs    trouver    directement    les 
asymptotes  de  celte  hvperbole.  En  eilet,  dans  ce  cas,  le 
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point  P,  pied  tle  la  hauteur,  est  forcément  entre  O  et  ]N  : 
l'angle  OHN  sera  donc  droit  lorsque  II  viendra  aux 
point  I  et  r  où  FP  coupe  le  cercle  décrit  sur  ON  comme 
diamètre.  Les  directions  asymjitotiques  sont  alors  01 
et  01',  et,  comme  le  centre  est  en  D,  nous  avons  les 
asymptotes  en  position. 

3°  D'après  la  génération  même  du  lieu,  nous  voyons 
que  l'ellipse  est  le  lieu  des  centres  des  coniques  pour 
lesquelles  A  et  B  sont  sur  des  branches  diirérentes,  c'est 
donc  un  lieu  de  centres  d'hyperboles. 

L'hyperbole  est  au  contraire  le  lieu  des  centres  des 
coniques  pour  lesquelles  A  et  B  sont  sur  une  même 
branche;  il  peut  y  avoir  des  centres  d'ellipses  ou  d'hy- 
perboles :  nous  allons  les  séparer. 

4"  Nous  savons  que,  dans  tout  lieu  de  centres,  les 
centres  de  paraboles  séparent  les  centres  d'ellipses 
des  centres  d'hyperboles.  Or,  dans  notre  question,  il 
n'y  a  que  deux  paraboles,  toutes  deux  véritables,  ré- 
pondant aux  données,  et  il  y  en  a  une  dans  chaque  série 
de  coniques.  Leurs  centres  se  trouvent  à  l'infini  sur  les 
branches  de  l'hyperbole-,  l'une  des  branches  se  compose 
donc  de  centres  d'ellipses,  l'autre  de  centres  d'hyper- 
boles, et,  comme  le  point  F  est  le  centre  de  l'hyperbole 
réduite  aux  deux  droites  FA  et  FB,  la  branche  de 
gauche  est  formée  des  centres  d'ellipses,  la  branche  de 
droite  des  centres  d'hypeiboles. 

Voyons  maintenant  dans  quel  cas,  pour  les  centres 
d'hyperboles,  A  et  B  sont  sur  la  branche  voisine  de  F 
ou  sur  la  branche  opposée. 

Pour  que  A  et  B  soient  sur  la  branche  opposée  à  F, 
il  faut  que  la  directrice  issue  de  N  laisse  d'un  côté  le 
foyer  F  et  de  l'autre  A  et  B;  cette  directrice  sera  donc 
comprise  entre  FN  etNx\,  et  l'axe  qui  lui  est  perpendi- 
culaire sera  compris  entre  FM  et  FN.  Donc  les  points 
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du  Hl'u  situes  eiilrc  F  el  P  soiil  les  ecnlres  pour  lesquel 
A  el  lî  sont  sur  la  branche  opposée  à  F. 

Fis.  3. 


4 


La  figure  ci-dessus  résume  les  résultats  de  la  discus- 


sion. 


\ote.  —  La  même  question  a  été  traitée  analyliqiicnicnt  par  M.  E. 
Barisien. 
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SOLUTION  DES  QIESTIOXS  PROPOSÉES 
AL    C0\C011RS    DAGRÉGATIO\    DE    188Ô; 

Pau  m.  MORET-BLANG. 


MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES. 

Trouver  la  hauleur  AB  et  les  bases  AD,  BC  d'un 
trapèze  rectangle  ABCD,  connaissant  la  longueur  l  du 
côté  oblique  CD,  l'aire  a^  du  trapèze  et  le  volume 
r^~b^  engendré  par  la  résolution  de  la  figure  autour 
de  CD. 

Discuter  les  formules  troussées  et  déterminer  le  mi- 
nimum et  le  maximum  de  b^.  On  examinera  les  cas 
particuliers  suivants  : 

l  =  a,         l  =  3a. 

Prolongeons  AB  et  DC  jusqu'à  leur  rencontre  en  E; 
abaissons  CF  perpendiculaire  sur  AD  et  AH  perpendi- 
culaire sur  DE. 

Posons 

AB  =  a7,         AD  =  jK,         BG  =  ^,' 

et  soitj)  ^  z. 

Les  triangles  semblables  ADE,  CDF,  ADH  donnent 

DE  _  __r_  AU  _  y 

d'où 

DE  =  -^,         AII  =  ^. 

y  —  z  l 

On  a 

vol.  ADE  =  ^  71  Âîî'  X  DE  =  i  t:  ,  ^^'^^      , 

3  j    l{.y  —  ^) 

vol.  BGE  =vol.  ADEx  —^ 
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et 

vol.  ABCD  =  vol.  ADE  —  vol.  DGE  =  ~t.~^ ^, 

3       l{y  —  z) 

I        3^2  C  yî  _i_  y-  _i_   -2  \ 

vol.  ABCD  =  ^  r      ^-^       /  ' 

Cela  posé,  on  a,  d'après  les  données  de  la  question, 

(1)  ar2-+-(j—  3)2=  Z2^ 

(2)  x{y-^z)  =  -ia^, 

(3)  a72(72_i-j>,^+  -2)= /63; 

puis,  par  la  combinaison  de  ces  deux  dernières  équa- 
tions, 

(4)  a;2j^  =  4«i-/63, 

(5)  x^(y  —  zY=  \lb^—  \ia'*=  /l{lb^—3a^). 

On  a  la  somme  et  le  produit  des  deux  quantités  jc-  et 
(j'  —  z)-,  qui  sont  les  racines  de  l'équation 

u-  —  l-ic  -h  ^{  Ib^  —  3  a^  )  =  o, 
d'où 

/2  -4-  s/l'*—iÇ>{lb^~Za'*) 


(r-^)-  = 


1 

/2  —  //i— i6(/63— 3ai) 


Le  signe  du  radical  se  détermine  en  remarquant  que, 
pour  Ib"^  ^=  3a^,  x  ne  saurait  être  nul,  car  alors  l  et  b 
seraient  aussi  nuls,  ainsi  que  a,  et  il  n'y  aurait  plus  de 
trapèze 5  on  ne  peut  supposer  nulles  toutes  les  données. 

On  a  alors 


{y  —  z  f        4  (  W^  —  a'*  )        W^  ■ 
et,  par  suite, 


,   l-—Jb—\(i{lb^—Zcv) 
•^  '  5>(/6*— 3c<M 
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En  exlrayant  les  racines  carrées  des  valeurs  précédenles, 
on  aura 

X,    y -^  z     cl    y  —  z, 

et,  par  suite,  j  et  z. 

Discussion.  —  I^a  réalité  des  valeurs  de  a*,  j,  z  exige 
que  l'on  ait 

/v_,G/63-+-48ai>o         ou         ^z'' <-?--+-— • 

Les  équations  (4)  et  (5)  inonti-ent  que,  pour  (jue  x,y,  z 
soient  positifs,  il  faut  (jue  l'on  ait 

63<  ^  et  b^>  -r-' 

La  valeur  mininiuni  de  Z»-'  est  donc —^,  et  sa  valeur 

inaxMiiuiii  est  la   |)lus  petite  des  tu.'ux  limites   —, 1 : 

'  "^  <  II) 

i«*  I  •>  •    /  1  1         • 

et  — T-;   ce  sera   la  première  si  /  <!  la^  et  la  seconde  si 

Poiu'  l  =  Uj  on  a  le  niiniinuui  /;■'=  3<7^, 

X  —y  =  z  =  a  : 

le  trapèze  est  un  carré  ^  et  le  maximum  />■' z=  3<'/'H -.-, 


a         a  y-?.  5  a  y/2  '.ia\/i 


/ 


1 


Pour  /=  3r<,  on  a  le  minimum  /»'::=  r//', 
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le  trapèze  est  un  rectangle^  et  le  maximum  h^  =  ^^- 


37=  ^(v^S  +  Zô),        J--^^  =j^— ^  = -(v/i3  -  v/5), 

JK=  7(/i3-v/5),         ^  =  0: 
4 

le  trapèze  se  réduit  à  un  triangle. 

MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES. 

D'un  point  donné  P,  on  mène  des  normales  à  un 
ellipsoïde  donné  : 

i"  Démontrer  que  par  les  pieds  de  ces  six  normales 
on  peut  faire  passer  une  infinité  de  surfaces  du  second 
ordre  S  concentriques  à  V ellipsoïde  ; 

îi"  Trouver  le  lieu  que  doit  décrire  le  point  P  pour 
que  les  surfaces  soient  de  révolution; 

3°  Déterminer  le  cône,  lieu  des  axes  de  révolution 
des  surfaces  S  ; 

4"  Sur  la  section  de  ce  cône  par  un  plan  perpendi- 
culaire à  Vaxe  mineur  de  l'ellipsoïde,  indiquer  les 
points  par  lesquels  passe  l'axe  de  ré\'olution  quand  la 
surface  S  est  un  ellipsoïde,  un  hyperboloïde  à  une  ou  à 
deux  nappes,  un  cône,  un  cylindre  ou  un  système  de 
deux  plans  parallèles. 

—  H-  y^  4-  ^  =  I ,  équations  de  l'ellipsoïde,  «]>  h'^c; 

•^'01.1  01  "oî  coordonnées  du  point  P. 

En  exprimant  que  la  normale  au  point  (x,  y^  z)  de 
l'ellipsoïde  passe  par  le  point  P,  on  a  les  équations 


=  k. 
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rirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  x^y,  z  et  les 
reportant  dans  celle  de  l'ellipsoïde,  on  a 


équation  du  sixième  degré  en  A.  A  cliaoutie  des  valeurs 
de  A'  correspond  une  normale  :  on  peut  donc,  du  point  P, 
mener  à  l'ellipsoïde  six  normales  réelles  ou  imagi- 
naires. 

1°  Les  équations  de  condition  peuvent  s'écrire 

IM  ={b'-  —  c'-)yz  -^c'^Zoy  —  b-yoZ  =  o, 
N  =  (c-  — a')zx  -ha-T^z  —  c- ZqX  =  o, 
P  =  («2  —  b-)xy  -+-0-^-0 X  —  a^Xoy  =  o. 

L'équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  pas- 
sant par  les  pieds  des  six  normales  est 

/  7-2  y2  -2  \ 

/---+-  i-  -+---  —  !+  m  M  -I-  /z  N  -h  »  P  =  o 
\  a-         h'^         c-  / 


ou 


/.r2         ly-         Iz'- 


m(  b^ —  (""^  )  y^  -^  n(  c- —  a-  )zx 


-i-pict'—  b-  )xy  -h  ( pb-yo —  nc'^Zo)x 

-+-  (  me-  Zo  —  pa'-X(,)y  -+-  (  na-x,)  —  nlb-y^,)  z  —  /  =  o. 

Pour  que  cette   surface  soit  concentrique  à   l'ellip- 
soïde, il  faut  que  les  coefficients  de  .r,  7  ,  z  soient  nuls, 

ce  qui  donne 

m  n  p 

a~Xo        biyo        c-Zo' 

et  l'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordi-e  S 
passant  par  les  j^ieds  des  six  normales  issues  du  point  P, 
et  concentriques  à  l'ellipsoïde,  est 

I  ^.       /j-2       /k-       l^-         ,   ,, 

S  =  — :p-  -4-  -~^  -I ~  -T-  rt-(  b'—  r^)Xoyz 

(()     •  a'  b^  c-  '      -^ 

\  -H  b-{c:- —  a''-)y^^zx  -f-  c'-{ir-—  b-)z»xv  —  /  =  o. 
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Comme  on  peut  donner  à  /  une  infinité  de  valeurs,  il  v 
a  une  infinité  de  ces  surfaces. 

2°  On  exprimera  que  la  surface  S  est  de  révolution 
en  écrivant  qu'une  surface  du  second  ordre  passant  par 
son  intersection  avec  la  sphère  concentrique 

i:  =  a-2 -h  j2 -+-  ^2  _  p2  :^  O 

peut  se  réduire  au  système  de  deux  plans  parallèles,  ce 
qui  exige  que  les  trois  plans  du  centre  de  la  surface 

S  — XS  =o, 

[    :>.  (  — ^  —  X  1  ^  -î-  c-(rt'-_  h-)z^y  -f-  b-^(c-—  «2)jo-^  =  o, 

(A)   I  c^{a'-—  ùi)zQ.T-^i(-^^—A]  y-^aHb'-—c^)xoZ  =  o, 
f   b^{c^-  —  a'-)yoX  -+-  a''(b''  —  rj )Xoy  -^  2  (  —  —  Ij  z  =  n 

se  confondent,  et,  par  suite,  que  l'on  ait  les  relations 

^  (^ ^  ~  ^7     _  c^(a-2-b-^)z„  _  bHc'-  —  a'-)y„ 
c^a-^  —  b^')zo  ~        (l        ,\     ~  «2(^-— c2):po' 


■•(^-) 


^yg^  7        _    c2(fl2_62)4;o    _    62(c2  —  a2)j„ 

d'où 

il        b^-c^(c^-—a-2)(a-^—b^-)yoZo 


«2  a^{b'^ — c^  )cco 

_  7.1        c'-aHa^  — b-^)(b^—r^)xoZo 
~  62  '        62  (c2—  a^)yo 

_2l        a-^b^(b^— c^)(c^— a'')Tç,yo 
c2  c2(a2 —  b^)Zo 

Ann.  de  Mathémat.,  ?>"  série,  t.  VII  (Juillet  i888). 


{  338  ) 
et,  en  éliminant  X  et  chassant  les  dénominateurs, 

'i.lia^-b^-){h'--c^)x,z,^b''y,[cKa^-b''fzl-a'*{b''-c'^yxl], 
^  ^l(^fj2_c^.^{c'-  —  a'-)x,yo=  c'-z,[a\b-^  -  c'-y-xl- b'^ic^'  —  a^f-jl]. 

C(;s  trois  relations  se  réduisent  à  deux  distinctes.  Si  on 
les  ajoute  après  les  avoir  divisées  respectivement  par 
a-Xo^  h^yoi  c-Zo,  l  est  éliminé  et  Ton  obtient,  en  chas- 
sant les  dénominateurs, 

,   t^c^c'^-  a^-){a^-  b'^  )ylzl 

(  _Ka2^,2(62_c2)(c2_  «2)^2^2  =  0, 

équation  du  lieu  que  doit  décrire  le  point  P  pour  que  la 
surface  S  soit  de  révolution  :  c'est  un  cône  du  quatrième 
ordre,  ayant  son  sommet  au  centre  de  l'ellipsoïde. 

Quand  le  point  P  décrit  une  génératrice  de  ce  cône, 
^oija-,  ^0  varient  proportionnellement,  ainsi  que  /,  en 
vertu  des  relations  (2),  et  la  surface  S  reste  la  même. 
Ainsi,  les  pieds  des  normales ,  menées  à  l'ellipsoïde  des 
différents  points  d'une  génératrice  du  cône  (3),  sont 
situés  sur  une  même  surface  de  révolution. 

3"^  En  remplaçant  )v  par  sa  valeur,  l'équation  du  plan 
des  centres  des  surfaces  S  —  A(.r--f-j>  "+  ^' —  p")  ^  o, 
qui  est  perpendiculaire  à  l'axe,  peut  s'écrire 


=  o  ; 


«2(62— c2)a7u        b^{c-—  a-)yo        c'^{a-—  b^)3o 
les  équations  de  l'axe  sont  donc 

(4)  a^b'-—  c'-)x^x  =  b'-{c'~—  a'-)yoy  =  c-^ia^—  b^)zoZ. 

En  éliminant  Xo,j)  07  -0  entre  ces  équations  et  l'équa- 
tion (3),  on  obtient  (>elle  du  cône  des  axes 

(5)  a2(^>2_c2):r2_^62(c2_  rt2)y2_|_  c2(a2—  ^;2)   -2-    o. 
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4"   Si  l'on  coupe  ce  cône   par  le  plan  ;:=:-,,  la  sec- 
lion 

(6)     aHb'-—  c-^)^2^è2(c2— a2)v2_^^c2(rt2— 62)S2=  o 

est  une  hyperbole  dont  l'axe  transverse  se  projette  sur 
Oy  et  l'axe  non  transverse  sur  Ox. 

Pour  faire  la  distinction  des  points  qui  appartiennent 
aux  axes  des  diverses  surfaces  de  révolution,  nous  re- 
marquerons que  le  cône  est  la  limite  entre  les  deux 
liyperboloïdes;  le  système  de  deux  plans  parallèles  est  la 
limite  entre  l'iiyperholoïde  de  révolution  à  deux  nappes 
et  l'ellipsoïde  de  révolution  aplati,  et  le  cylindre  entre 
l'hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  et  l'ellipsoïde 
de  révolution  allongé.  Il  suffit  donc  de  chercher  les 
points  (jui  correspondent  aux  limites. 

Pour  que  la  surface  S  soit  un  cône,  il  faut  que  l  =  o  -^ 
l'équation  de  la  surface  se  réduit  à 

a^(f)-2~  c2)^oJK-  -1-  62(c2— a2)jo.7-^-+-  c2(a2— 62)^o^JK  =  o, 

et,  pour  que  celte  surface  soit  de  révolution,  il  faut 
que  l'on  ail 

a'*(bi—  c^fxl  =  b'^ic^-—  a^Yyl  =  c'*{a^—  b'^)- zl- 

Les  équations  de  l'axe  deviennent  alors 

±  .r  =  zb  _y  =  dr  5, 
et,  pour  z  z=z^  Zi, 

or  =  ±Zi,        y=^±zi, 

en  tout  quatre  points. 

Si  la  conique  S  est  le  système  de  deux  plans  paral- 
lèles, ses  traces  sur  chacun  des  plans  de  coordonnées 
seront  deux  droites  parallèles,  et  l'on  aura 

2l  =  ±a^-bc{b^—  c-2).ro  —  b^aci^c'^—  a-^)yo 
=  c^ab{a^  —  b'-)z,r, 
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lis  équations  de  l'axe  deviendront 

zt.  ax  ^=±1  by  =  —  cz. 
et,  ponr  c  =  :T|  , 

^  =  ±"-^u        r  =  ±|--.- 

On  exprimera  qiie  la  surface  S  est  un  cylindre  en 
écrivant  que  les  équations  de  l'axe  vérifient  les  trois 
équations  (A)  des  plans  du  centre.  En  remplaçant,  dans 

les  résultats,  2  f-  —  A  j  ,  2  (^^  —  Â  j  ,  2  (  -  —  A  j    par 

leurs  valeurs,  et  avant  égard  aux  équations  (2),  on  a 


d'où,  pour  z 


.r- 

.■* 

«2  Ù-^ 

•^1 

62 

V 

c- 

62c2+  a^h^- 
-2 



a2 

C2 

-    -t. 

a^c^-t- 

62  C2 

«2 

62 

_u 

/a-- 

*(62-+-f2) 

—  62 

c2 

C2 

(a2+62) 

—  «2 

62 

_  _^_ 

//>2(a2M-c2) 

—  «2 

C2 

En  résumé,  les  points  appartenant  aux  axes  des  sur- 
faces de  même  espèce  sont  disposés  symétriquement  sur 
chacune  des  quatre  demi-branches  de  l'hyperbole.  En 
considérant  celles  dont  les  abscisses  sont  positives,  ils  se 
présentent  dans  l'ordre  suivant  : 

De  .r  =  o  à  .r  =::  -  ^, ,  ellipsoïdes  de  révolution  aplatis  ; 

X  ^=:  -  z^^  système  de  deux  plans  parallèles 5 

De  x:=^  -z,  \yx^=^z^^  hyperboloïdes  à  deux  nappes; 
X  =:  z,,  cône; 


(  34i  ) 
De  x  =  z,    a   •^- = -■  \/ ..(^.^^^^-a^é^'    hyperbo 


loides  a  une  nappe; 


/a2(62-4-c2)  — 62c2         ,.     ,       j        ,      ,      . 
X  =  zA/   -ry— 7— -j-j  cylindre  de  révolution  : 

.          ,    /a-{b'^-{- C-)  —  b'^c-       1,.        .. ,        ,        ,     ,      . 
X  >  z.i/    ,,   , j-s^ r-j-)  ellipsoïdes  de  révolution 

alloiiffés. 


SOLITIOX  DE  LA  QlESTIO.\  PROPOSÉE 
AU  COACOIRS  D'AGRÉCATIO\  E\   1884; 

Par  M..E.  JAGGI. 


On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  situées  res- 
pectivement dans  deux  plans  rectangulaires  P  et  (^^  et 
pour  chacune  desquelles  la  droite  d'intersection  de 
ces  deux  plans  est  axe  de  symétrie  : 

1°  On  considère  tous  les  plans  R  tangents  à  la  fois  à 
l'ellipse  et  à  l'hjperbole,  et  l  on  propose  de  démontrer 
quil  existe  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  S 
tangentes  à  la  fois  à  tous  les  plans  R  ; 

2"  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  S  et  dé- 
terminer la  nature  de  chacune  de  ces  surfaces  suivant 
la  position  occupée  par  son  centre; 

3"  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  les  surfaces  S  soient  homofocales . 

Nous  prendrons  pour  plans  des  xz  et  des  )  .3  les  plans 
P  et  Q  des  deux  conicjues,  et  pour  origine  le  milieu  des 
deux  centres. 


(  M>^  ) 

Les  (''(jualions  des  deux  coniques  seront 

j2     (z-^z^r-     __^ 


C2  <^2 

En  exprimant  que  le  plan 

(  R  )  ux  -^  Vf  -h  wz  —  I  =  o 

a  ses  traces   tangentes  aux  deux   coniques,   nous  avons 
les  deux  relations  suivantes 

f[u,iv)  =  ( IV Zo  —  I )2  —  b^w-  —  a^  lû  =  o, 

cp  (  p,  (V  )  =  (  (V'  -0  -^-  0"  +  f^'  "^'"  —  ^^  *^^  =  o, 

qui  sont  les  équations  des  deux  coniques  en  coordonnées 
tangentielles. 

1°  On  voit  immédiatement  que  les  plans  R  sont  tan- 
gents aux  surfaces  du  second  degré  dont  l'équation  gé- 
nérale est 

F(m,  l>,  (ï^)  =  X/(i/,  H')  -t-  IJl  o(f,  w)  =  o. 

2"  Le  lieu  des  centres  est  une  droite,  car  on  sait 
qu'en  général  le  lieu  des  centres  des  quadriques  tan- 
gentes à  huit  plans  est  une  droite.  Ici,  cette  droite  est 
l'axe  des  z-^  car,  le  système  des  plans  étant  symétrique 
par  rapport  à  cet  axe,  les  surfaces  le  sont  aussi.  L'ana- 
lyse le  donne  aussi  simplement  :  le  centre  étant  le  pôle 
du  plan  à  l'iniini,  on  a,  entre  ses  coordonnées,  les  rela- 
tions 


F'„(o)  ~  F',(o)       f;,(o)       F;(o) 

d'où  l'on  tire 

,u  —  X 


(  34:^  ) 

Pour  discuter  la  nature  de  la  suriace  par  rappoil  à  la 
position  de  son  centre,  nous  introduirons  le  z  du  centre 
dans  l'équation  eu  éliminant  ).  et  p..  En  appelant  ^  ce 
nouveau  paramètre,  l'équation  F  s'écrit 

jNous  poserons,  pour  al)régcr, 

b^-—d'-—izl 


Si  Zq'^  b,  Si  <C —  ^05  C  variant  de  —  cyz  à  'C,i^  la  sui- 
face  est  un  hyperboloïde  5  pour  Z,, ,  un  paraboloïde  hyper- 
bolique; entre  ^i  et  —  ^o?  un  liyperboloïde;  pour  — Sq, 
un  cylindre;  entre  — z^  et  z^,  un  hyperboloïde;  pour 
Zq,  un  cylindre  et  au  delà  un  hyperboloïde. 

Si  ZQ<^b,  de  — X)  à  —  Zo-,  la  surface  est  un  hyper- 
boloïde; pour  — ^0  5  un  cylindre;  entre  Zq  et  Ç,,  un 
ellipsoïde;  pour  J^j,  un  paraboloïde  elliptique;  au  delà, 
un  hyperboloïde,  sauf  pour  z^^  pour  laquelle  la  surface 
est  un  cylindre. 

3"  Pour  exprimer  la  condition  que  les  surfaces  sont 
homofocales,  je  remarque  qu'il  suffit  d'écrire  que  la 
développable  circonscrite  à  toutes  les  quadriques  passe 
par  le  cercle  imaginaire  de  l'infini  ou  que  les  plans  lui 
sont  tangents. 

Il  suffit  pour  cela  d'écrire  que  le  plan 

ux-^i>y-hivz  =  o 
est  tangent  au  cône 

x^-r-y-  -h  Z^=  0, 

ce  qui  donne 

U--\-  V'-h  w-=  o. 


(  344  ) 
Celte  équation,  jointe  aux  deux  suivantes, 

((P^Jo—  l)-—  b-w'^—  «2  ji2—  Q 

{iVZQ-\-  iy--^d'w'^~   c2p2— O, 

doit  laisser  u,  v',  w  variables.  En  formant  l'équation 
en  w  qui  en  résulte  et  écrivant  qu'elle  se  réduit  à  une 
identité,  on  a  les  conditions 

^u  :=  o,         c-  =  — a"^,         d'^  =  a-  —  b"^. 

Les  deux  coniques  ont  alors  pour  équations 


62 


y  3 


a2        b^—a^ 


On  voit  que,  pour  que  la  seconde  conique  soit  une 
hyperbole,  il  est  nécessaire  de  supposer  a-<^b'-  et 
qu'alors  elle  passe  par  les  foyers  de  l'ellipse. 


SOLUTION  DE  LA  OliESTiO.\  PROPOSÉE  AU  CONCOURS  GÉ.XÉRAL 

m  1885; 

Par  Al.  LÉON  ROUSSEL, 
lillève   du   Ivcée   de   Bar -le -Duc. 


D'un  point  P  pris  sur  la  normale  en  un  point  A 
d'un  paraholoïde  elliptique ,  on  peut  mener  à  la  sur- 
face quatre  autres  Jiormales  ayant  pour  pieds  B,  C, 
D,  E.  i''  On  demande  de  trouver  l'équation  de  la  sphère 
S  passant  par  les  quatre  points  B,  C,  D,  E^  a"  de  trou- 
ver le  lieu  des  centres  I  de  la  sphère  S  quand  le  point 
P  se  déplace  sur  la  normale  au  point  A ,  ainsi  que  la 
surface  engendrée  par  la  droite  PI, 


(  345  ) 
Soient  a,  (3,  y  les  coordonnées  du  point  P  ;  les  coor- 
données des  points  A,  B,  C,  D,  E  sont  données  par  les 
équations 


T=p'- ■-  =  q 

p  '  9 

d'où  l'on  tire 


(i)  x  =  y.-i-l,         j'=--— ^,  ^-^^^. 


■ ^  j  ^  — 


\  étant  racine  de  l'équation  du  cinquième  degré 

obtenue  en  portant  les  valeurs  de  a:',j> ,  ::  dans  l'équation 
du  paraboloïde.  Appelons  Xq,  J'o,  ^o  les  coordonnées  du 
point  A,  Ao  la  racine  correspondante,  de  telle  sorte 
qu'on  a 

/'  ?  ^  Y 

/;  -H  Ao  ^  ~T-  Ao 

Cela  posé,  soit 

^■-  4- j2  _j_  -2 _  2  Aa?  —  -2 Bj  —  -2  G  -3  -I-  D  =  o 

l'équation  d'une  sphère  que  je  suppose  passer  par  les 
points  B,  C,  D,  E.  Si  j'exprime  que  cette  sphère  passe  par 
l'un  de  ces  points,  donc  les  coordonnées  sont  données 
par  les  équations  (i),  j'obtiens 


j  (  a  -I-  X  )2  H- 


y02p2  g^..Çl 


-  2  A(a  4- X)  -  aB -^  -  2C -^  +  D  =  o. 

Cette  équation  en  ).  doit  avoir,  en  commun  avec  l'équa- 
tion (2),  les  (juatre  racines  de  cette  dernière,  autres 
que  Xq.  Si  donc  je  forme,  avec  les  équations  {•?.)  et  (4), 


(  3i6  ) 
une  coinljinaison  qui  ne  soit  que  du  quaLrièine  degré 
en  X,  le  produit  de  ectte  nouvelle  équation  par  ).  —  )^o 
devra  être  identique,  à  un  facteur  constant  près,  à 
l'équation  (2).  Or  cette  combinaison  est  facile  à  former  : 
il  suffit  de  multiplier  (2)  par  \  et  d'ajouter  membre  à 
membre  avec  (4)-  On  trouve  ainsi 


P^    _^0  .TJX     ,      _J^( 

-t-  (  OC  -I-  X  )  (  0£  —  X  —  2  A)  -r-  D  =  O  . 


-(^—  2B)^-^;-^(Y  —  2G) 


IMultiplions  donc  cette  équation  rendue  entière  par 
À  —  )vo  et  identifions  avec  l'équation  (2),  rendue  aussi 
entière,  en  remarquant  que  le  facteur  constant  d'identi- 
fication est  2.  On  doit  alors  avoir 

2(X-Xo)[(a-l-X)(a-  l-^k){p-\-\){q^\) 
+  D(/>-i-X)(<7  +  X) 
+  ryY(Y-2G)(/>-X)+/>p(?-2B)(ry--X)] 

=  /?P(^  +   X)2+.yY2(^+X)2—  2(a  +  X)(/>  +  X)2(^-t-X)2, 

quel  que  soit   A.    Si    je   fais    successivement   )v  =  —  yy, 
).  =  —  c/,  j'obtiens 

2(yD-r-Xo)         ~  ip 

~  2(^-i-Xo)  "  iq 

En    égalant  les  termes  du   quatrième   et   du   troisième 
degré  en  X,  on  trouve 

2A  =/J  M-  ^  -4-370, 

—  D  =(/)  +  Xo)(<7-i-Xo). 
L'équation  de  la  sphère  est  donc 

.KKof/' -t- 7  ■+- 2X0)        -S-3u(/> -4- 7 -I- 2X0^ 


.r^-l-/2- 


ip  %q 

jr{p  -f-  (j  -h  To)  —{p  -1-  Xo)(7  -t-Xo)=  o. 


(  347  ) 
Eli  metlaiit  celle  équalion  sous  la  forme 


(•'— 1-  • — •  -^-ix\ 

\  ï         'I  ! 

-1  /  yy'o  ,  -"-^u   ,       ,       ,  1   \ 

Ao     — 1 ^P  -^-  (7  +  Ao  )  — /?^  =  o, 


on  voit  qu'elle  passe  constamment  par  l'inlersection 
d'une  splière  fixe  et  d'un  plan  parallèle  à  un  plan  fixe. 
Donc  le  lieu  du  point  I  est  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  de  la  splière  fixe  sur  le  plan.  Les  équations 
de  cette  droite  sont 

ZX  =  p  ^  q  -h  Xo, 

yo        zo 

La  droite  PI  s'appuie  déjà  sur  deux  droites  fixes,  la 
normale  en  A  et  la  droite  lieu  du  point  L  D'ailleurs 
ses  équations 

_    .^.±Ao 

a-  — (.Tn— Xn)  ^  ^      ^^       p  

p^q-^Xo                   .            yoip-^q-hil^,)       yo(p-^y^v) 
V^o — ''o;         -, 

2  ^P  P 

_     ^  -h  Xo 


49'  g 

montrent  (|u'e]le  reste  parallèle  au  plan  fixe 

ypx  -+-  9.py  _  ZqX  -+■  iqz 

yn{-2.q  —  ip  —  Xo)  ~  z^>{-ip  —  iq  —  a7y) 

Donc  elle  engendre  un  paraboloïde  hyperbolique. 


(  :^48  ) 


SOLllTIORl  mm  OLESTIOX  PROPOSÉE  POIR  L'ADMISSIOi\ 
A  L'ÉCOLE  NORMALE  E^  ÏWJ; 

Par  m.  F.  FARJON,  à  Boulo-ne-sur-Mer. 


Du  foyer  F'  d\ine  ellipse  comme  centre  on  décrit  un 
cercle  :  d'un  point  P,  de  ce  cercle  on  mène  la  tangente 
P,  P.j  à  la  courbe,  puis  la  tangente  P2P3.  puis  la  tan- 


gente P3P4,  et  il  A  agit  de  délenniner    le  rayon  du 
cercle  de  telle  sorte  que  PtP,  soit  aussi  tangente. 


(  349  ) 

Abaissons  les  perpendiculaires  F'M,,  F'iVL,  F'Ms, 
F'M,,  le  quadrilatère  M)M2lM:tM4  est  un  parallélo- 
gramme, puiscjue  ses  sommets  sont  les  milieux  des  côtés 
de  P,  P0P3P4,  et  il  est  inscriptible  :  c'est  donc  un  rec- 
tangle, d'où  il  suit  que  les  diagonales  du  quadrilatère 
PjPîPjPji  sont  rectangulaires  et  que  le  centre  O  est  le 
milieu  de  M)  M3. 

On  sait  que,  si  un  quadrilatère  inscriptible  a  ses 
diagonales  rectangulaires,  la  droite  qui  joint  le  milieu 
de  l'un  des  côtés  au  point  de  concours  des  diagonales  est 
perpendiculaire  sur  le  côté  opposé  (').  Il  en  résulte  que, 
F  désignant  le  point  de  concours  des  diagonales  de 
P^P.PjP^,  FM,  est  parallèle  à  FM3,  et  FM3  parallèle 
à  F' M,  ;  F'^J,FM3  est  donc  un  parallélogramme  et  le 
point  F,  symétrique  de  F'  par  rapport  à  O,  est  le  second 
foyer  de  l'ellipse. 

Ainsi,  tous  les  quadrilatères,  à  la  fois  inscrits  dans  le 
cercle  F'  et  circonscrits  à  l'ellipse,  ont  leurs  diagonales 
rectangulaires  et  se  coupant  au  foyer  F.  Remarquons, 
en  passant,  que  tous  ces  quadrilatères  ont  leur  centre 
de  gravité  en  O. 

Cela  posé,  considérons  en  particulier  le  quadrilatère 
qui  a  l'un  de  ses  sommets  au  point  D'  où  le  grand  axe 
prolongé  rencontre  le  cercle,  F  étant  le  point  de  con- 
coui's  des  diagonales,  le  sommet  opposé  sera  en  D'  à 
l'autre  extrémité  du  diamètre  D'F,  et  les  deux  autres 
somnnîts  sur  la  perpendiculaire  FE  à  ce  diamètre.  Me- 
nons OE,  et  soit  R  le  rayon  cherché  *,  ou  a 


(')  Ce  théorème,  d'après  Chasles,  est  dû  au  géomèlre  indien 
Braliinegupta,  qui  vivait  an  vi"  sièrlc  do  noire  erc  {Aperçu  htst.. 
Note  XII). 


^ 


(  35o  ) 


l'aiigU;  circonscrit  D'ED  étant  droit 


OE'  =a2-h62; 
l'égalité  précédente  peut  donc  s'écrire 

d'où 

R-2=r2(a2+c2).  ' 

Note.  —  Solution   idcnlique  par  M.  Théodulc  Caronnct;   solution 
analytique  par  M.  Juhel-Rénoy. 


r. 


-  cV  -  ^ 


NOTE   DE  GEOMETRIE; 

Par  m.  GENTY. 


Soit  une  droite  de  loïigueur  constante  dont  les  extré- 
mités A,  et  Aa  se  déplacent  sur  deux  surfaces  données 
(S,)  et  (So),  de  telle  manière  que  les  normales  à  ces 
surfaces  menées  aux  points  A)  et  Ao  respectivement  se 
rencontrent  en  un  point  N.  La  normale  au  lieu  décrit 
par  un  point  cpieiconque  A  de  la  droite  A)  Ao  passe  aussi 
par  le  point  N. 

Soient  {xt,ji,  ^i),  (xo,  y2-,  z-i)  les  coordonnées  des 
extrémités  de  la  droite  mobile  dans  l'une  de  ses  posi- 
tions, et 

(  Al  dxi  -h  Bi  dyi  -f-  Ci  dz^  =  o, 
(  A2  dx2  -+-  B2  dy^  -H  G2  dzi  =  o 


(I) 


les  équations  dillérentielles  des  surfaces  (S,)  et  (So). 
On  aura 

(  xi  —  Xi  y-  +  (7,  —  j,  )--+-(  -1  —  -2  )-  =  const .  ; 


(35.   ) 


d'où 


"^     I       ^iri—r-2){dyi  —  dy.2)^{zi  —  Zi){dzi  —  dzo)  =  o. 

Cela  posé,  les  normales   aux   points  A(  et  A2  auront 
pour  (Vjuations 


x  —  Xi_  y— ri 


A, 


A, 


y  —  Vo 
B, 


Cl 


c. 


La  condition  qui  exprime  que  ces  deux  normales  se  ren- 
contrent est 

L,  =  Lo. 


eu  posant,  pour  abréger, 
j"i     Al     A2 


L,= 

n   B,    B,  i 

^1     Cl     G,  1 

Et,  si  l'on  pose  de  même 

Xi     Xi     Al 

M,- 

Ji     72     B, 

^1     -S2     Cl 

L,= 


M., 


X2     Al     A 2 
j,     B,     B2 

-S  2        Vji         '^2 


a^i     a"2     A2 

Jl       J2       B2 

^       -      r 


on  voit  sans  peine  que  le  point  de  rencontr-e  j\  des  deux 
jiormales  a  pour  coordonnées 


M,  ,  M,  . 

X  =  Xi-^   —-Al  =   X-2-+-   -j—  A2, 

J  =yi -^  l7  ^1  =  y-^^  "Ï7  ^^2' 

L2  '        L'i      ' 


Soient  maintenant 

^       lxi-T-mx2 
/  -t-  m 


"  /  -f-  /?? 


/^, 


l  -\-  m 


(  -^5.  ) 

les  coordonnées   du  point  A,  —  étant  un  rapport  con- 
stant. 

La  relation  à  démontrer  est 


ou 


ou 


(  ar  —  ï  )  f^^  -^  (  J  —  ■')  )  ^'1  +  (-  —  O  f^C  =  o, 

/  M,  /^,  ■+-/?? .r,\         ] 

V  Li      "  l-^m      }       -J 

ou,  en  développant  et  tenant  compte  des  équations  (i), 

-^  / ,        ,  ,  l'^xi  dxxA-Inix^dxi-^-lmxi  dxi-^in-X',  dxA 

>  (  Ixi  d.ri-i-/nxo  dx-, — -^ l  =  o, 

^\      1       '  -       -  1+  m  j 

ou  enfin 

\  (a?i  c^^i  -f-  .r2  dx^  —  x^  dxx  —  X\  dx-i  )  =  o, 
équation  identif[ue  à  la  relation  (a). 

RECTIFICATIONS. 


La  question  1526,  résolue  par  M.  A.  Droz,  3"=  série,  t.  VI,  p.  58o, 
l'a  été  aussi  par  MM.  Moret-Blanc,  Pisani,  Valeri  et  Juhel-Rcnoy. 
Les  questions  proposées  pour  l'admission  à  l'Ecole  centrale  en  i885 
ont  été  résolues  par  MM.  Lez,  Barisien,  II.  Duclos  et  Geneix-Martin; 
en  i886,  par  M.  Barisien;  en  1887,  par  MM.  Barisien  et  K.  Troubine, 
à  Perm  (  Russie). 

Même  Tome,  page  157,  lignes  5  et  7,  prolongez  le  radical  sur  — 1; 
page  171,  ligne  9,  au  lieu  de  avec,  lisez  par;  page  181,  ligne  i,  au 
lieu  de  devrait,  lisez  devait;  page  197,  ligne  5  en  remontant,  après 
quelconque,  ajoutez  convergente. 
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THÉORÈME  RECIPROQLE  Di\  THÉORÈME  DE  M  E.  CESARO 
ETAPPLICATIO.XC); 

Par  m.  a.  M. 


On  donne  {fig-  i)  une  courbe  (.M)  et.  une  circonfé- 
rence (O)  de  centre  O.  Si  la  polaire  LE   d'un  point 


Fin.   •■ 


,,E 


,>>«. 


quelconque  M  de  (M),  prise  par  rapport  à  (O),  déier- 
uiine  toujours  sur  les  rayons  de  courbure,  tels  que  Ma 


(')  Voir  à  la  page  171  de  ce  Volume. 

Ann.  de  Mathéinat.,  3«  série,  t.  VII.  (  Voiit  1888.) 
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de  (M),  des  segments  EM,  Ea  pj'oportionnels,  il  en  est 
de  même  des  rajons  vecteurs,  tels  que  OM,  relative- 
ment aux  rajons  de  courbure  de  la  développée  de  (M). 

Puisque  LE  est  la  polaire  de  M,  par  rapport  à  la  cir- 
conférence (O),  le  produit  de  OMpar  OL  est  constant.  La 
courbe  (L),  lieu  des  points  tels  queL,  est  donc  la  trans- 
formée par  rayons  vecteurs  réciproques  de  (M)-,  la  nor- 
male LI  à  (L)  et  la  normale  Ml  à  (M)  sont,  par  suite, 
également  inclinées  sur  LM.  Le  point  I  est  alors  le  mi- 
lieu de  l'hypoténuse  ME  du  triangle  EML.  La  courbe 
(I),  lieu  des  points  tels  quel,  peut  être  considérée  comme 
le  lieu  des  points  également  distants  de  (L)  et  de  (M). 
La  tangente  en  I  à  (I)  passe  alors  par  le  point  de  ren- 
contre des  tangentes  en  L  et  iM  à  (L)  et  (M).  Comme 
[L  ■=  LM,  cette  tangente  est  la  bissectrice  de  l'angle  LIM 
et  par  suite  la  normale  en  I  à  (I)  est  la  parallèle  IM  à 
LM. 

Appelons  [/  le  centre  de  courbure  de  la  développée 
de  (M)  pour  le  point  |Ji  de  cette  courbe. 

Par  hypothèse  -^  ^^  const.  Appelons),  ce  rapport,  ou 
a  alors 

M  IJL  . 

— -i-  =;  2A  et  aussi 

MI 

Quel  que  soit  le  point  M,  les  courbes  (I),  (M)  et  la 
développée  de  cette  dernière  courbe  déterminent  sur  al 
des  segments  proportionnels  :  on  a  alors  ('  ) 

[x'fJL  [JlM  .  ,,     ,  „  [i-'li. 

L-JI  —  i-_— 2À,  (1  ou  ;aH  =  ^. 

[xH        MI  iK 

Prolongeons  MO  juscpi'à  sa  rencontre  G  avec  a'jji.. 


(  '  )  Mannukim,  Cours  de  Geoniélrie  descriptive,  :>'  cdilion.  p.  2()3  cl 
suivantes. 
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On  a 

ZSous  avons  écrit  précédemment  la  valeur  de  ce  dernier 

rapport;  on  a  alors 

aH         9.X-f-i 


[j.  G  2  X 

Introduisant  ici  la  valeur  de  m  M  trouvée  plus  haut,  on 
obtient 

^-TT   =    2  A  4-    I  . 
[JlUr 

Le  théorème  est  alors  démon ti*é. 

Pour  appliquer  ce  théorème  à  l'ellipse,  nous  allons 
d'abord  démontrer  géométriquement  un  théorème  qui 
se  trouve  dans  le  travail  de  ^I.  Gesaro  (').  JNous  conser- 
vons \a.  Jîg.  I,  en  supposant  que  (M)  soit  une  ellipse 
dont  les  demi-axes  sont  a  et  b  et  que  (O)  ait  poui-  rayon 

y/a- H-  h-. 

La  polaire  LE  du  point  ]M  de  V ellipse  (M),  par  rap- 
port à  la  circonférence  (O)  dont  le  rajon  est  égal  à 
sJaF-^h^ ^  rencontre  la  normale  ]ME  à  l'ellipse  en  un 
point  E  tel  que  ^lE  égale  le  rayon  de  courbure  M'j. 
de  l'ellipse  en  Ï\L 

Puisque  le  rayon  de  (O)  est  y/rf-'H-  b- ,  il  résulte  de  cet 
énoncé  que 

O.Mx  OL  =  a'-^Iy^: 
de  \h 


OM 


{')   ]'oir  page  176  de  ce  N'olume. 
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Menons  le  diamètre  OD   perpendiculairement   à   Mu, 
on  a 

OD"'  +  ÔM"  =  a2-f-62, 

On  peut  donc  écrire  (OL  —  OM)  ou  ML  =  jr^rr  • 

Mais  on  sait  que  le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse  en  M 

est  ei^al  a  vtt:  ;   on  a  alors 
^  ]\1P 

ML   _  MP  _  ML 
M^  ~  ÔM  ~  me' 

donc  ME  =  M[x.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Centre  de  courbure  de  la  développée  de  l'ellipse. 
—  Pour  avoir  ce  centre  de  courbure,  il  suffit  d'appliquer 
le  théorème  précédent  à  l'ellipse.  On  trouve  ainsi  quon 
^  ohtient  le  centre  de  courhiue  ]x'  de  la  développée  de 
l'ellipse  (M)  en  prolongeant  0]x  de  trois  fois  sa  lon- 
gueur. Ce  qui  est  la  construction  due  à  Maclaurin. 


RECHERCHE  DES  POINTS  DOURLES  DA^S  LES  COURRES 
UMCIRSALES; 

Par  m.  X.  ANTOMARI, 

Professeur  de  Alathématiques  spéciales  au  lycée  de  Rennes. 


Soit  une  courbe  unicursale  définie  par  les  deux  équa- 
tions 

dans  lesquelles /(i),  cp(f)  et  'l{t)  sont  des   polynômes 
entiers  en  I.  Pour  trouver  les  points  doubles  de  cette 
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courbe,  ou  cherche  habltuelleaienl  les  valeurs  distinctes 
^1  et  ^2  données  à  f,  et  vérifiant  les  deux  équations 

Dans  la  plupart  des  cas,  la  résolution  de  ces  équations 
conduit  à  des  calculs  assez  compliqués,  à  cause  des 
solutions  étrangères.  La  recherche  des  points  doubles 
peut  se  faire  par  un  procédé  généralement  plus  simple, 
et  qui  n'introduit  pas  de  solutions  étrangères.  L'expo- 
sition de  ce  procédé  fait  l'objet  delà  présente  Note. 
Les  équations  de  la  courbe  peuvent  s'écrire 

(1)  ^{t)x-f{t)  =  o, 

(2)  i{/(07-o(0=o. 

Pour  obtenir  l'équation  cartésienne  de  la  courbe,  il 
faudrait  éliminer  t  entre  les  équations  (i)  et  (2).  Soient 
X  et  y  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe.  Il 
résulte  de  la  théorie  des  lieux  géométriques  que  si,  pour 
ce  point,  les  équations  (i)  et  (2)  ont  deux  racines  com- 
munes en  ï,  le  point  (x,  y)  est  un  point  double  du  lieu 
défini  par  ces  deux  équations  (voir,  à  ce  sujet,  Boukdon, 
Applications  de  V Algèbre  à  la  Géométrie ,  Notes  de 
M.  Darboux). 

Ou  conclut  immédiatement  de  là  que,  pour  trouver 
les  points  doubles  de  la  coui^be  uuicursale,  il  faut 
trouver  les  valeurs  de  x  et  de  r  pour  lesquelles  les  deux 
poljnômes 

y<\{t)-o{t)  =  o 

ont  un  diviseur  commun  du  second  degré  en  t.  De 
même,  pour  obtenir  les  points  triples,  on  cherchera  les 
valeurs  de  xet  de j' pour  lesquelles  les  mêmes  polynômes 
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ouL  un  diviseur  coinniiui  du  troisième  degré,  et  ainsi  de 
suite. 

Exemple  I.  —  Trouver  les  points  doubles  de  la  courbe 
définie  par  les  deux  équations 

*  t  —  i 

y  =  ,.      .w.   ,   .^     (M- 


IMettons  ces  équations  sous  forme  entière 

t-x  —  t  —  .r  =  o, 

t-y  +  (7  —  I  »  /  —  a(  J  —  ()  =  o. 

Elles  sont  du  second  degré.  Pour  qu'elles  admettent  un 
diviseur  commun  du  second  degré,  il  faut  qu'elles  soient 
identiques.  Eu  identifiant,  on  obtient 


y  .r  — 1       liy  —  iY 

d'où  l'on  lire,  sans  calculs. 

X  =^ 2,  J'  =  2. 

Exemple  II.  —  Points  doubles  de  la  courbe  : 
t—o.  2  /  —  5 


y  = 


11  faut  trouver  les  valeurs  de  r  et  dej^,  pour  lesquelles 
les  deux  polynômes 

x{r-  —  i){t-\-  i)  —  {t  —  i) 

et 

JK(^  — l)(/  +  2)—  (2/  —  5) 

ont  un  diviseur  commun  du  second  degré.  Soit  Lt  -r  \x 
un  facteur  indéterminé  du  premier  degré;  nous  allons 

(')  Pruvost,  Géoin.  analyt. 
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délennincT  À,  'j.,  x  ut  y  de  manière  à  vérifier  l'iJeulilé 

X(  f^—\)(t  -r-  2)  —  (t  —  1) 

Exprimons,  pour  cela,  que  ces  ceux  expressions  sont 
égales  pour  Jes  quatre  valeurs  de  f,  f^i,  f  =  — i, 
t  =  -2.  Qi  t=  —  2.  [Nous  obtiendrons,  pour  déterminer  A, 
p.,  X  et  j  ,  les  quatre  équations 

I  =  3(X-f-a), 

IIX  =  (2).  -i-  [i.)(4j'-!-l), 

4  =  9(!-^  — 2À), 

qui  donnent  Lien  facilement 

,7  1  4  X  79  .  58 

/=— 7  'J.=  — ,  x—~ ~  et  >-—  —  . 

27  '27  0  X  27  '0 


SUR  ÏM  QIESTIOX  DE  GÉOMÉTRIE  LIÉE  V  Ll  THÉORIE 
DES  NORMALES  A  IXE  QLADRIQIE; 

Par  m.  a.  dkl  RE,  à  Naples. 


Je  ne  sais  si  l'on  a  jamais  pensé  à  la  question  sui- 
vante, mais  elle  peut  être  de  quelque  intérêt  dans  la 
théorie  de  la  surface  des  centres  d'une  surface  donnée 
du  deuxième  ordre.  Soient  S  cette  dernièix  surface,  S^  sa 
surface  des  centres  et  P  un  point  quelconque  de  l'espace. 
Si,  du  sommet  P,  on  circonscrit  à  S^  le  cône  (P),  il 
y  aura,  dans  chaque  plan  tangent  de  ce  cône,  une  seule 
normale  à  -  :  on  se  propose  de  clierJier  le  lieu  des 
pieds  de  toutes  les  normales  ainsi  obtenues. 

Par  le  point  P  menons  un  plan  quelconque  3-,  et,  par 
son  pôle  S,  [)ar  rapport  à  ïl,  menons  la  perpendiculaire  s 
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à  ce  plan.  Lorsqu'on  fait  varier  t  autour  de  P,  le 
point  S  et  le  point  à  l'infini  de  s  décrivent  deux  sys- 
tèmes plans  réciproques  à  la  gerbe  décrite  par  o-,  et, 
couséqueniineiit,  collinéaires  entre  eux.  Donc  la  droite  5 
et  le  plan  t  se  coupent  (  voir  ma  Note  Nuova  costru- 
ziojie  délia  sup.clel.  d"  ordine,  etc.,  dans  les  Rendi- 
conti  delV  Ace.  di  Napoli,  1886)  dans  un  point  M  qui 
déci'it  une  surface  du  cinquième  ordre  douée  d'une 
courbe  double  du  même  ordre  et  ayant  un  point  triple 
au  point  P.  Nommons  <!>  celte  surface.  Elle  est  précisé- 
ment celle  que  M.  Darboux  (')  obtient  en  cliercliant  le 
lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  aux  sur- 
faces liomofocales  à  S,  conduits  par  P,  et  cette  coïnci- 
dence je  l'ai  démontrée  dans  ma  Note  citée.  La  surface  <I> 
passe  donc,  comme  il  est  d'ailleurs  presque  évident,  par 
la  conique  (fl),  suivant  laquelle  S  est  coupée  par  le  plan 
polaire  H  de  P,  par  rapport  à  S",  et  ces  deux  surfaces  ^ 
et  *\>  ont  ultérieurement  en  commun  une  courbe  du 
huitième  ordre  C^.  Je  dis  que  cette  courbe  est  le  lieu 
cherché. 

Eu  eflftft,  prenons  un  point  quelconque  M  de  la  sur- 
face <I>,  et  soient  7  et  s  le  plan  et  la  droite,  construits 
comme  précédemment,  qui  l'ont  fourni.  Si  dans  le  plan 
G-  on  conduit  par  INI  les  tangentes  à  2,  les  points  de  con- 
tact de  ces  deux  tangentes  seront  les  pieds  des  deux 
normales  à  cette  suïface  contenues  en  a-  (-).  Donc  ou 
aura  ces  deux  normales  coïncidentes,  c'est-à-dire  que  s- 
sera  un  plant  tangent  de  (P),  si  le  point  M  est  un  point 
aussi  bien  de  <î>  que  de   i\  sans  être  un  point  de  (H), 


(')  Sur  la  surface  du  cinquième  ordre,  etc.  {Bulletin  des 
Sciences  math,  et  astronom.,  p.  /(o;  1873). 

(*)  Cette  propriété,  je  l'ai  démonlrée  dans  ma  Xote  Suite  normali 
aile  sup.  di  a"  ordine,  ai  coni  ed  aile  coniche  sferiche  (  Naples, 
tipogr.  Truni,   iSS'i);  mais  elle  est  d'ailleurs  pres(]iie  cvideiile. 


(  '^ei  ) 

dans  lequel  cas  t  est  tangent  à  5  en  iM.  Mais,  lorsque  cela 
arrive,  le  point  M  est  même  le  pied,  de  l'unique  nor- 
male dans  le  plan  a-;  donc  la  proposition  est  ainsi  dé- 
montrée. 

Une  première  conséquence  qui  suit  de  la  définition 
de  la  courbe  C^,  c'est  que  par  le  point  P  passent  six 
cordes  à  cette  courbe,  que  celles-ci  sont  les  arêtes  d' un 
angle  tétraèdre  complet,  et  que  enfin  la  courbe  a 
quatre  points  sur  le  cercle  à  V infini.  En  effet,  la  sur- 
face <ï>  a  six  droites  qui  aboutissent  au  point  P,  formant 
les  arêtes  d'un  angle  tétraèdre  complet,  et  passe  par 
le  cercle  à  l'infini. 

2.  Si  l'on  voulait  résoudre  la  même  question  par  rap- 
port rà  une  surface  S',  liomofocale  à  S,  on  arriverait  à  la 
même  surface  <ï>,  grâce  à  la  double  définition  de  cette 
surface.  Nous  pouvons  donc  énoncer  la  propriété  sui- 
vante : 

Lorsqu'on  circonscrit  aux  surfaces  des  centres  de 
courbure  d'une  suite  de  surfaces  lioniofocales  du 
deuxième  ordre  (S)  les  cônes  ayant  tous  un  même 
sommet  P,  le  lieu  des  pieds  des  Jiormales  à  ces  surfaces 
contenues  dans  les  plans  tangents  aux  cônes  correspon- 
dants est  une  surface  du  cinquième  ordre,  laquelle  est 
même  le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents 
aux  surjaces  C^,)^  menés  parV. 

3.  La  question  que  nous  venons  de  résoudre  peut 
être  envisagée  à  un  point  de  vue  plus  général. 

Soient  i]  et  5'  deux  surfaces  données  du  deuxième 
ordre,  et  Q  l'iiomographie  résultant  de  la  composition 
des  polaires,  par  rapport  à  elles.  Dans  celte  liomogra- 
[)liie,  si  l'on  joint  les  points  de  S  aux  points  correspon- 
dants de  la  surface  li",  transformée  de  !îi,  on  obtient  uu 
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syslènie  0  du  sixième  ordre  et  de  la  deuxième  classe  ('  ), 
dont  soit  Sq  la  surface  focale.  Il  s'agit  de  chercher  le 
lieu  des  points  de  S  tels  que  les  rayons  correspondants 
de  0  soient  projetés  d'un  point  P,  donné  arbitrairement, 
au  moyen  de  plans  tangents  à  la  surface  Se.  Il  n'est  pas 
difficile  de  s'assurer  qu'au  moyen  de  la  surface  du  cin- 
quième ordre,  engendrée  par  les  points  de  rencontre  des 
plans  de  P  avec  les  droites  qui  unissent  les  couples  des 
pôles  de  ces  plans  par  rapport  à  S,  H',  on  arrive  à  des 
conclusions  parfaitement  analogues  à  celles  que  nous 
avons  exposées  dans  les  numéros  précédents. 


SUR  LE  DÉVELOPPEMEXT  EX  SERIES  DES  FO\CTIOXS 
IMPLICITES; 

Par  m.  WORONTZOF. 


Soient 

j,  =  ^^y)  =  xV[f{y)\ 
deux  équations  entre  les  variables  x,  y  et  iii-^ 

y=M'n),        j=/,(o)=r     (2) 

(')  Les  droites   du  système  0  ne  sont  que  les  normales  à  la  sui 
face  S  dans  l'espace  où  l'absolu  est  la  surface  — '. 
(=)  Soit,  par  exemple 

/{m)  =  e'" — I,        Aiiim,        (/n-f-c)", 
a  —  m  I  —  m 

c  -t  m  I  -r-  m 

on  a  respectivement 

/.  (  m  )  =:  log(  »i  +  i),         arcsin/zi,        /n" — c, 

a  —  cm  I  —  m 

,  ,  .... 

I  -1-  /»  I  -t-  m 
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les  racines  des  équa lions 

f{y)  —  'n  =o,  f(y)  =  o, 

de  sotte  qu'on  ait  identiquement 

/[/„(;«)]  =  m,         /(/•)  =  o; 

et  F(:c)  une  fonetion  qu'il  faut  développei'  en  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  croissantes  de  m.  Si  l'on 

donne 

X  =  *  [  /•  -H  /»  o  (  ^  )] , 
on  a  alors 

En  vertu  des  égalités 

[Dî,  'l-(">)J».=/a,=  'r'[/(r)l  =  [yrf^,  Dv]'"irf/(^)] 

on  obtient,  en  su]jstituanty^.{7«)  au  lieu  tic  •)', 
fl"l(m,  =  D»'I-!/[/„(„i)]; 

ou,  en  remplaçant  ^P* [y (j)  )]  par  <I>(j  ), 
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ou,  plus  généralement, 

j   D»  F[*(j^)]  =  D'/„F(x) 


!/=/.('«) 


Au  moyeu  de  la  formule  précédente  et  de  la  série  de 
INlaclaurin,  prise  avec  le  terme  compléjnentaire  (R«)  de 
Lagrange,  ou  trouve 

F[*(7)] 

I.2.3.../Z  (L  /    (-)  J  ^:=;-+6(y-r)=/„(8,m),.r=/,(/H)=<ï>^(.r) 

et  aussi,  pour  ^(j  )  =  J  —  •^'5 
F[/.(/»:)]  =  F(x)  =  F(/-) 

fi=n-i 

(3)      '  •....-        ,. 


f  ni"       i  r     I  1  '"'  ) 

où  o  <^  0  <^  I  . 

Exemple.  —  Eu  posant  successivement 


-V-6(J--/-)  =  A.(0,  ;h) 


Q{a—kc)y 

=  a{a  —  c){a  —  '}.c)...[a  —  {A  —  i)c] -f—-) 


y  =  log(  h  H-  /ny ,         r  —  log  h^  , 


{-^^^'T^' 
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=  a  {a  —  c){a  —  2c)..  .[«  —  (k  —  i)c] 
±  1 


ya 


et,  par  conséquent,  d'après  la  formule  (2), 


m, — 1       a{a  —  c)tn\^-- 
c  1.2        \  c 


a(a-c)       [a-(»-.)c]/^y--^^,.-.._^  -i 

1.2.3...(rt  —  i)  \c/ 


^        aia  —  c)...\a  —  {n  —  i)c]  /  m\'^  ,-  —  n  /         0 /n 
i.2.i...n  \<?/  \  " 

^a(a  —  c). .  .[a  —  (n  —  i)c]  /m\"^-n  /  /?? 

1.2.3. ..«  \c/  \  A 

^a(a-c)...[a-(/i-i)c]  //ny^^^      -ji+e, 
I  .2.3.  .  ./i  \  c  ■^ 


'.(?-j 


REMARQIES  SIR  L'I\TEGR4TI0\  PAR  PARTIE  ; 

Par  m.  Ph.  GILBERT,  à  Louvain. 


Les  cas  dans  lesquels  l'intégralion  par  partie  s'ap- 
plique avantageusement,  en  ramenant  l'intégrale  pro- 
posée à  elle-même  ou  à  une  autre  plus  simple,  sont 
moins  généraux  qu'on  ne  le  croit  d'ordinaire,  et  suppo- 
sent entre  les  fonctions  sous  le  signe  f  des  relations 
très  étroites. 


(  36C>  ) 
Ainsi,  soient  «,  r  deux  fonctions  de  jc,  n  un  nombre 
entier,  et  posons 

1  v  dx  =  l'i,  l  l'i dx  =  i-o,  

La  formule 

(i)  /  II"  V  dx  —  II"  ('i  —  n  I  u"-^  ("i  du 

conduit,  lorsqu'on  a  entre  //  et  v  la  relation 

K\dit=^-dx    (aconstant), 

à  la  formule  de  réduction  assez  employée 

(2)  /  u"  V  dx  =  u"  vi /  «""•  V  dx. 

Mais  la  condition  ci-dessus  donne 

du  _   t'  _    I   dv\ 
dx        Vi        l'i    dx 

d'où,  j3  étant  une  constante, 

„  o  o  du 

'  dx 

C'(;st  la  forme  la  plus  générale  de  v  qui  se  prête  à  la 
transformation  (2),  et  elle  est  entièrement  déterminée 
par  celle  de  u. 

On  peut  généraliser  la  question  et  poser,  dans  (1), 

f,  du  =  (  3  «  H '—;  )  V  dx, 

a,  ^j,  j)  étant  des  constantes.  On  a  alors,  au  lieu  de  la 
formule  (i),  celle-ci 

C        ,  u"vi  n-x      r 

(3  )  /  u"v  dx  =  '. /  «"-/H'  dx. 

■   '  J  1  -+-  «  3        I  +  «  3,  / 
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Mais  on   a   aussi,   pour  déterminer   V)   et  par  suite   »', 


l'égalité 


V  I    dvi  iiP-^       du 

t>i         Pi    dx        a -f- p  aP  dx' 


et  cette  équation  intégrée   donne,   en  négligeant  une 
constante  inutile, 

t>i  =  (a -i-^ «/>)?/',  V  =  ui>-^{%^'^ui>)\^P       -j-\ 

V  est  donc  encore  déterminé  par  n.  L'équation  (3)  de- 
vient donc 

r  .--' 

/  u'^+p-'^  ^  3c  H-  3  uv y  p      du 
1 

=  ^^—.-^-----Ju'-ri.^^,uP)?P      du, 

ce  qui  est,  au  fond,  la  formule  de  réduction  des  dilï'é- 
rentielles  Linomes. 

L'intégration  par  partie  donne  immédiatement 


/  uv  dx  =  a^i  —  I  ^'i  Z/~  ^^1 
r     du   ,  du         r     d^u 


1  „  (f^- 
dx- 


Si  l'on  suppose  entre  if  et  p"  la  relation 

d'  u 
f, -7— ;  =  [JLMP     ([j.  constant;, 


on  aura 


/  uv  dx  =  u\\ —  ('2  —, 1-  [i.  /  uv  dx, 

d'où  l'on  tirera 

"*  J     r     du    ,  I       /      du  \ 

\    r        dr  1  —  |x  \      dx  / 
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Mais  réqualion  de  condition  peut  s'écrire 

u  dx'^        v-î    dx-2 

en  sorte  que,  si  l'on  désigne  par  '-^{x)  une  fonction  don- 
née de  X,  et  si  l'on  pose 

d'^u 

on  aura 

dx'         V- 

L'intégration  de  ces  équations  fera  connaître  u  et  v^-,  et 

par  suite   v  =  — r-r  •  ^ifisi,   si  u  et  Vo  désisJiejit  deux 

^  dx-  '  " 

intégrales  quelconques  de  V équation 

répondant  à  des  valeurs  différentes  de  la  constante  C, 
on  pourra  trouver  sous  forme  finie  V  intégrale 


f' 


d-  Po    , 
u    ,   ^  dx. 
dx- 


Si  l'on  pose  '-^(x)  =  a-,  a- =  —  l-*-!^"!  ^'^  retrouvera  les 
formules  connues.  Si  l'on  pose  cp(a:)  ^=  aa'",  ft  et  v-x 
seront  déterminés  par  des  équations  de  Iliccali.  f^a 
liaison  de  ce  qui  précède  avec  les  propriétés  des  fonc- 
tions sphériques  et  des  fonctions  de  Bessel,  dont  ou  fait 
usage  dans  la  théorie  de  la  chaleur,  est  facile  à  aperce- 
voir. 
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SIR  LA  COIRBIRE  DA\S  LES  COMQIES; 

Par  m.  Cl.  SERVAIS, 
Répétiteur  à  lUniversilé  de  Gand. 


1.  Les  propriétés  dont  nous  nous  occupons  dans  la 
présente  iNote  se  déduisent  d'un  cas  particulier  de  la 
transformation  de  Hirst;  la  conique  fondamentale  est  un 
cercle  S  et  le  pôle  un  point  A  de  ce  cercle.  Désignons 
par  S' le  cercle  décrit  sur  oj  A  comme  diamètre,  co  étant 
le  centre  de  S 5  S' correspond  à   la   droite  à  l'inGni  du 

Fie-   •• 


plan.  La  transformée  d'une  droite  (D)  est  une  conique 
(D')  tangente  à  S'  au  point  A.  Ce  sera  une  ellipse,  une 
liyperLole  ou  une  parabole,  suivant  (jue  la  droite  (D) 
rencontre  S'en  deux  points  imaginaires,  réels  ou  coïn- 
cidents. La  droite  (D)  n'ayant  qu'un  point  à  l'infini,  sa 
transformée  (D')  n'aura  avec  S'  qu'un  seul  point  com- 
mun K  autre  que  A.  Donc  S'  est  le  cercle  osculateur  à 
la  conique  au  poiut  A,  et  la  corde  de  courbure  AK  est 
Ann.  de  Mathemat.,  ■>  série,  t.  VIT.  (Août  1888.)  24 


(  -n^  ) 

parallèle  à  (D).  Il  résulte  de  ce  qui  précède  le  tliéorèiiie 
suivant  : 

Théorème  I.  —  En  un  point  A  d' aneconi(iue  on  décrit 
un  cercle  tangent,  dont  le  rayon  est  égal  au  diamètre 
du  cercle  osculateur  en  ce  point,  et  Von  mène  diffé- 
rentes sécantes  rencontrant  la  conique  et  le  cercle  en 
des  points  B  ef  C.  Le  lieu  du  point  D,  tel  que 

(ABCD)  =  — i, 

est  une  droite  parallèle  à  la  corde  de  courbure. 
Considérons  deux  sécantes  ABCD,  AB'C'D';  on  a 

(ABGD)  =  (AB'G'D')  =  — I. 

Le  point  A  étant  commun  aux  deux  groupes  de  points, 
les  droites  BB',  CC,  DD'  sont  concourantes.  A  la  limite, 
on  voit  que  les  tangentes  aux  points  B  et  C  à  la  conique 
et  au  cercle  se  coupent  sur  la  droite  (D). 

2.  Soient  B  et  C  les  points  d'intersection  de  (D')  et 
de  S  ;  P  le  pôle  de  BC  par  rapport  à  S  ;  /?  et  a  les  points 
de  rencontre  de  la  droite  AP  avec  (D)  et  S;  on  a 

donc  P  est  un  point  de  ia  conique.  Les  tangentes  à  S 
aux  points  A  et  a  se  coupant  sur  BC,  il  en  sera  de  même 
des  tangentes  à  la  conique  aux  points  A  et  P  (n"  !)•  les 
droites  AP  et  BC  sont  donc  conjuguées  par  rapport  à  la 
conique.  De  là  : 

Théorème  IL  —  Si,  en  un  point  A  d'une  conique,  on 
décrit  un  cei'cle  tangent  dont  le  rajon  soit  égal  au 
diamètre  du  cercle  osculateur,  le  pôle  P  par  rapport  à 
ce  cercle  de  la  corde  interceptée  BG  est  situé  sur  la 
conique;  les  deux  droites  AP  et  BC  so/it  conjuguées  par 
rapport  à  la  conique. 
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3.  n.<'|)résentons  par  N'  ie  point  d'inlerscclion  des 
droites  BC  et  Aco,  et  par  iS  son  correspondant;  ce  point 
N  sera  le  point  où  la  normale  au  point  A  rencontre  la 
conique.  La  polaire  du  point  JN'  par  rapport  à  S,  devant 
passer  par  les  points  P  et  N,  PN  est  perpendiculaire  sur 
AN,  P  étant  le  pôle  de  BC,  Poj  est  perpendiculaire  au 
j)oint  K  sur  la  corde  de  couibure  AK.  Donc  : 

Théorème  III.  —  La  ciixonférence  décrite  sur  PA 
comme  diamètre  rencontre  la  conique  en  deux  points 
N  ef  K,  dont  l'un  est  l'extrémité  de  la  normale  et 
l'autre  l' extrémité  de  la  corde  de  courbure  au  point 
A:  les  deux  droites  PK  et  AN  se  coupent  au  point  w, 
diamétralement  opposé  à  A  sur  le  cercle  de  courbure 
à  la  conique  en  ce  point. 

Les  droites  PA  et  BC  étant  conjuguées  par  rapport  à 
la  conique,  le  faisceau  N(Px\BC)  est  harmonique;  mai 
NP  est  perpendiculaire  à  NA  :  donc  cette  dernière  droite 
est  la  bissectrice  de  l'angle  B^iC. 

4.  Soit  F  le  point  de  rencontre  de  PN  et  AK  ;  o)F 
sera  la  troisième  hauteur  du  triangle  PAF  et  elle  pas- 
sera par  E.  Donc  : 

Théorème  IV .  —  Le  pôle  de  PA ,  le  point  d 'intersection 
des  droites  PN  et  AK  et  le  point  to,  diamétralement 
opposé  au  point  A  sur  le  cercle  de  courbure  en  ce  poi/it^ 
sont  sur  une  droite  perpendiculaire  à  PA. 

Ces  propriétés  donnent  une  consti'uction  nouvelle  du 
centre  de  courbure  en  un  point  A  d'une  conique.  On 
détermine  successivement  les  points  N,  P,  E,  w;  le  mi- 
lieu de  Ad)  est  le  point  cherché.  Si  la  conique  est  donnée 
par  cinq  points,  la  construction  est  linéaire  en  faisant 
usage  du  théorème  de  Pascal. 
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5.   Supposons  f[uo  la  droite  (D)  rciiconlro  le  cercle 

S'  en  deux  points  G  cl  lï;  dans  ce  cas,  la  conique  est  une 

hyperbole.  Les  droites  AG  et  Ail  rencontrent  le  cercle 

S  aux  points  G(  et  H, .  INIenons  les  tangentes  à  S  en  ces 

Fig.   2. 


points  et  appelons  L  et  M  les  points  d'intersection  de 
ces  tangentes  avec(D).  Les  parallèles  LO  et  MO  me- 
nées de  L  et  M  respectivement  à  AG  et  AH  sont  les 
asymptotes  de  l'hyperbole  (n"  1),  et  O  est  le  centre  de 
la  courbe.  Les  triangles  AG)  Hj ,  LOM,  ayant  leurs  côtés 
parallèles  deux  à  deux,  les  droites  AO,  GjL,  H,  M  se 
coupent  en  un  même  point  U.  Soit  R  le  pôle  de  GH  par 
rapport  à  S' 5  les  droites  RU,  Gj,  G,  H,  H  se  coupent  en 
un  même  point  A;  ou  bien  R  est  sur  le  diamètre  OA. 
Donc  : 

Théorème  V .  —  Si  par  an  point.  A  de  l' hyperbole  on 
mène  des  parallèles  aux  asjniplotes,  la  corde  interceptée 
dans  le  cercle  de  courbure  est  parallèle  à  la  corde  de 
courbure  ;  son  pôle  par  rapport  au  cercle  de  courbure 
est  situé  sur  le  diamètre  de  l'hyperbole  correspondant 
au  point  A. 
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On   peut   remplacer   le  cercle   de  courbure  par  uu 
cercle  quelconque  tangent  à  la  conique  au  point  A. 

G.  Si  la  droite  (D)  passe  par  w,  la  normale  en  A  est 
parallèle  à  une  as3'mptote  et  (D)  est  perpendiculaire  à 
l'autre  5  comme  BC  passe  par  oj,  on  a  BC=2Aoj. 
Donc  : 

Théorème  VT.  —  Soit  A  le  point  d'une  hyperbole  ou 
la  normale  est  parallèle  à  une  asymptote  ;  si,  par  le 
point  diamétralement  opposé  à  A  sur  le  cercle  de  cour- 
hure  en  ce  point,  on  mené  une  perpendiculaire  à  V autre 
asymptote,  le  segment  intercepté  par  Vhyperhole  sur 
cette  droite  est  double  du  diamètre  du  cercle  oscula- 
teur  au  point  A . 

Ce  théorème  suppose  que  l'angle  des  asymptotes,  qui 
contient  les  diamètres  imaginaires,  soit  obtus. 

7.  Si  (D)  passe  par  le  centre  de  S',  l'hyperbole  (D') 
est  équilatère,  et  la  corde  interceptée  par  le  cercle  de 
courbure  sur  le  diamètre  OA  est  double  de  OA.  La 
puissance  du  centre  O  d'une  hyperbole  équilatère,  par 
rapport  au  cercle  de  courbure  en  un  point  A  de  cette 

courbe,  est  égale  à  3AO  . 

On  voit  aussi  que  la  projection  du  centre  de  courbure 
sur  le  diamètre  décrit  une  hyperbole  équilatère  homo- 
thétique  à  l'hyperbole  donnée,  le  rapport  d'homothétie 
étant  égal  à  2.  Or  la  projetante  est  la  droite  (D);  donc 
l'enveloppe  de  la  droite  (D)  est  l' antipodaire  d'une 
hyperbole  équilatère  par  rapport  à  son  centre. 

La  corde  de  courbure  au  point  A  est  perpendiculaire 
à  OA  \  soient  V  et  V,  les  points  où  elle  rencontre 
les  asymptotes;  ces  points  sont  les   milieux  de  OM  et 
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OL  :  donc  VV,  ==  GH  et  les  droites  IIV,  et  GV  sont  tan- 
gentes à  S'.  Donc  : 

Fis.  3. 


Thkorème  VJI.  —  En  un  point  A  d' une  liypcrholeéqui- 
latère,  le  segment,  intercepté  par  les  asymptotes  sur  la 
corde  de  courbure  est  égal  au  diamètre  du  cercle  os- 
culateur;  les  parallèles,  menées  par  les  extrémités  de 
ce  segment,  au  diamètre  passant  par  A  sont  tangentes 
à  ce  cercle. 

Ce  tliéorème  donne  une  construction  simplt;  du  cercle 
de  courbure  en  un  point  de  riiyjîerbole  équilatère  don 
née  par  ses  asymptotes. 


SIR  LES  TRANSFORMATIONS  DE  LA  SERIE  DE  LAMBERT; 

Par  m.  E.  CESARO. 


Si  l'on  donne  aux  deux  séries  convergentes 

U   =   i/i-t-  «2  -1-  »;5  +  .  •  .  .  V   =  l'i  -h  ('2 -H  i'3-+-.  ...  , 

il    est   tout  naturel  de  dire    que  la    seconde   converge 
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moins  que  la  première  lorsque  le  rapport  de  son  reste  [j,i 
au  reste  a,j  de  la  première  série  augmente  indéfiniment 
avec  n.  Si  le  rapport  en  question  tend  vers  zéro,  la  pre- 
mière série  converge  moins  que  la  seconde.  Si  la  pre- 
mière série  est  à  termes  positifs,  et  que  le  rapport  de 
i^„  à  Un  tende  vers  une  limite  )>,  il  existe,  pour  tout 
nombre  t,  arbitrairement  petit,  un  nombre  iini  v,  tel 
que,  pour  /i  ^  v,  les  rapports 


et,  par  suite, 


'■n-i-p 


sont  tous  compris  entre  ),  -+-  t  et  ).  —  s,  quel  que  soit  p. 
Donc,  p  croissant  à  l'infini,  le  rapport  de  |j«  à  a„  est 
compris  entre  A  H- £  et  A  —  £  pour  toutes  les  valeurs 
de  n  supérieures  à  v.  Autrement  dit. 


f^/i 


(i)  \imnL=lim^, 

'J-ii  Un 

pourvu  que  le  second  membre  existe.  On  peut  donc 
comparer  deux  séries,  au  point  de  vue  de  leur  conver- 
gence, en  étudiant  le  rapport  de  leurs  termes  généraux. 
Ainsi,  par  exemple,  la  série  ai  m,  4-  ao  «2  -+-  7.3  U3  +  .  .  . 
est  plus  convergente  que  la  série  m,  -{-  UoH-  "3 -H  •  •  • . 
parce  que  lima„=  o. 

La  série  U  étant  donnée,  on  peut  toujours  construire 
une  infinité  d'autres  séries,  qui  convergent  moins.  11 
suffit  de  prendre 

t'«  =/("«-+-  Un+i-^...)—f{Un+i-^  Un+i-^...), 

en  supposant  (jue  /V.r)  tende  vers  zéro  avec  .r,  tandis 
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que  sa  dérivée  croît  à  l'iiilini.  On  a,  en  elTet, 

!•  c    "  1-  t^'^n)  !•  ri,  \ 

lim  ■^—  =  lim =  liin/  (a„)  =  ce. 

Ailleurs  (*)  nous  avons  démontré  une  proposition  ana- 
logue pour  les  séries  divergentes.  Il  est  donc  impossible 
de  concevoir  qu'on  puisse  effectivement  séparer  la  classe 
des  séries  convergentes  de  celle  des  séries  divergentes. 
Si,  dans  la  série  U,  le  rapport  d'un  terme  au  terme 
précédent  tend  vers  une  limite  ).,  et  que  l'on  prenne 
\>n  =z  ii/ij^x  dans  la  relation  (i),  on  obtient 


d'( 


Iim    I 1  =  lim =  A, 


lim  — 


Un  I    —    A 


En  particulier, 

lim  —  =  o        ou  lim  —  =  ^, 

Un  lia 

suivant  que  À  =  o  ou  A  =:=  i .  Ceci  nous  explique  pour- 
quoi il  est  avantageux  de  transformer  les  séries  de  ma- 
nière que,  dans  les  transformées  obtenues,  le  rapport 
d'un  terme  au  ternie  précédent  ait  zéro  pour  limite. 
Alors  les  nouveaux  termes  finissent  par  décroître  très 
rapidement,  et  les  erreurs,  commises  en  s'arrêtant  à  un 
terme  quelconque,  décroissent  avec  une  rapidité  injini- 
/?«e/zf  plus  grande.  Si,  au  contraire,  A  =  i,  les  termes 
finissent  par  décroître  très  lentement,  et  les  erreurs 
commises  décroissent  avec  une  lenteur  infiniment  plus 
grande. 

(')   Voir  \cs  Ilendiconti  Aci  Li/tcei;  i888. 


(  377  ) 
Cela  étant,  considérons  la  série  de  Lambert 


(.)  U=^-^-^ 


C'est  une  série  convergente,  à  ternies  positifs,  si 
o  <^q  <^^ .  Le  rapport  d'un  terme  au  terme  précédent 
tend  vers  q  :  la  série  ne  converge  donc  pas  assez  rapide- 
ment. Pour  les  valeurs  de  </,  très  voisines  de  l'unité, 
Schlômileh  a  fait  connaître  (  '  )  une  transformée  intéres- 
sante :  c'est  une  série  semi-conuer gejite  de  seconde  es- 
pèce (2).  La  série  de  Sclilomilcli  a  donc  le  défaut  de  ne 
pas  être  convergente  et,  de  plus,  d'avoir  tous  les  termes 
de  même  signe.  Ce  dernier  défaut  se  rencontre  encore 
dans  la  transformée  de  Clauseii  (') 

(3)       u  =  i^,^i±^g^^i^7'-...; 

I  —  q  ^         \  —  q-  ^  l  —  q-^ 

mais  celle-ci  possède  le  caractère  de  rapide  convergence 
indiqué  plus  haut,  puisque  la  limite  du  rapport  d'un 
terme  au  terme  précédent  est 


I  —  5r«    I  -h  ^« 


4-1 


■2ii-t-l 


lim "— :  q 

\^  qii    I  —  ry«-^'  -' 

Entin,  nous  avons  fait  connaître  (  '  )  une  transformation 
assez  avantageuse,  à  savoir 

(4)  ^  =  — ^ -^ -^-^T— •••' 

Un  étant  le  «'*''"<-'  terme  de  la  série  proposée.  Lors  même 


(')  Journal  de  Liouville,  p.  loi;  i8fj3. 

(')    Voir  l'importante  thèse  de  M.  Slielljcs  :  Sur  quelijues  séries 
semi-convergentes.  Paris,  i8S(3. 

(')  Journal  de  C relie,  111°  Cahier,  p.  n'i- 
(')  Malhesis,  p.  126;  1886. 
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qu'on  prendrait  tous  les  tcîrmes  positivement,  la  limite 
du  rapport  d'un  terme  au  terme  précédent  serait 


I  -<y-' 


La  série  (4)  est  donc  absolument  et  rapidement  con- 
vergente :  elle  présente,  en  outre,  le  précieux  avantage 
d'être  à  termes  alternativement  positifs  et  négatifs,  ce 
qui  permet  d'assigner,  à  chaque  instant,  des  limites  de 
l'erreur  commise. 

La  transformation  de  Clausen  prend  sa  source  dans 
l'identité 


(5)     2  «.■.=2 

En  particulier,  la  somme 


aibJ  qiJ 


■^     ab'qi    _  -^     ba'q^ 
~  ^  I  —  aqi  "~  ^  I  —  bq>^ 


1,1 


se  transforme  en 


.-sa 


aq' 


bqi 


aib'q'\ 


aq'  I  —  bq' 
i  =  \ 
11  suffît  de  faire  a=  b  ^=  i  pour  obtenir  la  transforma- 
lion  de  Clausen.  Disons,  en  passant,  que  l'identité  (5) 
donne  lieu  à  une  foule  d'autres  transformations,  plus 
ou  moins  intéressantes.  Par  exemple,  si  on  l'applique  à 
la  série  elliptique 

(){q,x)  =  , 


"iqx 

on  trouve 


o.q*. 


■2q' 


X^q(q^,T)-r-. 


■i[qx'-Q{q,q^X)^q^^X*Q(q-^,qi^x) 

-4-  78«a;«0('7^  7".t■)^-...]. 


(  379  ) 
Du  reste,  il  n'est  pas  difficile  d'étendre;  l'identité  (5)  au 
cas  de  quantités  à  plusieurs  indices.  Ainsi,  pour  trois 
indices  dont  l'ordre  est  indifférent,  on  peut  écrire 


i  =n     /  ^^n 


i.j.H  1  =  1  /=1    >=:l+I 

i  =  n      /  =  n        h-  =  n 

1  =  1  >=(  +  l  k=j-^\ 

Soient  respectivement  a^,  [3„,  y»  Itîs  restes  de  la  série 
de  Lambert  et  de  ses  transformées  (3)  et  (4).  Nous 
avons  démontré,  dans  un  de  nos  précédents  articles  ('), 
la  formule 


a„  = i  logi/  — ~  -  ^"  +  1  Un, 

1  —  q  y      l-hq—iq"^^         6^ 

f)  étant  une  fraction  proprement  dite;  mais  nous  vou- 
lons donner  ici  une  nouvelle  expression  de  a„,  exempte 
de  tout  calcul  logarithmique.  Rappelons,  dans  ce  but, 
que  la  transformation  (4)  est  un  cas  particulier  de  la 
rel  ation 

«1  X  -+-  II2  x^  -\-  u^x^  -\-. . . 

_  qx  q^x^ 


(6)     ',  ^i— (ja:){^i— q  )         {i  — qx)(\— q^-x){i  — q^-) 

I  q^x^ 

'  (I — <7^)(x —  q-x  ){i  —  q'^x){l  —  q^)        "'' 

qu'on  déduit,  à  son  tour,  d'une  remarquable  formule 
de  Cauçliy  (-).  Du  reste,  le  premier  membre  peut  éga- 
lement prendre  la  forme 

qx  q-x  g^x 

—^ i -, 1 ^ H  .  .  . , 

I —  qx         i  —  q-x         I  —  q^x 


(')  Nouvelles  Annales,  p.   106;  1886. 
(■■)  Comptes  rendus,  t.  XVII,  p.  53o. 


(  38o  ) 

cl,   par  suite,  il  devient  égal  à   'x,,  pour    x  ^  q" .   Dès 
lors,  la  formule  (6)  donne 

'' n^\  Hn  +  l  If  11+2      ,      "«+1  ltn+2  t'fi+3 

1  (/  l  —  fj-  -i  —  c/^ 

Donc,  si  cj  est  suffisamment  petit, 

v  —  <j 

Pour  calculer  p,,,   appliquons  l'identité  (5)   au  cas  de 
aij=  q^j .  On  trouve  que  les  expressions 

I  —  «"  I  —  «2«  I  73«  I  _  qn-' 

• ^  q  H ^-  ^72  H ^—  (/3  -+-...  -h  — i—  7", 

I  —  g'    ■'  l—  q^    ^  !—(/•*''  I  —  q'^  ^ 

^ ^  o  H i- i (7^4- .  .  .H i ^  gr«= 

\—  q  ^  I  —  (72  ^  I  —  qn         ^ 

sont  identiques.  Il  en  résulte 

n  n 

V  H-^''      ^s  "V        'Z'        _    '7"'^'  ry2«+2  qn'-+n 

^  l—  q^  ^  ^^  I  —  î/'         1  —  ^  i  —  q-     '    •  •  •  ^  j  —  ^re 

1  1 

Sous  une  autre  forme, 
d'où 

On  en  déduit,  à  cause  de  ni_^_j<^  '/'  ^^ji 
puis 

ce  qui  confirme  la  supérioiité  di;   la  série  de  Clausen 
sur  celle  de  Lambert.  Enfin,  il  est  clair  que 

_    Ui  Uj.  .  .U„  +  i    _  ^  U1U2.  .  .Un+1  , 


pui 


7"^'  (I  —  7)' 

pourvu  que  72+2  ne  surpasse  pas  le  rapport  des  loga- 
ritliines  de  q  et  i  —  (j.  Soit,  par  exemple,  (j  =  — ,  de 
sorte  que 

U  = i 1 1-.  .  .  =  O,  I223'24243.|26.  .  . . 

9       99       999 

En  employant  la  série  (2),  on  ne  peut  compter  que 
sur  71  décimales  exactes,  tandis  que  la  série  (3)  nous  en 
donne  n{n  -+■  2).  Quant  à  la  série  (4),  elle  nous  fournit 

— -  décimales  exactes,  si  7i  est  inférieur  à  20.  Le 

dernier  chiilre  serait  inexact  si  n  surpassait  19,  sans 
surpasser  42,  etc.  Ainsi,  par  exemple,  avec  les  cinq 
premiers  termes  de  la  série  de  Clausen,  ou  les  sept  pre- 
miers termes  de  (4),  on  obtient  trente-cinq  décimales 
exactes.  Pour  avoir  la  même  approximation  avec  la  série 
de  Lambert,  il  faudrait  prendre  35  termes^  mais,  avec 
un  pareil  nombre  de  termes,  la  série  (4)  nous  donne- 
rait 664  décimales  exactes,  et  la  série  de  Clausen  nous 
permettrait  de  pousser  les  calculs  jusqu'à  la  lapS^  déci- 
male, inclusivement. 

Il  est  évident  que  y.n  surpasse  (7"+'.  En  outre,  si  Ton 
observe  que  m«  surpasse  (7",  on  peut  écrire 

On  voit  donc  que  les  approximations  signalées  précé- 
demment   sont  les  plus  grandes  qu'on  puisse    obtenir 

dans  chaque  cas.  Ainsi,  pour  q  ^  — ?  on  ne  doit  pas  es- 
pérer que  l'emploi  des  n  |)rcmiers  termes  de  la  série  de 


(  38.  ) 
Lambert  ou  de  la  série  de  Clausen  conduise  à  jdus  de  n 

ou  ri(^n  -h  2)  cliillres  exacts. 


DEMONSTRATION  D'UNE  FORMULE  DE  WARING; 

Par  m.  F.  GOMES  TEIXEIRA, 
Professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Porto. 


Dans  un  intéressant  article  intitulé  :  Sur  certaines 
fonctions  symétriques  ;  application  au  calcul  de  la 
somme  des  puissances  semblables  des  racines  d'une 
équation  ('),  INI.  M.  dOcagne  calcule,  au  moyen  de  la 
théorie  des  fonctions  symétriques,  la  fonction 


{X  —  X\  )"■      '      {X  —  X.2  y  "  '         {X Xj,)" 

où  Xi,  .ro,  .  .  .    représentent  les  racines  de  l'équation 

U  =  A.oXi>-+-  Ai^/'-i  +  . .  .-f-  Xp-iX  -{-  A/,  =  o; 

et  ensuite  déduit,  du  résultat  auquel  il  arrive,  une  for- 
mule pour  le  calcul  de  la  somme  des  puissances  sembla- 
bles des  racines  de  cette  équation,  analogue  à  celle  de 
Waring.  Il  part  de  l'identité 

D:rioKU=y  — i — 


qui,  étant  dérivée  n  —  i  fois  par  rapport  à  .r,  donne 

.Âd{x  —  Xfa)-'        (n  — i)!      •' 
Le  but  de  cette  Note  est  de  faire  voir  qu'on  p(Hit,  par 


(')  Jor/iaf  de  Scicnrùis  nu(lJicniai.iras  (  Coïriibra  ).  l.  \'II,  p.  i33. 


(  383  ) 
la  mélhodc  tic  M.  iM,  d'Ocagne,  obtenir  la  roiinule  de 
Waring  en  faisant  usage  pour  le  calcul  de  D"  logU  d'une 
formule  di(ï'érente  de  celle  qu'il  a  employée,  à  savoir  (  '  ) 

^"  "  2d  'xl'y.  ...À!(-^!).i(3!)T...(n!j>.' 

où  2.  ffpi'ésenle  une  somme  qui  se  rapporte  à  toutes 
les  solutions  entières  positives  de  l'équation 

a  -f-  2  P  ^-  .  .  .  -^  />  À  =  n, 
et  où 

En  effet, cette  formule  donne 

^^'^^       ^V      U        ^!  pi  ...X!(2!){j(3!)Y...(^!)>.' 
a-f-23-+-...-f-/>À  =  «, 

parce  que 

U(p+i)  ==  U(/^+2)  = . . .  =  U'"'  =  o. 


jNous  avons  donc 


=  (-i) 


n    V  (_  M  (  ^' — I )  •'  u~'  u'«  u"^ . . .  r  u'>p' )>- 


et,  en  posant  x  =  o, 

^J-  ^  a!|3!...À!(2!)P(3!)Y...(;o!)X 

ou 

2^x-   -"-  Zd        '^  a!  8!...).! 


(')   Voir  le  Calcul  différentiel  de  M.  J.  Dertrand,  p.  3o8,  ou  mon 
Curso  de  Analyse  inffnilesimal.  p.  i8'|. 


(  384  ) 
En  appliquant  maintenant,  cette  formule  à  l'équation 

dont  les  racines  sont  inverses  des  racines  de  l'équation 
proposée,  on  trouve  la  formule  de  A\  aring 


^^'L=ri^(-^) 


,(^-0!A-A^V^■■A;; 


a!  p 


I        >.! 


où  a,  [j,  .  .  . ,  )v  sont  les  solutions  entières  positives  de 
l'équation 


et  ou 


a-!-2p-}-...-+-/>X  =  n, 


SOLITIOX  GEOMETUIOIE  DE  LA  OIE!^TIO\  PROPOSEE 
POIU  L'AD1IISS10\   A   L'ÉCOLE    POLYTECUMQIIE   E\    1888; 

Par  m.  m.  ROUX, 

Élève  de  l'École  Polytechnique. 


Pour  simplifier  les  figures,  nous  traiterons  le  pro- 
blème dans  le  cas  où  les  axes  sont  rectangulaires;  pour 
obtenir  les  résultats  dans  le  cas  général,  il  uous  sulïira 
de  projeter  sur  un  plan  quelconque. 

Première  Partie. 

Soient  {fig.  i)  deux  paraboles  tangentes  au  point  M, 
MQR  la  tangente  commune  à  ces  deux  paraboles;  par 
le  point  M  menons  une  parallèle  MN  à  AC  :  elle  ren- 
contre O.r  en  un  point  N,  et,  d'après  une  piopiiété  bien 
connue  delà  parabole,  les  deux  segments QA  et  Aj\  sont 


(  385  ) 
égaux.  La  di'oitc  joignant  le  point  A  au  point  I,  milieu 
du  segment  MN,  est  done  parallèle  à  MQll. 

Si  par  M  nous  menons  MP  parallèle  à  BC,  la  droite 
joignant  le  point  B  au  milieu  K  de  PM  sera  de  même 


I 


parallèle  à  MQR,  et  par  suite  les  deuN  droites  AI  et  BK 
sont  parallèles. 

Etant  donnée  la  direetion  de  la  tangente  commune 
aux  deux  paraboles,  la  construction  du  point  de  contact 
correspondant  se  fei-a  de  la  manière  suivante.  Menons 
AI  parallèle  à  cette  direction  et  construisons  la  droite 
AM,  conjuguée  harmonique  de  Ax  par  rapport  aux 
deux  droites  AI  et  AC.  Construisons  de  la  même  ma- 
nière la  droite  BAI,  conjuguée  harmonique  de  Bj^  par 
rappoi  t  à  BK  et  BC  :  le  point  de  rencontre  M  des  deux 
droites  BM  et  AM  est  le  point  cherché. 

Inversement,  étant  donnée  la  direction  AM,  on  con- 
struira la  direction  Al  et  par  suite  les  droites  BK  etBM. 
Ann.  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  VII  (  \oùt  1888).  20 


(  386  ) 
On  voil  qu'à  une  droile  AM  correspond  une  direction 
unique  de  la  droite  AI  et  une  seule  droile  BM,  et,  réci- 
proquement,  à    une  droile  BM  correspond   une   seule 
droite  AM. 

Les  droites  AM»et  BM  sont  donc  deux  rayons  de  fais- 
ceaux homograpliiques  dont  les  points  fixes  sont  les 
points  A  et  B. 

Détermination  de.  cette  conique.  —  La  conique  passe 
par  les  deux  points  fixes  A  et  B  :  pour  déterminer  la 
tangente  au  point  B,  par  exemple,  il  nous  suffira  de 
faire  tourner  le  rayon  AM  jusqu'à  ce  qu'il  coïncide 
avec  AB  et  de  cliercher  la  position  correspondante  de 
BM. 

Points  sur  Oy.  —  Nous  avons  déjà  un  premier  point 
B  situé  sur  Oy.  Pour  obtenir  le  second  point,  nous 
considérerons  la  parabole  (B),  infiniment  aplatie  sur 
O7,  et  nous  construirons  une  parabole  (A)  tangente  à 
cette  droite.  En  désignant  par  E  le  point  de  rencontre 
de  AC  et  de  Oy,  le  point  de  contact  clierché  F  est  tel 
que  OF  =  2OE. 

On  déterminera  de  la  même  façon  le  second  point 
situé  sur  Ox. 

Points  sur  AC.  —  Le  second  point  D  situé  sur  AC 
s'obtiendra  en  considérant  la  parabole  (A)  infiniment 
aplatie  sur  AC  et  en  menant  un(^  parabole  (B)  tangente 
à  celte  droite.  On  voit  facilemenl  que  ce  point  D  est  tel 
que  les  projections  de  BG  et  de  CD  sur  Ox  sont  égales. 

On  déterminera  de  la  même  façon  le  second  point 
situé  sur  BC. 

Deuxième  Partie. 

Asymptotes  et  genre  fie  la  conique.  —  Pour  déter- 
miner les  asymptotes  de  la  conique,  nous  devons  cher- 
cber  les  droites  AM  (!t  BM  parallèles,  puisque  leur  point 


(  387  ) 
d'inlcrseclion  sera  rcjcU'  à  l'infiiii.  Soit  CPQ  la  direc- 
tion commune  des  deux  droites  AM  et  BM  {fig-  2).  En 
joignant  le   point  P  au  point  co,  milieu  de   AC,    et  le 
point  Q  au  point  co,,  milieu  de  BC,  nous  obtenons  deux 


droites  oj  P  et  w,  Q  qui  sont  parallèles  à  la  tangente  com- 
mune aux  deux  paraboles.  Le  problème  consiste  donc  à 
mener,  par  les  deux  points  m  et  to,,  deux  droites  paral- 
lèles toP  et  03,  Q,  telles  que  la  droite  PQ  passe  par  le 
point  C,  ou  à  mener  par  le  point  C  des  tangentes  à  la 
courbe  enveloppe  des  droites  PQ. 

Or   l'enveloppe  des   droites   PQ    est  une    hyperbole 
dont  nous  connaissons  l'équation.  En  désignant  par 


Xii 


y 


Xi 


ri 


-y 


les  coordonnées  de  o)  et  de  u^,,  cette  équation  est 

(Ya7i-i-  Xjo—  -^iJKo— ^oJKi)-  =  4(^03-1—  Xxo)iyoyi  —  Yj'i  j. 

Nous  exprimerons  que  la  conique  est  une  hyperbole 
en  expriuiant  que  le  point  C(x,  r)  t;si  dans  la  même 
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région,  par  rapport  à  celte  hyperbole,  que  le  centre. 
Cette  condition  est 

( ^y  -^  bx  —  ab){'èxy  -Jr  ay  -^  hx  —  ab)~;>  o. 


Troisième  Partie. 

On  peut  prévoir  que,  dans  le  cas  particulier  où  les 
droites  AC  et  BC  sont  parallèles  aux  axes,  la  tangente 
commune  passe  par  un  point  fixe. 

Cherchons  combien,  d'un  point  donné  M,  on  peut 
mener  de  droites  MPQ,  telles  que  les  paraboles  (A)  et 
(B)  soient  tangentes  à  cette  droite  au  même  point. 
Soit  m  le  point  de  contact  des  deux  paraboles  {fig-  3). 
Les  quatre  directions   Ax,   AC ,    hin  et   Ap  parallèle 

Fig.  3. 


à  mM  sont  conjuguées  harmoniques;  à  une  direc- 
tion mM  correspond  une  seule  direction  A  m,  et  réci- 
proquement. Si  la  droite  Mm  varie,  le  lieu  du  point  m 
est  le  lieu  d'intersection  de  deux  rayons  de  faisceaux 
homographiques  ayant  pour  points  fixes  les  points  INI 
et  A.  Ce  lieu  est  donc  une  conique.  On  voit  facilement 
que  cette  conique  est  une  hyperbole  ayant  ses  asym- 
ptotes parallèles  à  Ox  et  à  Oy .  En  agissant  de  même 
pour  le    point  B,    on    obtient   une    seconde  hyperbole 


(  389  ) 
aYanl  mêmes  directions  asymptoliques  et  passant  par  les 
points  M  et  B.  Les  droites  joignant  le  point  M  aux  points 
d'intersection  de  ces  deux  hyperboles  sont  les  tangentes 
cherchées. 

Ces  deux  coniques  ayant  trois  points  communs,  deux 
à  l'intini  dans  les  directions  (Oor,  Oj)  et  un  en  M,  se 
coupent  en  un  seul  point. 

L'enveloppe  des  tangentes  communes,  étant  une 
courbe  telle  que  d'un  point  on  ne  peut  lui  mener 
qu'une  seule  tangente,  est  un  point.  Les  tangentes  com- 
munes passent  donc  toutes  par  un  point  fixe. 

Prenons  comme  direction  de  la  tangente  commune  la 
droite  OC  :  la  construction  de  la  première  partie  donne, 
pour  le  point  de  contact,  un  point  de  OC.  Lorsque  ce 
point  de  contact  est  confondu  avec  le  point  G,  centre  de 
gravité  du  triangle  ABC,  la  môme  construction  indique 
que  les  deux  paraboles  ont,  en  ce  point,  une  môme  tan- 
gente parallèle  à  AB.  Le  point  G  est  donc  le  point  fixe 
cherché. 

neutre  démonstration . 

Soient  MP  la  tangente  qui  rencontre  BC  enl  {fig.  4)i 
et  N  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  Ox. 

On  a 

ON 


et 


d'où 


et 


BI  = 

2 


PA  =  AN, 

ON 


CI  =  OA 


OF==MOA-^); 
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01 


donc  CI  =  —  et  la  droite  MP  passe  par  le   centre  de 


gravité  G  du  triangle  ABC. 


Fig.  4. 


QuATiiiÈME  Partie. 

Transformons  par  polaires  réciproques,  en  prenant 
comme  conique  tixe  un  cercle  a_yant  son  centre  en  O. 
Les  deux  paraboles  se  transforment  en  deux  coniques 
passant  par  l'origine  et  ayant  pour  axes  des  parallèles 
à  Ox  et  àOj  .  Elles  sont  tangentes  en  un  point  I  (Jig.  5), 
qui  est  situé  sur  la  polaire  du  point  G  par  rapport  au 
cercle.  Elles  se  coupent  en  un  quatrième  point  H,  qui 
est  le  pôle  de  la  seconde  langenle  commune  aux  deux 
paraboles.  La  droite  IH  est  la  polaire  du  point  d'inter- 
section de  ces  deux  tangentes. 

Or  les  deux  coniques  ayant  leurs  axes  parallèles, 
leurs  droites  d'intersection  sont  également  inclinées 
sur  les  axes  :  IH  et  10  sont  donc  également  inclinées 
sur  Oy. 

Revenons  à  la  première  figure.  Le  point  I  se  trans- 
forme en  une  droite  passant  par  G  et  perpendiculaire 
à  OI,  la  droite  IH  en  un  point  M  sur  GM  et  sur  la  per- 
pendiculaire abaissée  d<;  O  sur  III. 


(  '^9'   ) 
Les   deux  droites   GM   et  OM    sont  deux  rayons  de 
laiseeaux  homographiques,  et  le  lieu  de  leur  intersec- 

Fig.  5. 


li 

1   1 

-s^ 

\ 

!         \ 

1                   s 

c 

--^ 

;\ 

lion  est  une  hyperbole  ayant  pour  centre  le  milieu  de 
OG,  passant  par  O  et  ayant  pour  asymptotes  des  paral- 
lèles à  0.r  et  à  Oj'. 


SOLlTIOi\  DE  LA  QlESTIOi\  D'ANALYSE  PROPOSÉE  Ail 
CO\COl]US  D'AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
EN  1888; 

Par  m.  B.  NIEWENGLOWSKI. 


Trouver  la  surface  ndninia  rcella  qui  admet  /tour 
ligne  geodési(/ue  la  cjcloïdc  dèjinie  en  coordonnées 
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rectangulaires  par  les  équations 

;  =  o, 

(i)  <'  X  =^  a{v  —  sim^), 

(  y  =  a{i  —  cost-). 

Indiquer  la  forme  de  la  surface  :  montrer  que  le 
plan  des  xj  est  un  plan  de  sjinétrie,  et  que  les  tan- 
gentes à  la  cjcloïde  en  ses  points  de  rehroussement 
sont  des  axes  de  symétrie  de  cette  surface. 

Montrer  que  la  surface  peut  être  coupée  par  une 
infinité  de  plans  suivant  des  paraboles  du  second 
degré. 

Former  l'équation  différentielle  des  lignes  de  cour- 
bure de  la  surface.  Démontrer  qu'un  plan  perpendi- 
culaire à  la  base  de  la  cycloïde  et  à  égale  dislance  de 
deux  points  de  rebroussenient  consécutifs  de  cette 
courbe  coupe  la  surface  suiva/it  une  ligne  de  courbure. 

Première  méthode. 

Les  cosinus  directeui's  de  la  normale  en  un  point 
d'une  surface  peuvent  être  représentés,  en  supposant 
les  axes  rectangulaires,  par  les  nombres 

sinOcosa,     sinOsiiia,     cos6. 

Nous  poserons 


(2) 


tangiO  =  eP, 


p,=  a-.-p. 


Au  moyen  de  ces  variables,  dont  le  choix  a  été  in- 
diqué par  M.  O.  Bonnet,  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  d'une  surface  minima  peuvent  être  repré- 
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sentées  par  les  formules  suivantes  (  '  )  : 

La  cycloïde  donnée  devant  être  une  ligne  géodësique 
de  la  surface  minima  cliercliée,  en  tout  point  de  cette 
cycloïde  la  normale  sera  la  normale  à  la  surface  au 
même  point,  et.  réciproquement,  si  la  surlace  contient  la 
cycloïde  et  si  en  chacun  des  points  de  la  cycloïde  la  nor- 
male à  la  surface  est  dans  le  plan  de  la  cycloïde,  cette 
dernière  sera  une  ligne  géodésique,  et  aussi  une  ligne 
de  courbure.  En  tous  les  points  de  la  cycloïde,  on  devra 
donc    avoir  0  =  90°,    c'est-à-dire    ^  =1  o,   et  par   suite 


3,  =  a, 


Pour  déterminer  les  deux  fonctions  inconnues^* et/j, 
nous  écrirons  :  1°  que  z  =  o,  et  2°  que  les  éléments  li- 
néaires de  la  cycloïde  et  de  la  surface  sont  égaux  lorsque 
P,  =  ai,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a,. 

La  normale  au  point  (u)  de  la  cycloïde  fait  avec  l'axe 
des  X  un  angle  égal  à  7: —  ^v  (en  supposant  a  ^  o);  la 
normale  à  la  surface  au  même  point  faisant  avec  l'axe 
des  X  un  angle  égal  à  a,  on  doit  avoir,  puisque  a  =  a, 
et  que  ces  deux  normales  doivent  coïncider. 

Si  dT  représente  la  différentielle  de  l'arc  de  la  cy- 
cloïde,  on  a 


(•)  B.  \iEWE\GLOWSKi,  Exposition  de  la  méthode  de  Riemann 
pour  la  détermination  des  surfaces  minima  de  contour  donne' 
{Annales  de  l'École  Normale;  1S80.  Paris,  Gaulhicr-Villars). 
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d'aulic   part,   l'élément   linéaire   d.s  de   la  siuface  est, 
comme  ou  le  reconnait  aisément,  donné  pai-  la  formul(î 

ds-^  =  4  cos2    '  ^  '''  /'(  ai  )/;(  pi  )  ch^  t/fJi. 

On  doit  donc  avoir,  si  [jj  =  a,, 

U)  ./(^r)+/i(^i)  =  o, 

d'où 

(5)  /l(a,)=-/'(a,). 

ce  qui  exprime  que  r;  =  o,  et 

f'-(Xi)  = —  /\a'^  sin^ai, 

pour  exprimer,   en    tenant  compte  de  l'équation   (5j, 
que  ds'^^  (h^. 

On  lire  de  la  dernière  équation 

f'{oLi)  =  -2taisin'Xj         (s— ±i), 

et  par  suite 

f(oi.i)= — itaicosoii. 

Il  est,  on  le  voit  immédiatement,  inutile  d'ajouter  une 
constante. 

De  ce  qui  précède  on  tire 

f\{'^i)  =  asat  cosa, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/i(Pi)  =  2ï«tco&p,. 

Les  fonctionsy  ety,  étant  connues,  substituons  leurs 
expressions  dans  les  formules  (3).  En  remplaçant  la  va- 
riable a  par  ~  — r,  ^',  on  trouve  sans  difliculté 

z  = —  4^-^  sin  2  V  sin  i'^  -h  const., 
X  = —  az{v  —  sirif  cos'2i  j3)  -+-  const., 
y  := —  as(i  —  cosp  cosat'P)  -+-  const.; 
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cil  prenant  t= — i  et  remplaçant  les  constantes  arbi- 
traires par  zéro,  on  obtient 

!z  =  \a  sinlt»  sin  t]3, 
j'  =  a(i  —  cosf  cosatp  ). 

En  donnant  à  p-  et  jîi  des  valeurs  réelles,  on  aura  une 
surface  réelle  répondant  à  la  question. 

Seconde  méthode. 

Nous  suivrons  exactement  la  même  marclie,  mais  en 
employant  d'autres  variables. 

Une  surface  minima  est  définie,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, par  les  formules  (') 

/  X  =  -  I  (i—  u")¥(u)du-i-  -   /  (i —  ul)Fi(ui)dui, 

7)  }  y=  -  /(i-^  M2)F(«)r/a  — ^  1  ^^ '^  ul)Fi{ui)  dui, 

:  =  I  uF(u)  du-h   j  UiFii  Ui)  dui. 

La  normale  au  point  («,  «,)  fait,   avec  l'axe  des   z,  un 
angle  avant  pour  cosinus 

O  J  L  UUi-h    I 

Pour  tous  les  points  de  la  cjcloïde,  on  doit  donc  avoir 

I 
Ui=  -,  z  =  o, 

II 

ce  qui  donne 

(8)  F,(i)=.^F(.). 

1  .  1 ,. 

Posons  u=  pe^    ,  «,  =  pe   -    .  Pour  tous  les  points 


(')  G.  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces, 
t.  I,  p.  289.  Paris,  Gaulhicr-Villars. 
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de  Ja  cycloïde  on  doit  avoir  uu,  =  i,  doue   p  =  i.  Les 
cosinus  directeurs   de  la  normale   à   la  surface,    ayant 
pour  expressions,  en  un  point  (h,  «(), 

Mi-l-fi  i(U\ II)  UUi — I 


M«l-f-I  UUy-i-l  UU\-\-l 

Ces  valeurs  deviennent 

t         .     t 
cos  -  j      sin  ->      o. 

Or,  au  point  (<')  de  la  cycloïde,  les  cosinus  directeurs 
de  la  normale  à  la  courbe  ont  pour  valeurs 

cos  - j      —  sin  -}      o. 

2  2 

Donc,  en  posant  f  = — v^  la  normale  à  la  surface   au 

(_  ^^     '''  \ 
e    ^,  eV  coïncidera  avec  la  normale  au  point  (p-) 

de  la  cycloïde,  pourvu  que  la  condition  (8)  soit  remplie. 
En  désignant,  comme  plus  haut,  par  ds  et  d'y  les  élé- 
ments linéaires  de  la  surface  et  de  la  cycloïde,  on  a 


^j2: 


ds-  =  (i  -1-  uuiy  F{u)Fi(ui)  du  dui  ; 


cette  dernière  formule  devient,  en  supposant  ^<M^  =  i  et 
tenant  compte  de  l'équation  (8), 

ds^=  4a2F2(«)f/«2. 
On  doit  donc  vérilier  l'équation 

4  a-2  (^—"-^''  ^„2  ^  /iiûFH  u  )  du^ , 
u* 

ce  qui  donne 

.  I  —  i!<2 

F(  u)  =  tai —  > 
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par  suite  (8), 

Fj  f  -  j  =  zaiu{i  —  M-), 
donc 


Fj(;<i)  = — zaï  ■ — i 


En  remplaçant  F(w)  et  F,(«,)  par  ces  expressions  dans 
les  fornuiles  (7),  intégrant  et  posant,  afin  que  u  et  u^ 
soient  imaginaires  conjuguées, 

u  —  pe-"',         Ui  =  pe"', 

puis,  prenant  s= — i  et  déterminant  convenablement 
les  constantes  arbitraires,  on  trouve  sans  difficulté 

I   a-  =  a\  V (  P-  +  — r  I  sin v    , 

\  L       A       pv       J 

1    ;:  =  2a    0 sin  -  i». 

\  \'         P/  2 

Ces  formules  coïncident  avec  les  lormules  (6),  si  l'on 
pose  p  =  eP.  Si  l'on  donne  à  p  la  valeur  particulièue  i, 
on  obtient  les  formules  (i),  représentant  la  cycloïde 
donnée. 

Forme  de  la  surface.  — ■  Si  l'on  remplace  '^  par 
<'  +  2Â"7t  et  p  par  ( — i)^Pî  les  expressions  de  j'  et  z  ne 
changent  pas;  x  augmente  de  •i.hr^.a.  La  surface  est  donc 
périodique,  elle  se  compose  d'une  infinité  de  nappes 
identiques  à  celle  qu'on  obtient  en  faisant  varier  v  àa  o 
à  27:. 

Si  l'on  change  0  en  —  0,  z  change  de  signe  sans 
changer  de  valeur  absolue,  x  ei y  gardent  leurs  valeurs^ 
si  l'on  change  P"  en  —  v,  y  conserve  sa  valeur,  mais  x 
et  z  changent  de  signes  en  gardant  les  mêmes  valeurs 
absolues-,  enfin,  si  l'on  change  t'  en  a-rz — «',  j  et  z  res- 
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lent  invatial)les,  x  secliaiigc  en  'i-T^a  —  .r  ;  il  résulte  de 
là  :  1°  que  le  plau  des  xj  est  un  plan  de  symétrie  (ce  qui 
est  d'ailleurs  évident  a  pi'iori)\  2"  que  la  tangente  en 
un  point  de  rebroussenient  de  la  Cycioïde  est  un  axe  de 
symétrie;  enfin  3"  que  tout  plan  perpendiculaire  à  la 
base  de  la  cycloïde  et  mené  à  égale  distance  de  deux 
rebroussements  consécutifs  est  un  plan  de  symétrie. 

Courbes  v  =  const.  —  Supposons  (pn-  l'on  donne 
à  V  une  valeur  constante  dél(u-minée  v'n,  et  (•lierchons 
les  points  correspondants  de  la  surface.  On  a  pour  ces 
points  ({)) 

(10)  ^~""        ^'~" 


sin  t'(, 


donc  tous  ces  points  sont  dans  un  plan  perpendiculaire 
au  plan  de  la  cycloïde.  Considérons  le  cercle  générateur 
de  la  cycloïde;  quand  v  =  Vf,^  le  centre  de  ce  cercle,  qui 
roule  sans  glisser  sur  l'axe  des  x,  est  venu  occuper  une 
position  détei'minée  co,  à  laquelle  correspond  un  point 
M  de  la  cycloïde;  l'étpiation  (10)  montre  que  la  trace 
du  plan  de  la  courbe  v  =  t'^  est  précisément  dirigée  sui- 
vant le  rayon  wM.  On  trouve,  par  un  calcul  très  simple, 
que  la  section  de  la  surface  par  le  plan  mené  par  la 
droite  colM,  et  perpendiculaire  au  plan  des  xy.,  est  une 
parabole  du  second  degré,  ayant  pour  sommet  le  point 
M,  et  pour  axe  la  droite  coM,  la  concavité  de  cette  para- 
bole étant  dirigée  de  to  v(;rs  M  ;  enfin  le  paramètre  de 
cette  parabole  a  pour  valeur  4<"' sin'iri^o.  Si  l'on  fait 
varier  v'  de  o  à  —,  le  paramètre  va  en  croissant  depuis  o 
jusqu'à  /^a  et  reprend  les  mêmes  valeurs  en  sens  inverse 
quand  v  varie  de  tï  à  2-.  Pour  u  =  o^  la  parabole  est 
infiniment  aplatie  et  se  réduit  à  la  partie  nêgaïU'e  de 
l'axe  desj'",  de  sorte  que  la  surface  contient  une  infinité 
de  demi-droites  tangentes  à  la  cycloïde  en  ses  points  de 
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rebrousscmcnt.   La  surface   peut   donc   èlre  engendrée 
par  la  parabole  mobile  que  nous  venons  de  définir,  et  ce 
mode  de  génération  indique  nettement  sa  forme. 

Courbes  p  =  const.  —  Ces  courbes  se  projettent 
sur  le  plan  des  jcj'  suivant  des  cvcloïdes  allongés  et  sur 
le  plan  des  yz  suivant  des  paraboles.  Nous  savons  déjrà 
cpie  la  cycloïde  donnée  est  la  courbe  p  ^  i  • 

Equation  rlifférentielle  des  lignes  de  courbure.  — 
Les  lignes  de  courbure  d'une  surface  minima  sont  défi- 
nies par  l'équation  dillérentielle 

(ii;  F(«)  f/w2— Fi(jfi)  rfwj  =  o. 

Si  l'on  exprime  que  la  surface  a  une  ligne  de  cour- 
bure plane,  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  des  xj, 

cette  équation  devra  être  vérifiée  quand  Ui=^-'    En 

introduisant  cette  hypothèse  dans  l'équation  (ii),   on 
obtient 

F,(^)  =  «.F(„): 

c'est  l'équation  (8). 

Remplaçons  F(«)  et  F4(//,)  par  leurs  expressions 
trouvées  plus  haut  :  l'équation  (ii)  devient  par  cette 
substitution 

(12) 

Si  l'on  suppose  v^  =  — ,  et  par  suite  u  = —  tp,  /«,  =  i  o, 

ce  qui  donne 

du-  =  dui 
et 

I  —  u-  I  -H  p2  £  —  u]  I  -(-  p- 


l'équation  précédente  est  vérifiée;  donc  le  plan  perpen- 
diculaire à  la  base  de  la  cycloïde  et  à  égale  distance  de 
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deux  rebroussements  consécutifs  coupe  la  surface  sui- 
vant une  ligne  de  courbure.  Ce  résultat  est  d'ailleurs 
évident  a  priori,  puisque  ce  plan  est  un  plan  de  symé- 
trie. On  voit  encore  que  la  section  parabolique  obtenue 
est  une  ligne  géodésique,  de  sorte  que  la  surface  trouvée 
ne  diflère  pas  de  celle  qui  a  été  étudiée  par  M.  E.  Ca- 
talan, et  qui  admet  pour  ligne  géodésique  une  parabole 
du  second  degré. 


CORRESPO\DAXCE. 


M.  /.  jl/oHcAe^  nous  communique  les  deux  inléressants  théo- 
rèmes suivants  : 

Théorème  I.  —  Lorsque,  clans  un  déterminant  de  l'ordre 
n,  on  retranche  chaque  ligne  ou  chaque  colonne  de  la 
somme  de  toutes  les  autres,  on  obtient  un  nouveau  déter- 
minant qui  est  égal  au  premier  multiplié  par 

(— l)«-'2«-l(«  —  2). 

Théorème  II.  —  Si,  dans  un  déterminant  de  l'ordre  n,  on 
retranche,  de  chaque  ligne  ou  de  chaque  colonne,  la  somme 
de  toutes  les  autres,  on  obtient  un  nouveau  déterminant 
qui  est  égal  au  déterminant  primitif  multiplié  par 

—  2«-l(«— 2). 


Ol]ESTIO\  PROPOSÉE. 


1583.  On  calcule  une  suite  de  fonctions,  d'après  la  loi 

e''«— I 


en  supposant  Ux  =  x.  Démontrer  la  formule 

e^ —  I  =  î<,  -t-  ui  u-i-h-  Ui  u-iU^-i-.  . . . 

(E.   Ges.vro.) 


4<>i 


REMARQIES  SIR  DIVERS  ARTICLES,  COXCER\A\T  LA  THEORIE 
DES  SÉRIES; 

Par  m.  E.  CESARO. 


1.  I\I.  Matliyas  Lerch  a  signalé  des  séries  qui  se 
prêtent  à  des  considérations  intéressantes.  C'est  spécia- 
lement la  série  dont  le  terme  général  est 


11,1=  q"-'^x      -  {o<q<i<cr}, 

que  M.  Lerch  a  fait  connailre  dans  le  J ornai  de 
Sciencias  niatheinalicas  e  astronomicas,  vol.  YII,  p.  yq. 
On  a  représenté  par  v  le  nombre  des  chiffres  de  n.  Le 

nombre  — —  ■>  généralement  égal  à  </,  devient  x'  lorsque 

«  =  10''"*.  Il  en  résulte  que,  si  Ton  fait  parcourir  à  n 
la  succession  des  puissances  de  10,  le  rapport  considéré 
finit  par  surpasser  toute  limite.  Cependant  la  série  est 
convergente,  car  ('«„  tend  vers  </  ■<  1 .  M.  Lerch  dit,  en 
outre,  que  x  doit  être  inférieur  à  -^'  (furieux  de  savoir 

le  pourquoi  de  cette  condition  inutile,  j'ai  été  conduit  à 
penser  que  M.  Lerch,  voulant  se  borner  à  faire  con- 
naître quelque  exemple  particuliei-  de  séries  construites 
avec  une  grande  généralité,  a  involontairement  échangé 
entre  elles  les  conditions  relatives  à  deux  cas  parti- 
culiers différents.  Soit  f{n)  une  fonction  telle  que 
f{n) — f{n  —  i)  augmente  a\ec  n  au  delà  de  toute 
limite.  Si  .'^(/')  est  la  totalité  des  nombres  enliiMs,  non 
supérieurs  à  /?,  qui  jouissent  d'une  propiiclé  O,  appar- 
tenant à  une  infinité  de  nomliies  entieis,  la  série  dont 
Aiin.  de  Malhémat.,  3'  si-ric.  t.  \II.  (  Sp|.ti^riibn-  1888.)        2G 
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le  terme  général  est 

U,i  —  qn_^f[<^[n)\  {o  <.q  <l<x) 

est  certainement  eonvergente,  si  — '^ tend  vers  zéro, 

bien  que  le  rapport  — —  surpasse  toute  limite  lorsque  n 

parcourt  la  succession  des  nombres  entiers  doués  de  la 
propriété  ù.  La  série  est  encore  convergente  lorsque 

"^-^ — ^ — -  tend  vers  une  limite  iiiiie  autre  crue  zéro:  mais, 

n  i.  T  ' 

dans  ce  cas,  x  ne  peut  être  aussi  grand  qu'on  le  veut. 
En  particulier,  la  série,  dont  le  terme  général  est 

est  convergente,  bien  que  le  rapport  — —  surpasse  toute 

limite  lorsque  n  parcourt  la  succession  des  carrés  par- 
faits. C'est  probablement  cette  série  que  M.  Lercli  avait 
eu  vue,  ou  plutôt  la  série  qui  a  pour  ternie  général 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  certain  que,  si  la  propriété  Q 
cessait  d'être  infiniment  rare  parmi  les  nombres  entiers, 
la  série  perdrait  sa  convergence. 

2.  J'ai  donné  dans  le  même  Journal,  vol.  ^  II,  p.  179,, 
des  exemples  moins  compliqués.  Les  voici  : 


+  !32-)-a3_,_  p4_|_._  (o<a<p<i). 


M.  A.  (rul/nier  dil  que  ces  exemples  sont  moins  rc- 
manfiiahles  f|ue  celui  de  M.  Lercli.  Celle  apprc-cialion 
est  inexacle.  \  oici  pourquoi.  Dans  la  série  de  IM.  Ijercli, 
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les  valeurs  de  //,  qui  font  croître  — ~  au  delà  de  toute 

limite,  deviennent  de  plus  en  plus  rares.  Dans  mes 
exemples,  comme  dans  d'autres  séries  de  M.  Lerch,  il 

est  tout  aussi  probable  de  voir  — -^  tendre  vers  l'infini 

f|ue  vers  zéro.  C'est  justement  sur  cette  observation  que 
M.  Gutzmer  s'appuie  pour  dire  que  la  série  de  M.  Lercli 
est  la  plus  remarquable  de  toutes.  Or  il  me  semble  que 
la  convergence  d'une  série  est  d\iutant  plus  surpre- 
nante cpie  les  symptômes  de  divergence  s'y  manifestent 
plus frécpiemment .  On  devrait  plutôt  s'attacher  à  mul- 
tiplier ces  symptômes  autant  que  possible,  en  s'ellorçant 
d'obtenir,  malgré  cela,  une  série  convergente.  Il  est 
certain  qu'on  peut  construire  des  séries  dans  lesquelles 

- — —  surpasse  toute  limite  pour  des  valeurs  de  n,  dont  la 

fréquence  parmi  les  nombres  entiers  est  aussi  considé- 
rable qu'on  le  veut.  Il  suffit  de  prendre  la  série 

cji-\-cjl^...^  q'r-hq'i'-^  -+-  q'i^'  -t- .  •  .-H  qV  ^  qV'^^  -4-. .  ., 

où 

o  <  <7i<  5r,<.  .  .<  7,.<  I. 

Ici  la  convergence  est  manifeste.  Cependant,  la  probabi- 
lité de  voir  — ~  surpasser  toute  limite  est  i :  elle 

est  aussi  voisine  de  l'unité  qu'on  le  veut.  Est-il  pos- 
sible de  construire  des  séries  convergentes  dans  les- 
quelles les  valeurs  de  n,  qui  ne  font  pas  croître  — — 
à  V infini,  soient  infiniment  rares? 

3.  Dans  le  Jornal  de  Sciencias^  vol.  \III,  p.  33, 
M.  Gutzmer  a  montré  que  les  singularités  de  la  série  de 
I\I.  Lerch  peuvent  être  enlevées  par  un  groupement  con- 
venable   des    termes.    Ce   (ait   est    vrai    pour    toutes   les 
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séries  convergentes.  J'ai  établi  cela  en  laisaiit  voir,  par 
des  considérations  analogues  à  celles  dont  on  l'ait  usage 
pour  démontrer  le  théorème  de  Riemann,  comment  on 
doit  s'y  prendre  pour  calquer,  pour  ainsi  dire,  une  série 
convergente  sur  une  progression  géométrique  donnée. 
Mais  M.  Ed.  Weyr,  dans  le  même  Journal,  vol.  VIII, 
p.  9^,  vient  d'arriver  au  même  résultat  par  des  considé- 
rations beaucoup  plus  simples  que  les  miennes.  Je  vais 
les  reproduire  en  les  modifiant  quelque  peu.  Soit 


S 
une  série  convergente  à  termes  positifs.  Le  rapport  ^ 

croit  à  l'infini  avec  //,  et,  jiar  suite,  on  peut  toujours 
assigner  une  valeur  de  n  à  partir  de  laquelle  ou  ait  con- 
stamment (7S„>R„,  (j  étant  positif.  Cela  est  encore 
vrai,  si  l'on  considère  la  série  à  partir  de  l'un  quel- 
conque de  ses  termes.  11  en  résulte  qu'on  peut  grouper 
les  termes  de  la  série  Ux  -+•  u^  -+-  «)  -j-  .  .  . ,  en  les  laissant 
dans  l'ordre  où  ils  se  trouvent,  de  manière  à  former  une 
nouvelle  série  <^i  -h  Vo  -h  t^s  +  .  .  . ,  dont  les  termes  satis- 
font à  l'inégalité   q\'„  >  ^„^,  +  \>i,^2  -h  v'«+3  H-  •  •  •  •   On 

voit  que  — ^  sera    constamment    inférieur   au  nombre 

^       ('«-1 

positif  y,  arbitrairement  petit.  Plus  généralement,  ayant 
pris  des  nombres  quelconques,  positifs  et  iinis,  la  re- 
marque de  M.  Weyr  conduit  à  affirmer  qu'il  existe  une 
suite  de  nombre  positifs  (/i,  yo,  c/.t,  .  .  .  non  supérieurs 
aux  noml)res  donnés,  et  tels  que  l'on  puisse  écrire 


(  1  -H  q\')i\  -+-  qi)..  .(i-+-  q„  ) 


Au  moyen  de  cette  égalité,  nous  pouvons  faire  en  soite 
que  Vallure  de  la  série  donnée  se  modèle,  autant  que 
possible,  sur  celle  d'une  autre  série. 
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i.  Ou  a  repioduit  dans  le  même  Journal,  vol.  \  Ifl, 
p.  II 6,  quelques-unes  de  mes  précédentes  remarques 
[Nouvelles  Annales,  p.  5o;  1880).  A  propos  de  l'une 
d'elles,  je  signalerai  une  généralisation  assez  intéres- 
sante. Si  la  fonction  a,i  croît  sans  cesse  et  indéliniinent, 
on  sait,  d'après  Caucliy,  que  l'on  a 

,.     «iSi-^  («9— «,  )S.,-f-. .  .H- f  a„  — a„_,)S.,       „ 

lim  :=  ï) 

ou  bien 

/  a^i/z  -i-  rt,  ?/3  -f-  .  .  .  -h  a„-i  u,t\       c 

\  ««  / 

d'où 

, .     Oi  iii  -h  rt,  U3  -i- . . .  -+-  a,,-]  u„ 

lim = =0. 

a„ 

D'autre  part,  en  vertu  du  même  théorème  de  Cauchv. 

,.      «1  i/i  -h  (  a,  —  a,  tuo-h  .  .  .-^  (  a„  —  f^„_^  )  //„ 

uni = =n; 

car  lim«„=:  o.  IJonc 

,.      a^ui-^  o^u=,-^.  .  .-\- a„Un 

iim — =  o. 

«/( 

Voici  une  curieuse  conséquence  de  cette  égalité.  Si  la 

,  .      I           I          I  ,  •        j  • 

série 1 1 1-  •  •  •    n  est    pas   moins    aiversente 

«1  «2  «3 

que  la  série  harmonique,  on  peut  substituer  n  au  déno- 
minateur «„.  Si  l'on  prend  ensuite  «„  ««  =  ±  i ,  on  arrive 
à  cette  conclusion  :  pour  que  la  série 

±  J_±:_'_±_L±... 
«I         «2         «3 

soit  convergente,  il  faut  que  les  signes  —  s  y  présentent 
aussi  fréquemment  que  les  signes  -\-.  Cela  généralise 
une  proposition  énoncée  précédemment  ( Nouvelles  An- 
nales, p.  5y^  1  888). 


(  4o6  ) 
o.  11  vit'iit  de  paraître  dans  les  Nouvelles  Annales, 
p.  19'),  1888,  un  ihéorèine  de  convergence  qm;  son  au- 
teur, M.  J.  -L.-W.-V.  Jensen,  croit  nouveau.  On  a  l'iia- 
bitude  d'énoncer  la  première  partie  du  théorème  de 
Riimnier  comme  il  suit  :  Soit  a,i  une  fonction  positive 
de  n.  La  série  h,  H-  //o  H-  «3  + .  .  . ,  «  ternies  posilijs,  est 

convergente  si  a,i  — ««+1  tend,  pour  n  infini,  vers 

une  limite  positive.  Cet  énoncé  a  le  défaut  d'être  plus 
restrictif  que  ne  l'exige  la  démonstration  5  car,  dans 
celle-ci,  on  commence  par  admettre  l'existence  d'une 

limite  positive  K  pour  «,^ — ««+1  dans  le  seul   but 

d'en  conclure  que  cette  expression  finit  par  surpasser 
tout  nombre  positif  h 'n\ïév\env  à  \.  M.  Jensen  a  donc 
raison  d'énoncer  le  théorème  de  Kummer  comme  il  le 
fait,  mais  on  ne  saurait  accorder  à  son  article  des  Nou- 
velles Annales  d'autre  valeur  que  celle  d'une  utile  re- 
marque. Voici  comment  je  démontre  dans  mon  Cours, 
depuis  deux  ans,  le  théorème  en  question.  L'inégalité 

<inU,i —  ««+1  Un+\  ^   ''^U/i-hli 

qui  a  lieu  à  partir  d'une  valeur  de  «,  montre  d'abord  que 
!a  fonction  positive  a,iU,i  finit  par  décroître.  Donc  a,iU,i 
admet  une  limite  finie,  et,  par  suite,  la  série 

(«1  Ui  —  a^u-i)  -+-  (cCiiu —  a^Ui)  -r-  (a^u^—  «4  ?<i)  -t-. . . 

est  convergente.  La  série  donnée  converge  donc  aussi, 
puisque  ses  termes,  multipliés  par  la  constante  Â",  finis- 
sent par  être  inférieurs  aux  termes  correspondants  d'une 
série  convergente  à  termes  positifs.  Quant  à  la  seconde 
partie  du  théorème,  j'observe  que,  si  l'expression  consi- 
dérée devient  négative  à  partir  d'une  certaine  valeur 
de  /z,  la  l'onction  a,/U,i  croît  au-dessus  de  quelque 
nombre  positif/».  Il  en  résulte  (|ue  la  série  donnée  est 
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divergente,  puisque  ses  ternies  finissent  par  surpasser 

les  termes  correspondants  de  la  série 1 1 — -  -h-  ■    ■> 

^  «1  «2  <5t3 

iiaoïi  suppose  divergente. 


SIR  LE  PLIS  GRAAD  COMMUA  DIVISEUR  DE  DEUX  POLimilES 
ENTIERS; 

Par  m.  Etienne  POMEY. 


Je  me  propose,  dans  ce  travail,  de  chercher  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  polynômes 

entiers 

/ss  ao-H  aix  -t-  a-ix--^  .  . .  -\-  a,nX"'. 

g  ^  ba^  byx  -T-  b^x-  -\-  . .  .  -^  b„x", 

ni  étant  supérieur  ou  égal  à  n,  aient  un  plus  grand 
commun  diviseur  de  degré  p,  et  de  former  ce  plus  grand 
commun  diviseur. 

Lemme  I.   —  L' expression  générale  des  polynômes 
entiez  s  u.^  v>  satisfaisant  à  l' identité 

(i)  uf+vg  =  o 

est  donnée  par  les  formules 

(2)  „  =  ^jA, 

(3)  v^-fxk, 

ou  K  désigne  un  poljnôme  entier  (juelcomiue  et  f^  etg^ 
les  quotients  de  f  et  g  par  leur  plus  grand  coniniun 
diviseur  0. 

En  effet,  Fidentité  (^ij  peut  s'écrire 
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Si  /  et  g  sont  premiers  eiilre  eux,  on  peut  supposer 
0  =  I  ,y",  ^J,  g{  ^  g.  S'ils  ne  sont  pas  premiers  entre 
eux,  8  n'est  pas  identiquement  nul.  Dans  les  deux  eas, 
on  peut  donc  diviser  l'identité  (4)  par  9,  ce  qui  donne 

(5)  ufi-+-i'ffi  =  o. 

On  voit  ainsi   que  gi  divise   ///,  ;   mais  gi  est  premier 
avec  y"|  ;  donc  il  divise  /<,  et  l'on  a 

(2)  ifSE^'lA, 

A  étant  un  polynôme  entier.  Alors  l'identité  (5)  peut 
s'éerire 

ou,  puisque^,  n'est  pas  identiquement  nul, 

(3)  ^-^-/.A. 

Aiusi,  pour  que  u  et  i>  puissent  satisfaire  à  la  rela- 
tion (t),  il  faut  (|u'ils  rentrent  dans  les  formules  (2) 
et  (3);  d'ailleurs  les  polynômes  donnés  par  ces  formules 
satisfont  à  l'identité  (1),  quel  que  soit  le  pcdynôme  A. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

Lkmme  II.  —  Lorsque  le  plus  grand  commun  divi- 
seur f)  de  J' et  g  est  de  degré  p,  il  existe^  quelle  que 
soit  la  valeur  de  q^  prise  parmi  les  nombres  i,  2, 
3,  ■•■•,  p-,  deux poljnômes  u,v  de  degrés  respectifs  n — </, 
m  —  q ,  satisfaisant  à  l'identité  uf  -\-  vg  ^  o. 

En  elFel,  8  étant,  par  hypothèse,  de  degré  /;,  les  po- 
lynômesy",  et  g^^  quotients  àe  f  et  g  divisés  par  8,  sont 
des  degrés  n  —  p  et  m  —  p-^  alors,  si  dans  les  ioiinules 
(2)  et  (3)  du  lemnie  I,  qui  définissent  tous  les  couples 
de  polynômes  «,  v  satisfaisant  à  uf-\~  vg  ^  o,  on  prend 
pour  A  un  polynôme  arbitraire  de  degré  p  —  </,  en  dé- 
signant par  q  l'un  des  nombres  i,  2,  ...,  /;,   les  poly- 
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nômes  »,  v  correspondanls  fournis  par  ces  formules  onl 
respectivement  pour  degrés  n  —  c/  et  m  —  q. 

Lemme  III.  —  Lorsque  le  plus  grand  commun  divi- 
seur 0  de  f  et  g  est  de  degré  p^  il  existe  un  couple  de 
polynômes  «,  v  respectivement  de  degré  n — p  et  m — p, 
satisfaisant  à  Videntité  uf-\-vg^o.  Il  n^ en  existe 
<fii  un  seul,  abstraction  faite  d'un  fadeur  constant 
arbitraire. 

En  etïet,  9  étant  de  degré  p,  f^  et  g-,  sont  de  degré 
Il  — p  et  m — p.  Alors,  d'après  les  formules  (2)  et  (3) 
du  lemmc  I,  tous  les  couples  de  polynômes  u,  ^',  de 
degré  71  —  p  el  m  —  />,  satisfaisant  à  uf-{-  vg  ^  o,  s'ob- 
liendront  en  multipliant  gx  et  — /",  par  une  même  con- 
stante A,  arbitraire  d'ailleurs. 

Lemme  IV.  —  Lorsqu'il  existe  un  couple  de  polj- 
nômes  «,  fr",  déterminés  à  un  facteur  constant  arbitraire 
près.,  respectivement  de  degrés  n  —  p  et  ni  —  yj,  tels 
que  if-\-  vg  soit  identiquement  nul,  le  plus  grand 
commun  diviseur  0  de  f  et  g  est  de  degré  p. 

En  ed'et,  l'expression  générale  des  polynômes  «,  v 
satisfaisant  à  l'identité  uj  -\-  vg^o  est  donnée  par  les 
formules  (2)  et  (3)  du  lemme  I.  Pour  que  ces  poly- 
nômes M,  V  soient  déterminés,  à  un  facteur  arbitraire 
près,  il  faut  que  le  polynôme  A  se  jéduise  à  une  con- 
stante; alors,  pour  que  u  et  c  aient  pour  degrés  n — p 
et  m- — p,  il  faut  que  ^,  et  f^  soient  eux-mêmes  de 
degrés  n  —  p  et  m  — /?  ;  or  ces  derniers  polynômes  sont 
les  quotients  de  g  clf  par  8;  il  faut  donc  que  9  soit  de 
degré  p. 

Ces  lemmes  préliminaires  établis,  on  peut  rattacher 
les  conditions  d'existence  d'un  plus  grand  commun  di- 
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viseur  de  degré  />,  soit  au  résullaiil  d'Euler-Bézoul- 
Sylvester,  soit  à  celui  de  Bézout-Cauchy.  C'est  ce  que 
je  ferai  successivement  dans  la  première  et  dans  la 
seconde  Partie  de  ce  travail. 


PREMIERE  PARTIE. 


RESULTANT    D  EULER-BEZOUT-SYLVESTER. 


Notations.    —  Dans  ce   qui  suit,    nous   désignerons 
par  Ro  le  déterminant  suivant,  d'ordre  m  -+-  n 


h, 
bo  bi 
b,      . 


^0        «0 

61     «1     ao 
«1 


bn 


«1 


dans  lequel  les  m  premières  colonnes  contiennent  uni- 
({uenient  les  coefficients  de^,  les  n  dernières  uniquement 
les  coefficients  de  j\  et  où  l'on  considère  comme  nuls 
tous  les  éléments  non  écrits  situés  en  dehors  des  deux 
parallélogrammes  recouverts  par  les  a  et  par  les  h.  Sauf 
une  légère  modiiicatiou  d'arrangement,  ce  déterminant 
est  le  résultant  d'Eulcr-Bézout-Sylvester  relatif  aux  po- 
lynômes/" et  g. 

Nous  désignerons  par  R/  le  déterminant  cjui  se  déduit 
de  Ro  par  la  suppression  des  i  rangées  quadrangulaires 
exlrèjues,  e'est-à-dire  par  la  suppression  des  /  première^; 
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et  des  i  dernières  lignes,  ainsi  que  des  i  premières  et  des 
i  dernières  colonnes. 

jNous  appellerons  R,y  le  déterminant  obtenu  au  moven 
de  R/  en  substituant  à  sa  première  ligne  les  éléments 
correspondants  de  lay""""^  ligne  de  Rq. 

En  désignant  par  q  l'un  quelconque  des  nombres  i, 
2,  .  .  . ,  /7  H-  I   et  posant 

K  ^  ao  -T-  aj  37  -r-  Oto  •^""  -r-  .  •  .  -i-  '^n-q  X^—1, 

nous  appellerons  S^  le  système  d'équations  obtenu  en 
égalant  à  zéro  les  coelEcients  du  polynôme  iif-{-  vg,  ce 
sytème  étant  écrit  sous  la  forme  spéciale  suivante  : 


bn-\  \->l  -^  t^n  3o  -+-  ^/!  ^0  -T- 


"^  ^« //H— «— 1  -T-  (ï ,,, 3C 1 -f- . . .  ^^O, 

q  -f-  a,,fi%,i-^,j    =  o. 

Nous  appellerons  enfin  S^,a  le  système  qu'on  déduit 
de  S^en  y  supprimant  les  A"  premières  équations,  et  S^  ^ 
le  système  obtenu  en  remplaçant  la  première  équa- 
tion S^,yt  par  la  li^*'^^  équation  de  S^. 

De  ces  définitions  résultent  les  remarques  suivantes  : 
Première  remarque  préliminaire.  —  Si  l'on  consi- 
dère le  système  Sy^y_i,  composé  de  m -\- n — iq -\- i 
équations  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux 
m  H-  /i  —  2r/  +  2  quantités  ^^m_q-,  ^(jrn-q-\-,  •  •  . ,  [jo,  ^o, 
a,,  .  .  .,  a,j_y,  les  coefficients  de  ces  quantités  dans  ce 
système  forment  un  tableau  carré,  dont  le  délcrminaiit 
l'st  R^_  1,  d'après  la  définition  deR/. 


(4.'2) 

Deuxième  reiiiavqiie  prêliininairc.  —  D'après  ce 
qu'où  vient  de  voir,  le  déterminant  des  coefficients  des 
P  et  des  a  dans  ^p^p^\  est  R;,_).  Alors,  si  l'on  supprime 
la  première  équation  du  système  Sy,^^_,,  ce  qui  donne 
le  système  8^,^^,,  et  que  dans  ce  dernier  ou  supprime  les 
termes  en  ^m-p-,  on  voit  que  lescoeflicients  des  [i  et  des  a 
restants  forment  un  tableau  cairé,  dont  le  déterminant 
se  déduit  de  Rjo_i  en  supprimant  sa  première  ligne  et 
sa  première  colonne.  Comme  le  nombre /;  désigne,  dans 
ce  travail,  le  degré  du  plus  grand  commun  diviseur,  il 
est  au  plus  égal  à  «,  et  par  suite  le  déterminant  consi- 
déré est 


bi,-x     b,, 


'■p-i 


bn        . 

a, 


11  présente  i7i  —  p  colonnes  formées  avec  les  coeffi- 
cients b,  et  n  —  /^  +  J  colonnes  formées  avec  les  coeffi- 
cients a. 

En  le  développant  par  rapport  aux   éléments   de  la 
dernière  ligne,  on  a 

bp-i      b  p      Up      ftp-i 


A  =  a,„. 


bn 
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le  détcrininaiiL  qui  juultiplie  a,„  préseiitanL  ///.  ■ — p  co- 
lonnes formées  avec  les  h  et  n  — p  formées  avec  les  a. 
Ce  déterminant  est  donc  R^,  et  l'on  a 


<7„,  R 


Troisième  remarque  préliminaire.  —  Lorsque  dans 
^q.q-i  on  remplace  la  première  équation  parla  A'''"^'^  équa- 
tion de  Sy,  h  étant  l'un  quelconque  des  nombres  i, 
2,  .  .  .  ^  q  —  I,  les  coefficients  des  ^  et  des  a  dans  le 
système  obtenu  S  ,  forment  un  tableau  carré,  dont 
le  déterminant  est  Ry_i,^,  d'après  la  définition  de 
R/^y  donnée  précédemment.  Ainsi  le  déterminant  de 
S^^_,  (y  =  i,  2,  .  .  .  ,/7  —  I )  est  Rp_i  j,  et  le  détermi- 
nant de  S^X',  ^  (/  =  o,  I,  2,  .  ..,/^  — i)  estR^j+,. 

Théorï;me  I.  —  Pour  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  Q  de  f  et  g  soit  de  degré  p,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ait 

Ro=  Ri  =  R2  =  •  •  •=  R/)-i  =  o         et         R/,^o. 

En  elfet,  si  9  est  de  degré  p,  il  existe  (lemme  II), 
quelle  que  soit  la  valeur  de  q  choisie  parmi  les  nom- 
bres 1 ,  2,  .  . .,  /j,  deux  polynômes 

i/,  =  ao  -1-  a,  a-  -4- .    .  —  a„_^  x"^-l, 

OÙ  'u.n_q  et  '^m-q  sout  différents  de  zéro,  qui  rendent 
identiquement  nul  le  polynôme  uf-\-  vg^  c'est-à-dire 
dont  les  coefficients  vérifient  le  système  S^  et,  par  suite, 
aussi  le  système  S^^y_i.  Il  en  résulte  que  ce  dernier 
système  admet  pour  les  |ÎJ  et  les  a  une  solution  où  ces 
quantités  ne  sont  pas  toutes  nulles,  ])uisque  '^m-q  et 
'J-ii-q  <^'»  paiticulicr,  qui  iigurent  dans  la  dernière  équa- 
tion avec  les  coefficients  ^„,  a„i  essentiellement  diffé- 
rents de  zéro,  ont,  dans  cette  solution,  des  valeurs  non 
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nulles.  Par  conséquent,  enfin,  le  délerniinanl  de  ce 
système,  qui  est  R9_i,  d'après  la  première  remarque 
préliminaire,  est  nul;  et,  comme  q  désigne  l'un  quel- 
conque des  nombres  i,  2,  .  ..,  /^  choisi  arbitrairement, 
on  a 

Ro=R,  =  R,  =  ...=  R/,_i  =  o. 

En  outre,  d'après  le  lemme  III,  le  système  S^  fournit 
pour  les  p  et  les  a  une  solution  déterminée,  à  un  fac- 
teur constant  arbitraire  près,  dans  laquelle  a„_^  et  fjm-p 
ont  des  valeurs  différentes  de  zéro.  Or,  si  l'on  attribue 
à  l'une  quelconque  des  inconnues  y-n-p-i  ^m-p  une  va- 
leur arbitraire  non  nulle,  la  dernière  équation  fournit 
pour  l'autre  inconnue  une  valeur  finie  non  nulle.  Le  sys- 
tème S^^^,  composé  de  m-hJi — 2/7  +  1  équations  linéai- 
res et  non  homogènes  par  rapport  aux  m  -{-  ji  —  ip  -{-  i 
inconnues  '^m-p^\i  •  ■  ■•,  [^oi  ^-0,  ^-1 ,  ■  •  •■,  '^■n-pi  admet  alors 
pour  celles-ci  une  solution  finie  unique  en  fonction 
de  ^m-p-  Jl  en  résulte  que  le  déterminant  formé  par  les 
coefficients  des  ^  et  des  a  autres  que  {-im-p  dans  ce  sys- 
tème est  différent  de  zéro.  Or  on  a  vu  (deuxième  re- 
marque préliminaire)  que  ce  déterminant  A  a  pour 
valeur  rt,„P».y,-,  mais  a,fi  est  essentiellement  différent  de 
zéro;  par  conséquent,  R^j  est  lui-même  différent  de 
zéro. 

Les  conditions  énoncées  sont  donc  nécessaiies. 

Réciproquement,  ces  conditions  sont  suffisantes  ;  car, 
en  les  supposant  remplies,  0  ne  peut  être  de  degré  infé- 
rieur à  /;,  |)uisque  cela  exigerait  que  l'un  des  détermi- 
nants Ro,  11),  . .  .,  Tl/^_i  fût  différent  de  zéro;  il  ne  peut 
pas  non  plus  être  de  degré  supérieur  h  p,  attendu  que 
cela  exigerait  la  condition  Ry,  =:  o.  Dans  les  deux  cas, 
le  résultat  serait  en  (u^nlradietion  avec  les  hypothèses. 
Donc  0  est  de  degré  p. 
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On  peut  Jémoutrer  viu  seootid  tliéorèmc  équivalent 
au  précédent,  mais  qui  donne  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  au  moyen  de  /?  +  i  déterminants  de  même 
ordre  que  R^. 

Théoiu::\ie  II.  —  Pour  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  9  de  f  et  g  soit  de  degré  p,  il  faut  et  il  sufjit 
que  Von  ait 

Rp_i,i=  Rp_i,2  =  . .  .=  R/;-i,/j-i  =  rj/j-i=  o        et        R/^^o. 

En  eifet,  si  9  est  de  degré  p,  il  résulte  du  lerame  III 
que  le  système  S^  admet  pour  les  [^  et  les  a  une  solution 
unique  (abstraction  faite  d'un  facteur  constant  arbi- 
traire), dans  laquelle  les  valeurs  de  a„_y,  et  '^m-p  ne 
sont  pas  nulles.  Il  en  est  ainsi,  en  particulier,  du  sys- 
tème S^,;,_)  et  de  chacun  des  p  —  i  systèmes  S'^ 
(y  =  1,2,...,/? —  i).  Donc  les  déterminants  de  ces  sys- 
tèmes homogènes,  qui  sont  Rj5_,,  R^_,^, ,  Rp_,  o,  .--, 
R/,_),;,_i,  d'après  la  troisième  remarque  préliminaire, 
sont  nuls. 

Si,  de  plus,  on  attribue  à  ^,n-p  une  valeur  arbitraire 
non  nulle,  dans  le  système  S^^^,  qui  est  linéaire  et  non 
homogène  par  rapport  aux  quantités  |o,„_^_,,  ...,  [jq, 
a.o,  . . .,  y-n-py  t;e  système  admettant  une  solution  unique 
pour  ces  quantités,  le  déterminant  de  leurs  coefficients 
dans  Sp^p  est  différent  de  zéro.  Or,  d'après  la  deuxième 
remarque  préliminaire,  ce  déterminant  A  a  pour  va- 
leur ce„iKp^  et  comme  a,„  est  (îssentiellement  différent 
de  zéro,  on  a  R/?<  o.  Les  conditions  énoncées  sont  donc 
nécessaires. 

Elles  sont  suffisantes.  En  effet,  en  les  supposant  rem- 
plies, le  système  S^,  fournit,  pour  les  [j  et  les  a,  un  seul 
système  de  valeurs,  déterminées  à  un  facteur  (constant 
près,  où  y.,i-.p  t't  ^j,;,_^  sont  différents  de  zéro.  Il  )  a  donc 
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un  couple  de  pol  \  nùiues  //,  i-,  de  degrés  //  —  p  el  m  —  j). 
tels  que  le  polynôme  iij  -\-  v<g  s,o\l  ideutiqueuient  uul, 
et  il  n'en  existe  qu'un,  absti-actiou  faite  d'un  facteur 
constant  arbitraire.  Par  conséquent  (lemme  IV  ),  le  plus 
grand  commun  diviseur  B  est  de  degré  /;. 

Expression  du  plus  grand  comniun  diviseur  de J^ et  g. 
—  En  supposant  que^  et  g  aient  un  plus  grand  commun 
diviseur  0  de  degré  /^  proposons-nous  de  former  ce  po- 
lynôme. 

Si  l'on  peut  trouver  deux  polynômes  «,  ('déterminés, 
et  un  polynôme  déterminé  0  de  degré  /?,  tels  qu'on 
ait  uf-\-  i'g^  0,  ce  polynôme  8  est  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  dey  et  g -^  car,  si  cette  relation  existe, 
tout  diviseur  commun  kj  et  g  divise  0;  il  en  est  ainsi, 
en  particulier,  du  plus  grand  comniun  diviseur  de^et^', 
et,  comme  il  est  de  même  degré  pqnc  B,  il  lui  est  égal,  à 
un  facteur  constant  près. 

De  cette  simple  observation  résulte  immédiatement  la 
marche  à  suivre  pour  rechercher  9. 

Posons 

;<  =  3(0  -1-  ai  a^  -)- .  .  .  +  a„_y  cc"^-'/, 

0  =  Yo  +  7i  ^  -!-••.  -i-  '[p-i  xP-^  -!-  xP, 

et  cherchons  à  déterminer  q  de  façon  que  l'identité 
uf-\-  ^g  =  8  ait  lieu  pour  des  valeurs  déterminées  des  a, 
des  [îi  et  des  v. 

L'identité  uf-\-vg^  0  est  équivalente  à  un  système 
d'équations  linéaires  par  rapport  aux  a,  aux  [j  et  aux  y; 
ce  système  n'est  j)as  homogène,  puisque  le  coeflicicnt 
de  xP  dans  9  est  l'unité.  Pour  qu'il  fouiiiisse  une  solu- 
tion unique  pour  les  a,  les  ^  et  les  y,  il  faut  (jue  le 
nombre  d'équations  soit  égal  à  celui  des  inconnues.  Or 
celles-ci  sont  en  nombre  (  //  —  </ +  '  )  H-  (  "'  —  <l  -\-  i  )  H-/^ 
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nombre  qui  surpasse  ]e  nombre  p -\-  i  des  termes  de  0 
de  la  quantité  [n  —  ff)-\-(in  —  y),  positive  ou  nulle. 
Il  faut  donc  que  le  nombre  des  termes  de  uf-{~  vg  sur- 
passe d'autant  d'unités  le  nombre  p  -h  2.  Or  ce  nombre 
de  termes  est  supérieur  d'une  unité  au  degré  /?/  -+-  n  —  c/ 
de  ce  polynôme.  On  doit  donc  avoir 

m  ^  n  —  ^r  -1-  I  =  (  /?i  -i-  /i  —  iq)  -\- p  -\-  1, 

c'est-à-dire 

q  =/)-t-I. 

Pour  que  cette  valeur  de  q  soit  admissible,  il  faut  et 
il  suffit  qu'elle  ne  rende  pas  négatif  le  nombre  n  —  q, 
puisque  celui-ci  représente  le  degré  de  u.  Il  faut  donc 
et  il  suffit  qu'on  ait  n —  (/^+  i)  =  ^5  c'est-à-dire /^^/i  —  i , 
ou  enfin  que  p  ne  soit  pas  égal  à  «,  puisque,  d'après  sa 
définition,  p  ne  peut  surpasser  n.  Or  on  peut  exclure  le 
cas  où  p  serait  égal  à  /z,  sans  restreindre  la  généralité 
du  raisonnement,  puisque,  dans  ce  cas,  8  est  immédia- 
tement connu  et  n'est  autre  chose  que  le  polynôme  g 
lui-même. 

Adoptant  donc  pour  q  la  valeur  /?  -f-  i ,  le  svstème  qui 
détermine  les  a,  les   j  et  les  v  est 

/^o       [in  +  «0       ^.>  —  Yo         =  o. 

i  -+-  <^y-l  Pi  -^-  *y         Po  +  «y        5Co  +  «y-l  Xi  -f-  .  .  .  —  v  •  =  o, 

/         :v-v; 

-r-  t'/j-l  j-io-r-  ^/j-1  «O-T-  —  T/J-l      ^=  f'- 

—  r  =  o. 


=  O, 


O 


i^e  groupe  A  des  y>  premières  équations  se  déduit  du 
groupe  des  p  prcrmières  équations  du  système  Sy,^,  en 
Ann.  de  Mpiliemat.,  ^î"  sthie,  t.  VII.  (Septembre  1888.)     2'j 
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retranchant  à  leurs  premiers  membres  respectivement 
Yoi  Yi,  •  ■  -1  V/)-i-  Le  second  groupe  B  est  le  groupe  Sp^,^^, 
où   l'on    a   simplement   retranclié    l'unité    au    premier 
membre  de  la  première  équation. 

Pour  avoir  l'inconnue  vy,  j  désignant  l'un  quelconrjue 
des  nombres  o,  i,  2,  . . .,  /^  —  i,  nous  calculerons  les  a 
et  les  [i  au  moyen  du  système  B,  et  nous  porterons  leurs 
valeurs  dans  la  (j  -h  lY'^"^^  équation  du  système  A.  Or 
on  sait  que  le  résultat  final  de  cette  substitution  s'ob- 
tient en  égalant  à  zéro  le  déterminant  complet  D  du  sys- 
tème formé  par  la  réunion  de  la  (y  4-  i)"''"''  équation  de 
A  avec  le  système  B.  On  a  ainsi 

•       .       •  f^J  'ij  ■  •       •  —  Ty 

h,,  a,,  ■  —  I 


D  = 


A,. 


h, 


'p+i 


On 


les  deux  premiers  éléments  de  la  dernière  colonne  de  D 
étant  —  Yy  et  —  i ,  et  tous  les  autres  étant  nuls. 

Or,  le  déterminant  obtenu  en  supprimant  dans  D  la 
dernière  colonne  et  la  première  ligne  est  celui  du  sys- 
tème Spj^n^p^  c'est-à-dire  Ry,,  d'après  la  première  re- 
marque préliminaire.  Le  déterminant  obtenu  en  suppri- 
mant la  dernière  colonne  et  la  seconde  ligne  àv  D  est 
celui  du  système  S^^',  ^  :  c'est  donc  R/j,y+i  en  vertu  de 
la  troisième  remarque  préliminaire.  Il  résulte  de  là  que, 
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en  cléveloppanL  D  par  rapport  aux  éléments  de  la  der- 
nière colonne,  l'équation  précédente  peut  s'écrire 


d'où 


On  peut  donc  facilement  énoncer  le  théorème  sui- 
vant : 

TnÉoiiiiME  IJI.  —  Lorsque  le  plus  grand  commuii 
diviseur  Q  de  f  et  g  est  de  degré  /^,  l'expression  de  ce 
pol)  Jiônie  est  donnée  par  l'identité 


R„9  =  R, 


Rn  '>X 


-ï{p^,,X/'-^-\-ï\pXP. 


SECONDE  PARTIE. 


RESULTAjNT    de    BEZOrT-CAtCHY 


Notations.  —  Dans  ce  qui  suit,  nous  poserons 


Coo 

t-oi 


^11 


'-  u ,  //;  - 1    «^  1 ,  //i   - 1 


a  ...  ......  nfjm+n~i-\ 


^t,/n+n—i—l 
(^  11—1,0        t>t) 


<^«-l,/«-l 


hn 
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Ce  délcnninanl  /„  csi  le  résullanl  d'ordre  m  de 
Bézout-Caucliy .  Les  coeflicients  cij  y  occupent  la  sur- 
face d'un  rectangle,  dans  lequel  c,y  est  à  l'intersection 
de  la  (i -I- i)'''"""  ligne  et  de  la  (7  +  1)'''""  colonne.  Les 
coefficients  b  y  occupent  la  surface  d'un  parallélo- 
gramme. En  dehors  de  ces  deux  surfaces,  tous  les  élé- 
ments sont  nuls. 

Nous  appellerons  /,•  le  déterminant  formé  au  moyen 
de  7'o,  en  y  supprimant  les  i  premières  lignes  et  les  i  pre- 
mières colonnes,  et  rij  le  déterminant  qu'on  déduit  de 
77  en  substituant  à  sa  première  ligne  les  éléments  cor- 
respondants de  la/"'™'^  ligne  de  /'o- 

Nous  appellerons  Sq  le  systènie  d'équations  suivant  : 

^Wi  — 74-1  t'i  "T^  ^>. 7  —  7+2  ^n  =0, 


'7-1,1 


>^0-f-  ^"7,0 

À, -h. 

.+  f«- 

,0 

^^il  —  q 

^^0+  C,/,i 

X,-. 

•  -f-  Cn- 

,1 

).,-7 

Cq  ~i,ni—ï  ^>o  '"^~  ''7,/«  — 1  ^~1  ~i~  •  •  •  ~^~  '-«  — 1./"  — 1  '■"  — 7  ~''~  ^'/ii-q  " n 

Nous  désignerons  par  .v^^/,  le  système  qu'on  déduit  de 
s,i  on  y  supprimant  les  A'  premières  équations,  et  par 
•^o  7-1  ^^  système  obtenu  en  remplaçant  la  première  équa- 
tion de  Sq^q-i  par  la  //"'"•'  équation  de  s^. 

Cela  posé,  nous  ferons  quatre  remarques  jirélimi- 
naires  importantes. 

Première  remarque  préliminaire.  —  Si  1  on  consi- 
dère le  système  Sç^(f__f^  composé  de  m  —  <7  4-  i  équations 
linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  m  —  7  H~  '  quan- 
tités \o,  A|,  .  .  .,  'i^ni-q-,  le  déterminant  des-  coefficients 
de  ce  système  est  7V/_i,  d'après  la  délinilion  de;  /•/. 

Deuxième  remarque  préliminaire.  —  D'après  ce 
(ju'on  vient  de  voir,  le  déterminant  de  v^,  ^,.  ,  est  //,  _i. 
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Alors,  si  l'on  supprime  la  première  équalion  de  Sp_p_i, 
ce  qui  donne  ^p^p,  el  que  dans  ce  dernier  système  on 
supprime  les  termes  en  )>o,  le  déterminant  des  coeffi- 
cients restants  se  déduit  de  /•^_,  en  supprimant  sa  pre- 
mière ligne  el  sa  première  colonne  :  ce  déterminant  est 
donc  l'p. 

Troisième  remarque  préliininnire.  —  Lorsque  dans 
^^t/.q-i  on  remplace  la  première  équation  par  la  A"""*'  équa- 
tion de  5^,  h  étant  l'un  quelconque  des  nombres  i, 
2,  .••,</  —  I ,  le  déterminant  du  système  obtenu  i  , 
est  rq_^^hi  d'après  la  définition  de  /'/y. 

Ainsi,  le  déterminant  -^o.p-,  {j  =  i-,  "2,  •  ■  -•>  P  —  i)  est 
r^_,.y,et  le  déterminant  de  .v^^',     (y  =  o,  1,2,  ...,/> — i) 

*-'*'-  'pj+f  • 

Quatrième  remarque.préliminaire.  —  On  peut  mettre 
les  polynômes  u  et  v 


;  (  </  =  I.  lî,    .  .  . ,  »  -i-  I  ) 


sous  la  forme 

^  —  [^0  /,/- 1  -^  1-1 1  /y  —  •     •  -^-  [J-n  -</  fn  - 1 

'     )  .  _!_  "1  .  „  -r  -i-         -I-  )  /•/«— ly— 1 

^^  '^n—if+l    '     'V(— 7-1-2 -^     ■    •  •  •  ^^  '•/n—r/'  '       I 

)v(,  et  U.0  étant  différents  de  zéro,  si  ces  polynômes  sont 
exactement  de  degrés  «  —  c/  et  m  —  q. 

En  effet,  pour  cela,  il  faut  et  il  sutlit  que  les  systèmes 
obtenus  par  identiOcation  donnent  pour  b's  À  et  les  >j. 
des  valeurs  finies  et  déterminées,  quels  (jue  soient  les  a 
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ot  les  [i.  Or  ces  deux  systèmes  sont  : 
bnlo 


'■n  —  i/i 


u 


l->,j/^ti-\- -^  b,i  y^n-'j  =  ^0) 

Cl  m  1^0  =  P/n-7i 


a>n  +  <l-l,  ,'-'•0  -f-  .  .  .  -+-  f'w  [^/;-r/  =   fl/«-/j, 


\' 


Ctq+m  —  n  lM)-r- +  f'/«  [J-ii  —  r/  —   [■'in-in 

Cq+m  —  n  —  l  [■'■0  + ~^  '■'/«— 1  l^lt  —  q  "+"  f^lll  —  q  =    p/»  — «— 1) 

'  -,  _     n 

*    «y  [-lo  + -r-  'f ,(  V-n-q  +  '"-n-q+l      —   MO- 

Le  déterminanl  des  coefficients  des  inconnues  À  du 
système  U  est  (Z»,/)""y+^,  qui  est  différent  de  zéro  :  ces 
inconnues  ont  donc  des  valeurs  finies  déterminées. 

Le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  a  dans 
les  71  —  </ H- I  premières  équations  du  système  V  étant 
(«,„)"  "y+'  est  aussi  différent  de  zéro,  et  ces  inconnues  u 
ont  des  valeurs  finies  déterminées.  Enfin  chacune  des 
///,  —  n  dernières  équations  du  système  V  ne  contient 
qu'une  inconnue  ).,  qui  est  d'ailleurs  affectée  d'un  coef- 
ficient égal  à  l'unité,  en  sorte  que  ces  inconnues  À,  à 
leur  tour,  ont  des  valeurs  finies  déterminées. 

D'ailleurs  la  première  équation  de  chacun  d(;s  sys- 
tèmes U,  V  montre  que  si  u  et  u  sont  exactement  de 
degiés  n — (j  et  m  —  </,  ce  (jui  suppose  y-u-qi^m-q^^o^ 
on  a 

l^iKOiucîvii:  1 .  —  Pour  que  le  plus  grand  commun  d'un-' 
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seur  0  de  J  o,t  g  soit  de  degré  j).  il  faut  et  il  suffit  que 
l  on  ait 

r^=  ri=  r..  =  ..  .  =  rp-i  =  o         et         r,,  \  o. 

Eu  efîel,  si  H  est  de  degré  /?,  il  existe  (lemnie  II), 
quelle  que  soit  la  valeur  de  q  prise  par  les  nombres  i , 
2,  .  .  . ,  /7,  deux  polynômes  u^  v  de  degrés  Ji  —  </,  m  —  </ 
tels  que  le  pohniôme  uf-\-  i'g  soit  identiquement  nul. 
Egalons  d'abord  à  zéro  les  coefficients  des  termes  des 
degrés  m,  /7/  +  i ,  .  .  . ,  m  -h  n  —  (j.  Or  le  coefficient  de 
j^m+n-h^  A  désignant  l'un  quelconque  des  entiers  c/, 
f/  ~\-  1 ,  .  .  . ,  /i,  est 

(''m+q—h^n—q  -^  •  •  •  "^  «/«-l  ^«-/j+1  -^  ttin^n—h 
"T-  Ofi+q—fi  p„i—q-T-.  .  .  -T-  0,1—1  p/rt— /^-^-l-T-  O/j  ^m-hj 

OU,  d'après  les  équations  U,  V  delà  quatrième  remarque 
préliminaire, 

(  Xo  -+-  [Jto  )  (  a,n-^q-h       b,i-h.  .  .-\-  a  m  bn^q-i^  ) 
-^  C  Xi  —  ;JLi  )  (  a„i^,i-h+\  6«  -^  .  .  .  -H  dm  bn^q-h^x  ) 

-+-  O^h-q-^  \^h-q)<-''mba- 

Eu  égalant  à  zéro  les  valeurs  que  prend  celte  expres- 
sion, quand  on  y  donne  successivement  à  h  les  valeurs  </, 
y  -}-  I ,  .  .  . ,  /i,  on  aura  des  équations  de  la  forme 

(Xo-H  !Jto)«/;i6«  =  O, 

(  ^^0  ^-  l-lo  )  Hj  -4-  (  Xi  -+-  l-ll  )  dm  bn  =  O, 


(^^0-+-  !-«-o)n„_,y-H H-  (X,j_y-i-  \Xn.-q)a,nbn  =  O, 

H,,  Hj,  .  .  .,  H„_y,  .  .  .  étant  des  coefficients  déterminés. 
Mais  on  a 

ce  système  exige  donc 

;j.o  = — y.Q.  ;i.i  =  —  /.i.  ....  ■j.,i-fj=^ — t^ii-q- 


(  4M  ) 

En  tenant  compte  de  ce  premier  résultat,  le  polynôme 
iif  -\-  i'g  devient 

'>^Q{g>]-\f  —  fq-UÇ)  -^\(  .?rif  —  f.,  g)  -^  .  .  . 
-^^^n-qiffn—lf  —  fii-ïg')-^  ^n-q+lS' 


Vî— 7+2-^t>    "■"  •  •  •    '~  '^/il  —  q- 


bi( 


-1-  >.„_^+l  (  60  +  61  37  +  .  .  . -t-  ^>,j3?"  j 

■4-  \n^q+l{  boX-\-...-^  hn-^X'^^hnX"+^  ) 

H-À,„_y    (  6o:r'«-«-i  + +  6„a-'«-i). 

Il  reste  actuellement  à  égaler  à  zéro  les  coefficients 
de  .ro,  jc,  Jc-,  .  .  .,  x'""',  ce  ([ui  donne  le  système  dé- 
signé précédemment  par  s  g.  Ce  système  doit  avoir  par 
rapport  aux  \  une  solution  où  Ao  ait  une  valeur  non 
nulle.  Il  en  est  de  même  du  système  .^y,,/-  1  ;  j>ai"  suite,  le 
déterminant  de  ce  système,  qui  est  /■,/-!  d'après  la  pre- 
mière remarque  préliminaire,  est  nul.  Et  comme  ceci  a 
lieu  en  donnant  à  q  successivement  les  valeurs  i,  2,  ...,/>», 
on  a  les  conditions 

''0  =  /'i  =  /-o  =  .  .  .  =  r,,-i  —  o. 

En  outre,  d'après  le  lemme  III  et  en  vertu  de  la  qua- 
trième; remarque  préliminaire,  le  système  Spp  admet 
pour  les  K  une  solution  où  Iq  n'est  pas  nul;  et,  par 
suite,  si  l'on  donne  à  )>(,  une  valeur  arbitraire  non  nulle, 
il  admet  pour  les  au  lies  A  une  solution  linie  unique,  eu 
sorte  (pu;  le  déterminant  des  coelliiicnls  de  ces  inconnues 
est  dilïérent  de  zéro.  Mais,  d'apiès  la  deuxième  remarque 
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préliminaire,  ce  déterminant  est /y,.  On  a  donc 


Les  conditions  énoncées  sont,  par  conséquent,  néces- 
saires. 

Elles  sont  sullisantes;  car,  si  8  était  de  degré  inférieur 
à  /?,  le  premier  déterminant  vi  non  nul  aurait  un  indice 
inférieur  à  />,  et  si  B  était  dt-  degré  supérieur  à  /^,  le  pre- 
mier déterminant  ri  non  nul  aurait  un  indice  supérieur 
à  /7,  résultats  contraires  l'un  et  l'autre  aux  hvj)otlièses. 
Donc  B  est  de  degré  p. 

Thkorème  II.  —  Pour  (jue  le  degré  du  plus  grand 
conunun  diviseur  B  de  jet  g  soit  p,  il  faut  et  il  suffit 
(pie  Von  ait 

Dans  la  démonstration  du  théorème  précédent,  on  a 
déjà  prouvé  la  nécessité  des  conditions /■y,_)  =o  et/'^^o, 
au  cas  où  B  est  de  degré  p.  11  faut  en  outre,  d'après  le 
lemme  III,  cpie  chacun  des  systèmes 

ait  une  solution  où  les  inconnues  ne  soient  pas  toutes 
nulles  (puisque  ).(,  est  dillérent  de  zéro)  :  or  cela  exige 
que  les  déterminants  de  ces  systèmes,  qui,  d'après  la 
troisième  remarque  préliminaire,  sont  /■;,_i,i,  i'p-\^2i  ■•■•> 
rp_\^p_i  soient  nuls.  Les  conditions  énoncées  sont  donc 
nécessaires. 

Elles  sont  suflisantes.  En  ellet,  en  les  supposant  rem- 
|)lies,  il  existe  un  couple  et  un  seul  de  polynômes  //,  k^ 
de  degrés  n  — /;  et  m  — />,  tels  que  «/4-  ^'g  soit  identi- 
quement nul  (en  faisant  abstraction  d'un  lacteui-  con- 
stant arbitraii-e  pour  u  et  r),  et,  par  suite  (lemmc  IV), 
0  est  de  degré  p. 
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Expression  du  plus  grand  commun  diviseur  h  de  j 
et  g.  —  On  suppose  remplies  les  eoiiditions  éiioneées 
soit  dans  le  théorème  I,  soit  dans  le  théorème  IL  Cela 
étant,  on  va  chercher  deux  polynômes  déterminés  u  et  v, 
tels  que  uj  ~\-  i'g  soit  un  ])olynôme  de  degré  p  :  ce  poly- 
nôme sera  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché  0. 

Dans  les  polynômes  u  et  v,  pris  sous  la  forme  spéciale 
qu'autorise  la  quatrième  remarque  prélinjinaire,  adop- 
tons pour  q  la  valeur  />  +  i ,  puis  posons 

6  =  Yo -^-  Yi a^ -^ .  •  •  +  '(p-i^f'-^  -^  «■/% 

et  identifions  les  polvnômes  «/-f-  vg  et  0.  On  obtient 
ainsi  un  système  d'équations  qu'on  peut  décomposer  eu 
deux  groupes  :  le  premier  groupe  A  se  déduit  du  groupe 
des  p -h  I  premières  équations  du  système  Sp^i,  en  re- 
tranchant respectivement  à  leurs  premiers  membres  y,,, 
Vj,  .  .  .,  v^_,  ;  le  second  groupe  B  est  le  groupe  ^^p+\,p, 
où  l'on  a  simplement  retranché  l'unité  au  premier 
membre  de  la  première  é([uation. 

L'équation  donnant  yy,  où  y  a  pour  valeur  l'un  quel- 
conque des  nombres  o,  i ,  a,  .^  . ,  p  —  i ,  s'obtiendra  en 
éliminant  les  A  entre  la  {j  -\-  i)'""^  équation  du  groupe  A 
et  les  équations  du  système  B.  Le  l'ésultat  de  l'élimina- 
tion s'obtient  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  complet  d 
de  ce  système,  ce  qui  donne 


d  = 


(^l>+l.J 

.  .      c,i- 

J 

h 

bj-r 

'-p+\,l> 

C,;_ 

>I> 

b. 

h- 

''p+l,p^\ 

C,i  — 

./)  +  ! 

b/,+  1 

b„ 

Cp^p-hl 

C/),/H-i      ^p+l.m-l~    •••       Cn-l.in-i       b,iO 

Or  le  déterminanl  obtenu  en  suj)primant  dans  d  la  dei' 
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nière  colonne  et  la  première  ligne  est  celui  du  groupe 
Sp+\,p-,  c'est-à-dire  j-p  d'après  la  première  remarque 
pi'éliminaire.  Le  déterminant  obtenu  en  supprimant  la 
dernière  colonne  et  la  seconde  ligne  de  d  est  celui  du 
système  s-'^^\  ^^(j  ^  o,  i,  2,  ...,  /^  —  i),  c'est-à-dire /-y,, /+i 
en  vertu  de  la  troisième  remarque  préliminaire.  En  dé- 
veloppant d  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière 
colonne,  l'équation  d^=  o  peut  donc  s'écrire 

d'où 

(J—  — 

On  peut  donc  enfin  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Quand  f  et  i^  ont  un  plus  grand 
commun  diviseur  f)  de  degré  p^  ce  polynôme  est  donné 
par  l'identité 

rpd  —  r,,,i -^  rp^iX  -+-  z-/,,, a?^ -+-... -4-  rp,,,xP-^  —  VpXP. 


SIR  IXE  FORME  DU  DÉTERMINANT  DE  VA\DERMO\DE; 

Pau  m.  ^YE1LL. 


rt,  b,c^  ...  l,  étant  des  quantités  distinctes,  la  fraction 

; ; rr  pcu  t    sc   mcttrc  sous  la  forme 

{x  —  a)(x  —  b)...{x  —  l)  ^ 

V  :  les  quantités  A,  13,  .  .  .,  L  seront  données  par 

.^  X  —  a  ^ 

les  équations 

/  \-hïi-r-...-i-L  =  o, 
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en  dési-gnant  par  S^,  la  somme  des  pioduils  p  à  p  de  toutes 
les  quantités  (i^  l>,  c^  ...  /,  sauf  d,   et  ainsi  des  autres. 
Les  équations  (i)  étant   toujours  possil^les,  leur  dé- 
terminant n'est  pas  nul  ;  or  ce  déterminant,  qui  est 


I       I 


I 


s'annule  quand  deux  quelconques  des  quantités  «,  b, 
c,  ...  deviennent  égales,  et  il  est,  par  rapport 'aux 
lettres,  de  même  degré  que  le  déterminant  de  ^  anJer- 
monde:  donc  il  n'en  diiïère  que  par  un  facteur  numé- 
rique, qui  est,  comme  on  le  voit  facilement,  (-f-  i),  si  le 
nombre  des  quantités  est  pair,  et  ( —  i  )  si  ce  nombre  est 
impair.  On  a,  par  exemple, 


b  -h  c 
bc 


I  I 

c  -4-  «     a  -^  b 
ca  ab 


a 
a- 


b       c      cl 
)'     C'     d- 

i 

b  -^  c  -\-  d  c 

bc  -i-  c.d  -^  db     cd 
bcd 


i 

-  da  - 
cda 


a 

-  ac 


I 

6 -h 


dab 


abc 


En  résolvant  le  système  (i)  par  rapport  à  A,  on  en 
(conclut  qu'un  déterminant  tel  que 


I        1 

I 

^t     S',      . 

..    s^. 

(  429  ) 
osl  iiidcpcudant  de  a\  il  sullit,  pour  le  voir,  d'égaler 
entre  elles  les  deux  valeurs  de  A  obtenues  l'une  direc- 
tement, et  l'autre,  en  résolvant  le  système  (i). 


APPLICATIONS  DES  PROPRIETES  PROJECTIVES  DES  COMOUES; 

Par  m.  WEILL. 


1.  Deux  coniques  passent  par  A,  B,  C,  D  et  touchent 
une  droite  en  H  et  K;  une  troisième  conique  passant 
par  A,  B,  C,  D  rencontre  la  di'oite  en  deux  points  P 
et  Q  qui  forment  avec  H  etK  une  division  harmonique; 
d'où  l'on  conclut  :  trois  coniques  étant  inscrites  à  un 
quadrilatère,  si  en  un  point  commun  à  deux  d'entre 
elles  on  mène  les  tangentes  à  ces  deux  courbes,  ces 
tangentes  forment  un  faisceau  harmonique  avec  les  tan- 
gentes menées  de  ce  même  point  à  la  troisième.  Prenant 
pour  l'une  des  quatre  tangentes  la  droite  de  l'infini,  on 
a  le  résultat  suivant  : 

Si,  par  le  foyer  d'une  parabole  tangente  à  trois 
droites,  on  fait  passer  les  deux  paraboles  (/ni  touchent 
ces  trois  droites,  elles  se  coupent  à  angle  droit  au 
point  considéré. 

Soit  donc  M  un  point  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
formé  par  les  trois  droites  :  les  deux  paraboU's  qui  pas- 
sent en  M  et  touchent  les  trois  droites  se  coupent  à 
angle  droit  au  point  M.  On  peut  remaïquer  que  les 
Irois  autres  points  de  rencontre  des  paraboles  décrivent 
trois  coniques  distinctes  (|uand  M  se  meut  sur  le  cercle, 
et  que  les  points   d(,'  rencontre   des   côtés  opposés  et  le 
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poinl  de  rencontre  des  diagonales  du  quadrilatère  qui  a 
pour  sommets  les  quatre  points  sont  trois  points  fixes. 

II.  Soit  PCD  un  triangle  conjugué  par  rapport  à  une 
conique.  Inscrivons  une  coni([ue  co  dans  le  triangle 
PCD^  on  sait  qu'on  peut  alors  incrire  dans  la  première 
conique  un  triangle  RST  conjugué  par  rapport  à  la 
seconde;  prenons  la  droite  CD  pour  droite  de  l'inlini, 
nous  aurons  le  résultat  suivant  :  le  foyer  d'une  parabole 
conjuguée  à  un  triangle  coïncide  avec  le  centre  d'une 
hyperbole  équilatère  circonscrite  au  triangle  ;  en  d'autres 
termes,  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  conjuguées  à 
un  triangle  est  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 
Ce  résultat  a  été  énoncé  par  Painvin  (A^ouvelles  An- 
nales, p.  443;  année  1867). 

III.  Faisons  passer  une  conique  par  les  sommets  d'un 
triangle  PCD  conjugué  par  rapport  à  une  deuxième  co- 
nique :  on  sait  qu'on  peut  circonscrire  à  cette  deuxième 
conique  un  triangle  qui  soit  conjugué  par  rapport  à  la 
première;  considérons  ce  triangle  comme  fixe,  et  pre- 
nons la  droite  CD  pour  droite  de  l'inlini,  nous  aurons 
le  résultat  suivant  : 

Le  lieu  des  centres  des  hypeiholes  équilatères  in- 
scrites dans  un  triangle  est  le  cercle  conjugue  à  ce 
triangle. 

Ce  théorème  est  bien  connu. 
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DISCISSIOX  DE  L'ÉQIATIOV  E\  S; 

Pau  m.  marchand. 


Soit  F (5)=  o  l'équation  donnée 


(0 


F(s)  = 


«11  —  s  «12 

«o,  «0-1  —  S 


fin 


Je  trouve  dans  le  Traité  d'AncUrse  de  M.  Laurent 
(t.  I,  p.  240)  : 

«  Si  F  =  o  a  une  racine  double,  tous  les  mineurs 
de  F  sont  nuls,  et  réciproquement  d'ailleurs,  car  alors 
F' (5)  sera  nul. 

»  Je  dis  que,  en  général,  si  F(^)  a  une  racine  d'ordn; 
de  multiplicité  h,  tous  les  mineurs  d'ordre  // — ■  i  de 
F(.ç)  sont  nuls.  » 

La  réciproque  est  encore  vraie  :  si  tous  les  mineurs 
d'ordre  h — i  sont  nuls,  sans  que  tous  ceux  d'ordre  h 
le  soient,  la  racine  est  multiple  d'ordre  h.  C'est  ce  que 
je  me  propose  d'établir  ici  en  développant  les  consé- 
quences de  la  méthode  de  Sylvester.  Je  ne  reviendrai 
pas  d'ailleurs  sur  la  partie  connue  de  la  démonstration, 
(pii  établit  l'impossibilité  de  l'existence  de  racines  ima- 
ginaires. 

Le  calcul  repose  sur  ce  que  le  piodiiit  F(5)  F( — s) 
prend  une  forme  très  remarquable 

An  —  s-         A12  .  .  .  Ai„ 

Ao,         A..-^^      ...  A,„ 


i>.)     V(s)¥(  —  s)  = 


A„i  A, 


•  •  •       '^  nn' 
a/in('Aif 
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Je  dis  que  le  coelHcieiit  de  ( —  s-)/'  sera  la  soiniiie  des 
carrés  de  tous  les  mineurs  d'ordre  p  du  déterininant 


(3) 


F(o)  = 


«i« 


En  e/Fet  ce  coelïicient  sera  la  soniint;  de  Lous  les  mi- 
neurs de 

An      A, 2      ...     A,„ 

(4) 


A^i     A„2 


A, 


obtenus  en  supprimant  p  lignes  (pielconques  et  les  p 
colonnes  ayant  respectivement  les  mômes  indices  que 
ces  p  lignes. 

Considérons  en  particulier  un  de  ces  mineurs  de  (4  )  ^ 
ses  éléments  se  déduiront  de  ceux  que  l'on  obtiendrait 
en  formant  le  pi'oduil  complet  des  deux  déterminants 


a  m 


en  laissant  de  côté  les  /;  lignes  quelconques  clioisies, 
dans  cliacun  des  deux  déterminants  A  qu'on  combine- 
rait ligne  à  ligne  pour  avoir  le  produit.  D'après  le 
tliéorème  général  de  Binet  et  Cauclij,  il  restera  un  dé- 
terminant égal  à  la  somme  des  carrés  des  mineurs  de  A 
que  l'on  peut  former  après  suppression  des  /;  lignes  con- 
sidérées. 

Si  donc  je  désigne  par  A  le  déterminant  ( .')),  par  A, 
un  quelconque  de  ses  mineuis  du  premier  ordie,  par  A, 
un  quelconque  de  ses  mineurs  du  second  ordre,  etc., 
i'ani'ai 


(5)       K(.s-)F(— ,v)=  \'-—s--Zy\  +  H*'Z  A|  — .v"X  A.^-f- 
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Le  déterminant  (  i)  est  de  même  loi-me  que   le  déter- 
minant (3);  on  afiff  —  .V,  au  lieu  de  <7,,,  .... 
Alors,  au  lieu  de  (  5),  je  puis  éciire 

(6)        F(5-+-£)F(>--  E)=  A2— s2^  A2  +  £i:SA|  — .... 

Dans  (6)  A  représente  F(.î),  A,  uti  mineur  du  premier 
ordi-e  de  F(,v ),  .... 

D'autre  part,  la  formule  de  Taylor  donne  aussitôt 

F(s  —  z  )=F(s  )—  £  Fi  (*  )+  zn'.2(s)  —  .  .  . . 

F.,{  s)=  . 

'  i . > . .  .p 

On  obtient  cette  nouvelle  idcnlilé 

(y)       F(s---z)F(s-z)=^zV>iF.2i,F-F,i,-iF^-r-...^FF.2p). 

Identiliant  1(îs  polynômes  (6)  et  (7)  eu  z-,  on  a  les 
résultats  qu'il  s'agissait  d'obtenir 

F2==A2, 

2FF2— Ff  =— ZAf. 
(8;     .   ^FF,-.F,F3-^Fa  =  v:Ai. 

2  FF.,/,  —  2  Fi  Fo/,-1  -^ .  . .  ^  (  —  1  )/'  F  2  =  (—  I  )!>  Z  a;„ 

J.,a  conclusion  est  dès  lors  évidente. 
Si 

F  =  Fi=  F2  =  .  ..=  F/,_,  =  o,         F/,  =£0, 

il  eu  résulte 

A"-=o,  lAf=o,  ....  XA/^_i  =  o, 

-A^  =  (-i)/'F^=-o. 

Pour  une   racine  d'ordiu;  />,  tous  les  uiineurs    jusqu'à 
l'ordre   /j  —  i    inclusivement    sont    uuls^    les    mineurs 
d'oidre  /)  ne  sont  pas  tous  nuls. 
.l/iit.  de  Mathémat.,  3«  série,  l.  VII.  (Scptciubrc  1S86.)     28 
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Chaque^  hypothèse  (lilï'éicnlL'  sur  le  dogré  de  niulll- 
plicité  de  la  racine  de  l'équatiou  en  s  conduisant  à  des 
conclusions  ditï'éreutes,  ou  peut  dire  réciproquement 
que,  si  tous  les  mineurs  sont  nuls  jusqu'à  l'ordre  p  exclu- 
sivement, la  racine  est  d'ordre /7  de  multiplicité. 

Si  l'on  prend   l'équation  ordi- 


Cas  ])ai'liciilier 
naire 


(i  bis) 


¥{s)  = 


B" 
B' 


B"  B' 

k'—s         B 
B        X"—s 


les  relations  (8)  se   réduisent  à  deux  égalités  faciles  à 
vérilier  directement 


(  8  bis) 


Ff  — 2FF2  =:s'Af, 

FI  — ■2FiF3  =  SA2. 


La  première  se  déduit  facilement  de  l'identité  utilisée 
par  M.  Laurent  (t.  I,  p.  289) 


d2F 


d¥ 


d¥ 


c){aii  —  s)d{au—  s)        0{aii  —  s)  dian—s) 


dF 
ôau 


La  deuxième  ne  diffère  pas  essentiellement  de  l'iden- 
tité connue  par  laquelle  on  prouve  qu'il  est  impossible 
que  l'on  ait  simultanément 

A  + A'4-  A"  =  o,         A' A"—  B2+  A"A  -  B'2-+-  AA'—  B"^  =  o. 

Dans  le  cas  particulier,  considéré  ici,  le  théorème  de 
Rolie  est  d'application  facile 

F3  =  — I,         ¥,  =  X-s^  K'—s-^X"  —  s. 
La  dérivée  seconde  Fo  admet  donc  la  racine 

A-i-  A'-i-  A" 


Pour  — X  et  -+- X  la  dérivée  première  a  le  signe 
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Comme 

F ^  -^  2  F,  =  2  P.2  -^  2  B'2  -^  •?.  B  "-' 

la  racine  .V|  de  Fo  donnera  le  signe  -h  pour  F(,  excepté 
si 

15  =  B'=B"=  V  —  S  =  A- S  =  A"— S  =  o, 

Donc,  saut  dans  le  cas  de  la  S[)l»ère,  qui  se  traite 
comme  on  sait  directement,  on  a 

Fii—y.).      F,C.s-,  ).      F",(— 3c'). 

La  dérivée  F,  a  donc  deux  racines  5o-<  v.  dilFérentes, 
sauf  pour  le  cas  de  la  sphère. 
Comme 

Ff  — 2FF2=XAf. 
on  a 

F(s,)Fo(Sî)<o, 

F(.s^)FiiS:i)<ir. 
d'où 

F(*,)<o, 

F(.V3)>0. 

Alors,  d'après  le  théorème  de  Piolle,  toutes  les  racines 
sont  réelles,  car-  ou  a 

F(— -X),     Fiso).     F(53),     F  (y.). 

Le  raisonnement  n'est  en  défaut  cju(!  si  ÏAj  s'annule 
pour  ,Vo  ou  pour  .^3.  Mais  alors  F  =  F,  =  o;  on  a  une 
racine  double  et  l'on  trouve  les  conditions  générales  suf- 
tisanles  et  nécessaires  pour  qu'il  en  soit  ainsi  :  2A^  =  o. 
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lOTE  DE  GEOMETRIE; 

Pau  m.  Max.  GE\TY. 


Théorcmk.  —  Leproduit  du  paranwLre  de  disfrihu- 
iion  des  plans  tangents,  relatif  à  une  génératrice  dhin 
hjperholoïde  par  le  carré  de  la  distance  du  centre  de 
l'hyperboloïde  à  cette  génératrice  est  constant  et  égal 
au  produit  des  demi-axes  de  la  sur/ace. 

Considérons  un  hypcrboloïdc;  décentre  lo.  Du  point  (o 
abaissons  une  perpendiculaire  (oo  sur  l'une  des  géné- 
ratrices de  cet  liyperboloïde.  Prenons  maintenant  le 
point  o  pour  origine  des  coordonnées,  la  génératrice 
considérée  pour  axe  des  s,  la  droite  o  oj  pour  axe  des  x 
et  une  perpendiculaire  menée  par  le  point  o  au  plan 
xoz  pour  axe  des  j  . 

L'équation  de  la  surface  est  alors,  en  désignant  par  1) 
la  distance  oto, 

\x^--i-  A>2_|_  2Bj^  +  2B".7-j-  —  2D(A:r  -+-  B"j)')=  <>• 

L'expression  d'une  droite  iniinimcnt  voisine  de  oza 
pour  équation 

y  =  bz-i-yi, 

a  et  b  étant  des  inlininient  petits  et  t,,j  ,  étant  les 
coordonnées  du  point  où  cette  droite  perce  le  plan 
des  xj'. 

Exprimons  que  cette  droite  est  sur  l'hyperboloïde.  Pour 
cela,  formons  l'équation  aux  z  des  points  d'intersection 
de  la  droite  et  de  la  surface  et  exprimons,  en  négligeant 


(  43-  ) 
Jes  Jiifininieut  petits  d'ordre  supérieur  au  premier,  que 
cette  équaliou  est  indéterminée. 

Nous  avons  ainsi  les  trois  conditions 

h=o,         Bji— D(Aa  +  B"6)  =  o,         Aa',  +  B"ji  =  o. 

Les  équations  de  la  génératrice  de  J'iiyperboloïde 
infiniment  voisine  Ao.  o z  sont  donc 

avec  les  conditions 

(i)  B  ri  —  DAa=o,         A^i-i- B''^^!  =  o. 

Ceci  posé,  l'angle  o  des  deux  génératrices  infiniment 
voisines  a  pour  valeur  a  aux  infiniment  petits  du 
second  ordre  près-,  et  la  plus  courte  distance  de  ces 
deux  droites  est  à  la  même  a])proximation  j", , 

Par  conséquent,  le  paramètre  de  distribution  p  des 
plans  tangents  de  l'iiyperboloïde  relatif  à  la  génératrice 

oz  a  pour  valeur —?  c'est-à-dire,  en  tenant  compte  des 
relations  (i). 

Or  soient  a,  Z>,  c  les  demi-axes  de  la  surface.   Nous 

avons 

(-)■■> 

(■)  étant  le  résultat  de  la  substitution  des  coordonnées 
du  centre  de  l'iiyperboloïdedans  le  premier  membre  de 
son  équation,  et  A  étant  le  discriminant  de  la  partie  ho- 
mogène de  cette  équation.  On  a  donc 

A  =—  \\V-.        (-)  =  —  AU^ 
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cl,  par  sviilo, 

AD3 

abc  =  -^, 

DA 
t't,  comme  nous  avons  vu  que  ^  =  — j-  5  nous  voyons  que 

le  produit /^D-  est  constant  et  égal  à  abc. 


DETERllimATIO^  Dl]  RAYON  DE  COIRBIRE  DE  LA  COIRBE 
mTÉGRALE; 

Par  m.  Maurice  d"0 GAGNE. 


Si    une  combe  K,  rapportée  à  deux  axes   rectangu- 
laires Ox  et  Oj)  ,  a  pour  équation 

on  appelle  courbe  intégrale  de  celle-ci  une  courbe 
ayant  pour  écjuation 

y  =^  S  o{x)  dx  -\-  G, 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Appelons  I  cette 
courbe  intégrale.  On  voit  que  sa  propriété  fondamentale 
consiste  en  ce  que  la  dij]'êrence  entre  deux  quelcon- 
ques de  ses  coordonnées  est  égale  à  l'aire  comprise 
entre  ces  coordonnées,  la  courbe  X  et  l'axe  des  x. 

Cette  courbe  est  de  la  plus  haute  importance  au  point 
de  vue  du  calcul  graphique  ('  ). 


(')  Consulter  à  cet  égard  rialcrcssant  Ouvrage  intitulé  :  Les  in- 
tégraphes.  La  courbe  intégrale  et  ses  applications  (Paris,  Gauthier- 
^  illars  et  Mis),  par  M.  Abdank-Abakanowirz,  inventeur  d'ingénieux 
appareils  permettant  de  tracer  niécaniqucmeul  la  courbe  intégrale 
d'une  c()uri)c  r|iu'Icon(|uc   dessinée  sur  un  plan. 


(  43ç)  ) 
Si  l'on  mène  par  le  point  P  de  la  courbe  ¥^(  /ig.  i) 
une  parallèle  à  la  langenle  menée  à  la  courbe  I  par  le 
point  M  correspondant,  on  voit  que  OS  est,  à  l'éclielle 


Fi$ 


de  la  (igure,  égale  à  l'unité.  Nous  désignerons  cette  lon- 
gueur QS,  égale  à  l'unité,  par  la  lettre  /. 
Soient,  eu  outre  : 

Y  l'ordonnée  _MQ; 
y    l'ordonnée  PQ; 

o  l'angle  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  1  avec  Ox; 
ds  l'are  inliniinent  petit  de  la  courbe  I  au  point  M; 
0  le  rayon  de  courbure  iNIw  de  la  courbe  1   au  même 
point. 


On  a 


ri; 


ds 


(  4io  ) 

Or 


=  V  I  -(-  taiig-  o  dr  =  ^-^ —  dx. 


D'autre  part,  puisque 

y 

cp  =  arc  tanp;  y  , 

on  a 

,  /  dv 

La  formule  (i)  devient  doue 

^  \/l'--^y-{l-'^y')dT 

ou 

PS'^  dx 
QS'   ^-^^ 

ou  encore,  si  PT  est  la  tangente  en  P  à  la  courbe  K, 

Ps'  QT 

Telle  est  l'expression  du  rayon  de  courbure  clierclié 
en  fonction  des  lignes  données  sur  la  figure.  Cette  for- 
mule peut  être  grandement  simplifiée  en  vue  de  la 
construction  géométrique  du  centre  de  courbure  co.  En 

n'  Il  "      •  QS 

effet,  effe  peut  s  écrire,  en  remarquant  que  -p-r  =cos'j, 

OT 

Mcj  cos^o  =  l'S  -jTpr  ) 

ou,  en  tirant  (oV  perpendiculaire  à  MQ  et  VU  perpen- 
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ciicuiaiie  à  Mto, 

OT 

MU  =  -;^-, 

sino 

OU  encore,  eu   abaissant  de  U   la   perpendiculaire   LU' 

sur  MO, 

UU'=QT. 

Celle  égaillé  montre  que  TU  est  perpendiculaire  à  O.r. 

La  construction  par  laquelle  le  centre  de  courbure  delà 
courbe  I  se  déduit  de  la  tangente  à  la  courbe  K,  con- 
struction indiquée  par  les  lignes  pointillées,  est  donc  la 
suivante  : 

Par  le  point  ï  oii  la  Langenle  à  la  courbe  K  coupe 
V axe  Ox,  élever  une  pei'pendiculaire  à  cet  axe  jusquà 
sa  rencontre,  en  U,  avec  la  normale  à  la  courbe  I  ;  pai- 
le  point  U  élever  une  perpendiculaire  à  la  normale  INIL 
jusqu'à  sa  rencontre,  en  V,  avec  V ordonnée  correspon- 
dante ;  enfin  par  le  point  \  élever  à  V ordonnée  ^W 
une  perpendiculaire  qui,  par  sa  rencontre  avec  la  nor- 
male MU,  donne  le  centre  de  courbure  (o  cherché. 

La  construction  se  réduit  donc  au  tracé  des  trois  per- 
pendiculaires TU  à  Ox,  UV  à  MU,  \  to  à  MV. 

Examinons  le  cas  où  la  courbe  K  est  une  droite 
ijig'  2).  La  courbe  intégrale  I  est  alors  une  parabole 
ayant  pour  axe  la  perpendiculaire  élevée  à  Ox  par  le 
point  T  où  cette  droite  rencontre  la  droite  K. 

L'application  de  la  règhî  précéd(;nte  mon  treque  :  si\}est 
le  point  oïL  la  normale  en  M  à  la  parabole  coupe  V axe 
de  cette  courbe,  le  centre  de  courbure  co  répondant  au 
point  -M  s'obtient  en  élevant  en  U  une  perpendiculaire  à 
la  normale^WJ  jusquà  sa  rencontre  V  avec  le  diamètre 
du  pui/it  M,  et  élevant  en   \    à  M\   la  perpendicuhùre 


(  4t^.  ) 

\  i<)  t/ui  coupe  la  nornuile  iMU  au  centre  de  courbure  oj. 
C'est  précisément  l'applicalion  au  cas  de  la  parabole, 


considérée  comme  une  ellipse  limite,  de  la  construction 
du  centre  de  courbure  de  cette  dernière  courbe  donnée 
par  M,  Mannlieim. 


SOLUTIONS  DE  LA  QlEST[0\  1572; 


TP  et  TQ  sont  des  tangentes  à  une  parabole  de 
joyer  S  ;  la  droite  TS  rencontre  le  cercle  TPQ  en  un 
point  L  5  prouver,  par  la  Géométrie  pure,  r/ueTS  =  SL. 

(K.-W.  Genîîse.) 


1.   Solution  de  J/.    d'Ocagne. 

Considérons  les  cercles  tangents  en  T,  l'un  à  TP, 
l'autre  à  TQ,  et  passant  respeclivenient  par  les  points 
O  et  P.  Va\  aj>pclanl  S  le  point  où  se  coupent  ces  deux 


(  ii'^  ) 
cercles,  j'ai  démontré  dans  une  de  mes  Noies  sur  la 
symmédiane  (^Nouvelles  Annales,  p.  Sô'ô;  i885)  que  la 
droite  TS,  symmédiane  du  tiiangle TPQ,  coupe  le  cercle 
circonscrit  à  ce  triangle  en  un  point  L,  tel  que  TS  =  SL. 
Il  suffit  donc,  pour  que  la  proposition  précédente  soit 
démonlrée,  de  faire  voir  (pie  le  point  S  est  le  foyer  de 
la  parabole  tangente  respectivement  en  P  et  en  Q  à  TP 
et  à  TQ.  A  cet  elFet,  tirons  la  médiane  TM  du  triangle 
TP();  c'est  un  diamètre  de  la  parabole.  D'ailleurs,  ou  a 

QTM  =  STP;  c'est  la  définition  même  de  la  symmédiane. 
Mais,  dans  le  cercle  TSQ,  on  voit  que  les  angles  STP 
ctSQTsont  égaux  comme  avant  même  mesure.    Donc 

001=  SQT.  De  même  PTM  =  SPt.  Le  point  S  est 
donc  bien  le  fover  de  la  parabole. 


2.   Solution   de  M.   Ignacio  Beyens, 
Capitaine  du  Génie  à  Cadix. 
Soient 

SX  l'axe  de  la  parabole  ; 

PP',  QQ'des  parallèles  à  l'axe; 

/;,  <i  les  milieux  de  TP,  TQ. 

D'après  les  propriétés  bien  connues  de  la  parabole, 

on  anra 

angle  TPS  =  HPP'  =  HTT'  =  STQ 

et 

an-leSTP  =  T'TQ  =  Q'QK  =  SQT. 

Donc  les  triangles  STP  ^  STQ  sont  semblables  cl 
les  médianes  S/^,  S</  divisent  ces  triangles  en  deux  autres 
aussi  semblables,  et,  par  suite,  nous  aurons 

l>  .S  r/  =  /;  ST  -H  TS  7  =  y  S<  j  -+  /?  S  P  ; 
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mais 

et 

d'où 


^ySQ  =  -  — S^yQ— SOT  = -  — S7Q  — STI' 

pSV  =  7:  -  S/>  P  —  TPS  =  7:  -  Sy> P  —  STQ  ; 

/>  S  ry  =  T  (/  S  -t-  Tp  S  — p  T  q , 
P^(J  +  pT 'J  =  T (7 S  -^  T/> S. 

Le  quadrilatère   T/^Sr/  est  donc  inscriptible  et  le  sera 


aussi  le  quadrilatère  TPLQ,  l'uriué  eu  menant  par  P,  Q 
des  parallèles  à  S/-»,  Sy:  mais  alors  SL  =  ST  :  doue  le 
cerele  TPQ  coupe  la  droite  TS  eu  un  j)oiut  L  tel  que 
SL  =  ST.  c.  q.  V.  1). 


3.   Solution  de  M.  J.    Bernard, 

Élève  (le  Flîlcole  Normale  supérieure. 

Le  tliéoièiuede  ^L  R.-W.  Genèse  peut  être  complété, 
et  il  fournil  alors  une  iuléressanle  proposition  dont  voici 
l'énoncé  et  la  démonstration  : 


(  145  ) 

Étant    donnée   une  parabole,    si    Von   preml  deux 
points   A   et    V>   {Jig-    i)   srniéiiitjues  par  rapport  au 


Fis.  I. 


foyer  F,  ces  deux  points,  ainsi  que  les  (f  antre  points  de 
contact  des  tangentes  menées  de  A  et  de  B  à  la  para- 
bole, sont  sur  un  même  cercle. 

Je  transforme  toute  la  figure  par  polaires  réciproques, 
par  rapport  à  \i\i  cercle  de  centre  F  et  de  rayon  arbi- 
traire. 11  suffit  alors  de  démon Lrcr  le  théorème  sui- 
vant : 

Etant  donnés  un  cercle  oj,  un  point  F  dessus  et  deux 
droites  (a)  et  (^)  parallèles,  écjuidistantes  de  F,  ces 
deux  droites,  ainsi  que  les  quatre  tangentes  au  cercle 
aux  quatre  points  oii  (a)  et  (|^  )  le  rencontrent,  sont  tan- 
gentes à  une  même  conique  de  foyer  F. 

Menons  par  F  {^fig-  2)  la  parallèle  à  (a)  et  ([3)  :  elle 
détermine  sur  co  un  second  point  F'.  Abaissons  de  iM  la 
])erpendiculaire  MP  sur  FF',  puis  projetons  F  et  F'  en 
Il  cl    Pi'  stn-  la  langcnle  en  _M. 


(  44^3  ) 

Je  (lis  (|iu; 

Soit  K  le  point  d'intersccLion  de  RPi.'  et  de  Fi' 

Fi£?.    2. 


Les  triaiiiçles  semblables 


donnent 


l  KRF, 

j  KRF', 

(  KPM, 

l  KPM 

FR 

KF 

F'  R'        KF 

MP 

-  KM' 

MP         KM 

Multipliant  membre  à  membre,  j'obtiens 


FR.F'R'=  MP'. 

En  considérant  la  tangente  en  j\,  on  aurait  un  résultai 
analogue. 

Donc  les  droites  (a)  et  (  |j),  les  tangentes  eu  M  et  en  jN 
et,  par  raison  de  symétrie,  les  tangentes  en  M'  et  en  ]N' 
enveloppent  une  conique  de  loyers  F  et  F'. 

Le  tliéorème  se  trouve  donc  démontré. 

On  en  déduit  immédiatement  quelques  conséquences 
intéressantes. 


(    il7  ) 

Ainsi,  considérons  une  ellipse  iixc  et  tous  les  cercles 
qui  passent  par  les  deux  foyers  F  et  F'. 

Menons  les  tangentes  communes  à  l'ellipse  et  à  un  des 
cercles  de  la  série.  Les  points  de  contact  de  ces  tan- 
gentes avec  le  cercle  sont  sur  les  tangentes  à  l'ellipse 
aux  extrémités  du  petit  axe. 

Ce  tliéoi'ème  faisait  partie  du  problème  posé  en  i8S:') 
aux  candidats  à  l'Ecole  Polytechnique. 

On  peut  en  déduire  le  théorème  suivant  : 

Soient  "^  etS  deux  ceicles  concentriques  de  rnj  ans  a 
et  c  (a  >■  c)  et  un  diamètre  fixe  OP.  Prenons  sur  ce 
diamètre   un  point    variable  P    et   décrivons  sur  PA 

Fis.  3. 


comme  diamètre  un  cercle  qui  coupe  le  cercle  i]  en  B 
et  B'.  Joignons  PB  et  prenons  le  point  R  conjugué  har- 
monique de  P  par  rapport  à  K  et  A'.  La  distance  de  R 
à  la  droite  PB  est  constante  et  égale  à  \l a-  —  c- . 


QUESTIONS  IMlOPOSÉtS. 


Ij.Si.  Soient   «i,  «o,  «.j,  ...   des   nombres   qui    tendent,    en 
décroissant,  vers  /.éro,  et  />,.  Ao,  b,_,   ...  des  nombres  positifs, 


qui  croissent  toiijnijrs.  DémonlrcM-  que,  si  la  série 
«1  ijS-  a^ib^ —  hi)  -^  «3(  63 —  Z»,)  -i-  .  .  . 
est  divergente,  il  en  est  de  mè-nie  de  la  série 

( «  1  —  a2)hi-\-  ( a.2 «;j ) ^2 -^  I  <"'•(  —  «4)63-4-.... 

(Ges.vro.  ) 

I080.  Soit  Kl -h  ii-2-r-  1(3^  ..  .  une  série  divergente,  dont  les 
termes  tendent,  en  décroissant,  vers  zéro.  Démontrer  que,  si 
la  série 

El  Ui  -4-  £2  lU  -^  £3  It'i  ->-■■■ 

est  convergente,  la  moxenne  arithmétique  des  n  premiers 
nombres  s  ne  peut  avoir  d'autre  limite  que  zéro,  lorsque  n 
croit  à  l'infini.  (Cksaro.) 

4386.  Démontrer  que  les  droites  joignant  le  sommet  d'un 
cône  aux  centres  des  sphères  osculatrices  d'une  trajectoire 
oblique  des  génératrices  sont  rencontrées  et  partagées  dans 
un  rapport  constant  par  les  rectifiantes  de  la  trajectoire. 

(Cksaro.  ) 

lo87.  On  sait  que  le  lieu  des  points  d'oîi  l'on  peut  mener  à 
une  ellipse  des  tangentes  faisant  entre  elles  un  angle  donné 
est  une  courbe  du  quatrième  degré.  Démontrer  que,  si  d'un 
point  quelconque  de  cette  courbe  on  abaisse  les  quatre  normales 
à  l'ellipse,  réelles  ou  imaginaires,  et  si  Nj,  N2,  N3,  N^  sont  les 
distances  du  point  aux  pieds  des  normales,  p],  p2,  ps,  p^  les 
rayons  de  courbure  correspondant  aux  pieds  des  normales,  on 
a  la  relation 

Si  pi  p3  Pi 

^^  1  ->  2  '>  3  ->  V 

(E.  B.VRISIKX.) 

do88.  Si,  d'un  point  quelconque  du  plan  d'une  ellipse  quel- 
conque, on  abaisse  les  quatre  normales  à  l'ellipse,  si  Ni,  !\2) 
N3,  Ni  sont  les  distances  du  point  aux  pieds  des  normales, 
et  pi,  P2,  ps,  piles  rayons  de  courbure  correspondant  aux  pieds 
des  normales,  on  a  la  relation 

Pi ,_  p2  .  p3  ,_  -t  _  , 

Pi—  ^!    '    ?-2—  ^'2  "^  P:î—  ^3  ""    p4—  i>v 

(K.   iJARISIlCN.  j 
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S0LITI0\  DE  LA  QIESTION  M  MATIIÉMATIOIES  ÉLÉMEMAIRES 
PROPOSÉE  AL  COXCOLRS  GÉ\ÉRAL  DE  1 887  C)  ; 

Par  m.  Maurice  n'OCAGNE. 


i"  Lor.sr|iroii  passe  J'uu  carré  au  siiivanL  dans  la 
iiu'ine  (jle  oblique,  rordoiméc  auijmente  d'une  unit*'-, 
l'abscisse  diminue  d'une  unité  ;  donc  la  soinnie  .r  -f-  y  est 
constante  pour  les  carrés  d'une  même  file.  D'ailleui'S,  si  k 
(îsl  le  rang  de  la  file,  Oîi  a,  pour  le  premii'i"  carré  de  cette 

lile, 

X  =  /e ,  T  =  I  ; 

par  suite, 

(I)  .,. -f- j  =  A- -^  , 

En  outrt%  lorsqu'on  passe  ainsi  d'un  carré  au  sui\ant, 
le  numéro  z.  augmentant  aussi  d  une  unité,  la  dillé- 
rence  z  —  i  est  constante  pour  tous  les  cariés  de  la 
même  lile. 

Appelons  Zk  le  numéro  du  premier  carré  de  la  iile  ^  ; 
nous  aurons 

On  a  d'ailleurs 

^1  =  I. 

-2  =  -iH-  I, 


-/.  =  ^A-\ 


(')  Nous  ne  reproduisons  jias  l'cnonci';,  (|iii  est,  fort  lonp;,  ni  (|ii(; 
l'on  retrouvera  à  la  page  V^')  du  Tortic  prirr-iicnl  ('runic  \  I  do  la 
3*  série;  18S7). 

Ann.  de  Malhémat.,  i"  série,  t.  VII  (Oclohre  i8SS).  Mj 


(   15o  ) 
el,  eu  addilioniiant, 

Zu  r=  I  -] '   ■ 

1 

Donc 

(2)  z-y  = 

Les  formules  (i)  et  (2)  donnent  immédiatement  z 
lorsqu'on  connaît  x  et  j.  Ainsi,  pour  x  =  'i.'j^  y  =  ^\  ^ 

on  a 

k  =  67, 

z  =  225'2. 

2°  Pour  résoudre  la  question  inverse,  il  faut  déter- 
miner A  lorsque  z  est  connu.  Or,  si  le  carré  numéroté  z 
est  dans  la  file  de  rang  A,  on  a  nécessairement 

ou 

2  2 

ou  cncoie 

k{k  —  i)^iiz  -  i)<  (A-  -4-  i)A-. 

Or,  les  racines  de  l'équation 

/:2—  /i  —  2(«  —  I)  =0 


étant 


i-Hi/i  -+-  8(^  —  I)                       1  — v/i-f-8(5  — i) 
el  ; 


la  première  inégalité  exige  que 


I  —  \/( -1- 8(^  —  i)  ^         i-hv/i -^  8(;;  —  I) 
i>.  ~     ~  2 

De  même,  si  nous  prenons  les  racines  de  l'équation 

/i-  +  /.•  —  2  (  .3   —  1  )  =   O, 


(   i5.    ) 
nous  voyons  que  la  seconde  inégalité  entraîne 

ou 

L'examen  de  ces  quatre  inégalités  montre  qu'il  faut 


-.-y/. 

— 

.S(  :;-^n 

•1 

-r  +  v/T 

— 

8(5-1) 

M 


ue 


—  i-i-yA  — «(,5  — I)  ^  ^^ ^  i+v/|-h8(;;  — 1) 


Il  est  bien  clair,  d'après  cela,  que  si  ^\n)  représente, 
suivant  l'usage,  le  plus  grand  entier  contenu  dans  la 
quantité  u^  on  a 


(3)  /.  =  E 


ri-t-^r-^8(5  — i^ 


Dès  loi's,   cjuand  on  connaît  ^,  les  formules  (i),  ('i) 
et  (3)  donnent  x  etj  . 

Ainsi,  soit  z  =■  248.  On  a,  d'après  (3), 


^■^E(i  +  v/-977\       ^^. 


d'après  (2), 
d'après  (i). 


22  X  21 

r  =  248 —  =1; 


a-  =  23  —  17  =  6. 


3°  ]Nous  avons  vu  que,  pour  tous  les  carrés  de  la 
^ime  £j]j,^  ]^  somTOC  X -^  j  dcs  coordounécs  est  égale  à 
A  -t-  1 .  Elle  est  donc  paire  pour  toutes  les  files  de  rang 
impair. 

Cela  posé,  n  étant  le  numéro  du  carré  auquel  on  s'ar- 
rête, la  formule  (3)  (où  l'on  remplace  z  par  Ji)  fait  con- 
naître le  rang  A"  de  la  file  c[ui  contient  ce  carré. 


(  4-'i^>^  ) 

Soit  2.i'  —  I  la  plus  grand  nouibie  impair  inférieur 
et  ]\o:n  égal  à  k. 

Les  carrés  pour  lesquels  x  -i-j  est  pair  sont  en  nomLic; 
i  dans  la  première  file,  3  dans  la  troisième,  .  .  . ,  21- —  i 

dans  la  (  2  ^'  j^eme^   çg   ^^^^j   |Vjj(_  gjj  jQ^^ 

1+  3  -f-  5  -K . . .  +  ( 2 1^  —  I )  =  P-. 

Si  A'  est  pair,  c'est  à  cela  que  se  borne  le  nombre 
('hercbé.  Si  A"  est  impair,  il  faut  ajouter  le  nombre  de 
carrés  de  la  file  A  jusqu'à  celui  numéroté  n  inclusive- 
ment, soit,  avec  les  notations  précédentes, 

7?  —  ^/..  -+-  1 
ou 

1 

Tous  les  cas  possibles  seront  donc  contenus  dans  la 
formule 


[« 


Par  exemple,  pour  n  =  iS^,  on  a 

A- =  18,         c=:9. 

11  Y  a  donc  81  carrés  pour  lesquels  la  somme  x  -\- J  ^'st 
paire  parmi  les  i5y  premiers  carrés. 

Pour  n  =  180,  A  :=  ig,  j'  ^  g.  Ici,  le  nombre  clierché 
est  donc 

Q     ,     c          ro  X  18 
8i-f-i8o =00. 

■j.  -^ 

Considérons  maintenant  le  produit  xy  des  coor- 
données de  chaque  carré.  Si  l'une  des  coordonnées  est 
paire,  le  produit  est  pair.  Il  en  résulte  que,  dans  chaque 
bande  horizontale  ou  verticale  correspondant  à  une  coor- 
donnée paire,  tous  les  carrés  donnent  un  produit  xj' 
pair.  Si  l'on  couvre  cesbaudes  de  hachures,  il  saute  au\ 
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veux  que,  pour  une  fîle  oblique  de  rang  pair,  tous  les 
produits  xy  sont  pairs,  et  que,  dans  une  file  de  rang 
impair  2  v.  H-  i ,  il  y  a  <j.  carrés  pour  lesquels  xy  est  pair. 
Eu  outre,  si  z  est  le  numéro  d'un  carré  appartenant  à 
une  fîle  de  rang  impaii-,  il  y  a  évidemment,  depuis  le 
premier  carré  de  cette  file  (celui  qui  s'appuie  sur  OX) 
jusqu'au  carré  z  inclusivement,  autant  de  carrés  à  pro- 
duit à  xy  pair  qu'il  v  a  d'unités  dans 

Â-(  A-  —  n 


Cela  posé,  n  étant  le  numéro  du  carré  auquel  on  s'ar- 
rête, on  détermine  par  la  formule  (3)  le  rang  A  de  la  file 
à  laquelle  appartient  ce  carré. 

Supposons  d'abord  A  paii-. 

Les  [JL  —  I  premières  files  de  rang  pair  nous  donnenl 

d'abord 

•2  -h  :i  -h  G  -h.  .  .-T-(2[i.  —  2) 

carrés   à   produit  xj    pair.  Les  u.  —  i  premières  files  de 
rang  impair  nous  en  donnent 

i-f-2-(-3-T-. ..-+-(■  a  —  i;. 

Cela  fait  en  tout 

2 

En  outre,  tous  les  carrés  de  la  file  k  comportant  des 
produits  XJ-  pairs,  il  y  a  lieu  d  ajouter  encore 


n 

2 

carrés. 
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x^iusi,  pour  A  =  2;j.,  nous  avons 

„  [j.(  [j.  —  i)               /(A-  —  1) 
0 \-  n 

2  -X 

carrés  répondant  à  la  question. 

Maintenant,    pour   A=  a  u. -f- i ,   nous    avons  encore 

3  a  (  ;^  —  i  )  .  'AT  1 

les  : premiers  carres.  i\ous  avons  en  outre  les 

2[j.  carrés  de  la  file  2|jl  ou  A  —  i  et,  d'après  une  re- 
niaïque  faite  plus  haut,  et  en  représentant  toujours 
par  E(u)  la  partie  entière  de  z/, 

A(A  -I 


carrés  de  la  file  de  rang  A . 
(jcla  fait  en  tout 


k{k-iy 


Les  deux  cas  peuvent  être  fondus  en  une  mèuie  for- 
mule que  voici  : 


!  +  (-»/■ 

•2 


Pour  /z  =  iSy,  A  =:  i(S,  et  l'on  a 


3X0X8         .         18x17 

1-  1 5- '-  =112 


carrés  à  produit  X)  pair 


(  455  ) 


■u 


i3o 


Pour  /z  =  i8o,  ^  =  19,  E 

donc 

3x9x8 

-w 

•1 

carrés  à  produit  xj  pair. 
4"  L'expression 

ax  -\-  ( a  -^"i.)}'  —  iz 

peut,  en  vertu  des  formules  (ij  et  (2),  s'écrire 

a(k  -h  i)  —  k(k  —  I). 

Elle  a  donc  la  même  valeur  pour  tous  les  carrés  d'une 
même  file.  Reste  à  trouver  le  rang  de  la  file  pour  la- 
quelle elle  a  la  plus  grande  valeur.  A  cet  effet,  écri- 
vons-la 

—  k^-h  (a  -h  i)k  -h  a. 

Le  maximum  de  ce  trinôme  du  second  degré  a  lieu, 
d'après  une  propriété  bien  connue,  pour 

k="-±l. 


Si  cette  valeur  est  entière,  elle  répond  à  la  question; 
sinon,  on  essaye  les  deux  nombres  entiers  consécutifs 
qui  la  comprennent,  et  l'on  prend  celui  des  deux  qui, 
substitué  dans  le  trinôme,  donne  le  résultat  le  plus 
élevé.  Ainsi,  pour  a^  g,  k  =  5. 

Pour  a  =  10,  essayons  k=  5  et  A  =  6.  Les  substitu- 
tions de  ces  deux  valeurs  donnent 

—  2j  -T-  (il  X  5)  -f- 10  =  4», 

—  36-i-(iixG)-i-io=  îo. 

On  peut  donc  indifféremment  choisir  l'une  ou  l'autre. 


(   i^>6  ) 
Pour  rt=:g,5,  essayons  encore   /.  :=:  5   et  A=  (S.  Nous 

avons 

~  25  +  (  I o ,  'j  X  j  )  +  9 , 5  =  3;, 

—  36  -H  (io,5  X  G)  +  9,5  =  36,5. 

Ici,  il  faut  donc  piendre  ^  ==:  5. 

Reinarqm^..  —  Les  tiois  [)reniières  parties  du  pto- 
blènie  peuvent  être  présentées  sous  cet  énoncé  : 

On  considère  un  polynôme  indéfini  en  a  et  j3,  ne 
contenant  pas  tes  puissances  séparées  des  'variables,  et 
ordonne  de  La  manière  suivante  : 

i"  Etant  donnés  les  exposants  de  a  et  ji  dans  un 
terme,  trouver  le  rang  de  ce  ternie  ; 

a"'  Etant  donné  le  rang,  trouver  les  exposants  ; 

'S'^  Combien  y  a-t-il  de  termes  dont  le  degré  total 
est  pair,  combien  dont  l'un  des  exposants  est  pair 
parmi  les  n  premiers  termes? 


DEYELOPPEMEM  DE  L'ACCROISSEMENT  D'IJ.\  POLYNOME 
ENTIER  SUIVANT  LES  PUISSANCES  DES  ACCROISSEMENTS 
DES  VARIABLES; 

Par  m.  marchand. 


Cette  question,  d'un  intérêt  capital  en  Géométrie 
c'inaljtique,  est  placée  dans  les  programmes  de  1  Ecole 
Polyteclinif[ue  immédiatement  après  la  formule  du  bi- 
nôaie,  avant  les  séries  et  les  dérivées.  Il  semble  donc 
(pril  y  ait  lieu  de  cliercixer  une  démonstration  (jui  reste 
simple,   quel  que  soit  le   nombre  de    variables,    et  qui 
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n'exige  pas  l'élablissonient  préalable  de  la  formule  de 
Taylor  généralisée. 

Parmi  les  dillérentes  mélliodes  que  l'on  peut  proposer 
dans  ce  but,  il  en  est  une  qui  me  semble  présenter  un 
intérêt  particulier  dans  l'état  actuel  de  la  Science  :  elle 
consiste  à  appliquer  déjà  à  ce  problème  la  notation 
symbolique  sur  laquelle  les  savants  allemands  font  re- 
poser toute  la  ibéorie  d<;s  invariants  et  covariants.  L'ex- 
position n'est  guère  pénible,  môme  si  l'on  prend  la 
précaution  d'expliquer  en  détail  l'esprit  de  la  méthode. 

i"  Notation  sj  mholique.  —  Soit  une  forme  binaire 
d'ordre  // 

f{xix^  )  —  a^JT'l  H «ir'/"'  x-y-h. . . . 

Le  cas  particulier  le  plus  simple  est  fourni  par 

qu'on  peul  écrire,  d'une  manière  abrégée, 

Si,  dans  une  question  particulière,  on  est  conduit  à 
une  relation  du  premier  degré  par  rapport  aux  coeffi- 
cients 

il  est  clair  (jue  l'on  en  déduit 

(•1)  Àu^'/  +  ÀlZ-'r'  ^2^-.  ..-i-lnO'i. 

Comme,  d'ailleurs,  à  deux  relations  de  la  forme  (i) 
distinctes  correspondent  deux  relations  de  la  forme  (2) 
distinctes,  on  peut  iiivers(;ment  de  la  formule  (2)  sup- 
posée seule  connue  conclure,  sans  ambiguïté,  la  for- 
mule (1)  (pji  lui  a  donné  naissance. 
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Si  doucil  ne  s'agit  que  de  relations  purement  linéaires 
j)ar  rapport  aux  coefficients  de/ (x  i  ,X2),  on  peut  prendre 
/)''.  comme  représentation  symbolique  de  ce  polynôme. 
On  entend  par  là  que  l'on  effectuera  les  calculs  avec 
l'expi-ession  simple  (è,  jr, -+- Z'oaro)"  comme  si  ^,  et  b-, 
étaient    des    nombres  donnés,  et   que  l'on  remplacera 

dans  le  résultat 

b'I     par     <7o, 

h"~^  bt     par     «i, 

6f     par    a,i. 

2"  Dérivées  d'un  poljJiônie  à  nue  seule  variable. 
—  Le  développement  de  f{x+h)  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  h  est  évidemment  linéaire  par 
rapport  aux  coefficients.  Il  s'obtiendra  en  prenant 

{bi{x-^  h)  -+-  h.iY  =  ib^-^  hb^  )"  =  bZ-^--  hbi  6^.-1 

1.2  ' 

Le  coefficient  de  -?  que  l'on  appellera  dérivée  pre- 
iiiière,  est  égal  à 

-b'i-^bi  =  -  (b'I x"-i  -h  ^^—  b'I-'  b^x'i-^  -^ . .  .\ 

s.     « 

=  naQX"-'^  -T-  (n  —  i)  —  cii-r"-- 

«(«  —  ]) 

-h  (n  —  a) a=>x"-  ^  -i- .  .  . . 

1 .2 

On  tire  de  là  la  règle  ordinaire  pour  passer  de/ (.2;) 
ixf'ix).  Si  le  polynôme  primitif  est  multiplié  par  une 
constante  A,  on  a  A^^  et  ensuite  \nh''~^b^\  la  dérivée 
est  aussi  multipliée  par  A. 

Si  donc  nb'^.^  bi  est  la  dérivée  première  de  //,'., 
/}{n  —  ')l*'r'^^i  s^'i'^  ''^  dérivée  première  de  nb"r^b,. 
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I^ar    conséquent,  si  l'on   appelle  dérivée  seconde  le 

coefficient  de  —  clans    le   développement,    la    dérivée 

T  .2  ^^ 

seconde  est  la  dérivée  première  de  la  dérivée  pre- 
mière, etc. 

Les  différentielles  s'obtiendraient  avec  une  égale 
facilité. 

3"  Dérivées  partielles  d'u/i  polynôme  à  plusieurs 
variables.  —  Je  désignerai  par  jj,  Xo,  . .  -,  Xp  les  p  va- 
riables indépendantes,  parj  , ,  j) ,,  .  . .,  //?  leurs  accrois- 
sements. Par  exemple,  pour  deux  variables  indépen- 
dantes  (coniques),   on    fera   Xj  =  x,   .r^^^j',    0:3=1, 

Soit  donc 

f{xi,x.i,...,x,,)=2^  ~ — ^  «a,  p A^i  .^-'s  ■■'3c\. 

On  posera  symboliquement 

f{xi,Xi,  ...,Xp)  =(biXi^...^bpX,;)"-=  b'i. 

La  dérivée  partielle  par  rapport  à  l'uue  des  va- 
riables x,  sera,  d'après  sa  définition,  nb^b'^\  Si  )^  est 
une  constante,  la  dérivée  de  X^"  sera  )./z&,  ^"~'- 

On  vérifiera  facilement  l'identité 

■'  n{n-i)br,b^b%-^  -         ■' 


L'ordre  des  dérivations  est  donc  indifférent. 

La  différentielle  totale  prend  une  expression  symbo- 
lique très  simple 

n{b,yy+  b,y,  +  .  .  .)by^  =  nbyb--^ . 
On  voit  encore  que,  \  étant  une  constante,  on  aura 

daf)  =  id/. 

Par  suite,  la  différentielle  seconde,  c'est-à-dire  la  dif- 
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férentielle  première  de  la  did'érentielle  première,  aura 
pour  expression 

la  différentielle  troisième,  etc. 

4"  Dch'eloppement  général.  —  Si  l'on  donne  à  x^^ 
JTo,  .  .  .,  Xp  les  accroissements  j, ,  jco,  . .  -ij'p^  t^n  suppo- 
sant si  l'ot)  veut 

on  aura  évidemment 

\/={b^^  by)"  =  b'i  -H  ^  bT'  hy-^.  .  .  • 

D'après  la  définition  des  différentielles,  ceci  peut 
s'écriie 

I  1.2  \ .1. . .n 

L'expression  des  coelficients  en  fonction  des  dérivées 
partielles  est  facile  à  obtenir.  On  a 

d-J.f  =  n{ji  —  \).  ..(n—  yi-hi)bf.b'^-'^. 

Soit  C^,'' .  .  -l^pT^'  un  coefficient  quelconque  de  b^;  il 
donnera  dans  (^"^f 

On  retombe  sur  l'expression 

("55 -'■■!-•  ••)'•'■<■'■■'"'■ 

(Cours  d'y/nnljse  de  M.  Laurent,  t.  I,  p.  i/\i.) 

Il  est  d'ailleurs  bon  d'observer  que  la  forme  symbo- 
lique />yh"r^^  peut  être  conservée  avec  avantage  en  Géo- 
métrie  analuiqnc.   Kllc;  représente  la  polaire  d'ordre  a 
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du  point  J')J)  2j)  3  relalivenieiit  à  la  courbe  b".  =  o  el 
permet  de  résoudre  les  problèmes  les  plus  usuels  de 
la  Géométrie  aualvlique.  (\o\v  Leçons  sur  la  Géomé- 
trie, par  A.  Clebseli,  recueillies  par  F.  Lindemaun, 
traduites  par  A.  Benoit.) 


XOlYEAl  TUÉORÈME  RELATIF  AIX  CIRCOXFÉREXCES 
TWGEXTES; 

Par  m.  JOFFROY. 

Professeur  au  lycée  de  Nantes. 


1.  Avec  quatre  cercles  C|,  Co,  C3,  C4  pris  trois  à  trois 
je  forme  quatre  combinaisons  de  cercles  et  je  trace  les 
huit  circonférences  tangentes  à  chaque  combinaison. 

J'appelle  circonférences  in^'erses  deux  circonférences 
telles  que  l'une  enveloppe,  en  les  touchant,  les  cercles 
que  l'autre  n'enveloppe  pas  en  les  touchant  et  récipro- 
quement. 

On  sait  que,  pour  chaque  combinaison  de  trois  cer- 
cles, les  lignes  des  centres  de  deux  circonférences  di- 
rectes passent  par  le  centre  radical  des  trois  cercles. 
Les  quatre  combinaisons  de  cercles  donnent  donc  lieu 
à  seize  lignes  de  centres  formant  quatre  faisceaux  de 
quati'e  droites. 

Mon  théorème  consiste  en  ce  que  ces  quatre  faisceaux 
en  se  croisai) l  forment  huit  autres  faisceaux  de  quatre 
droites. 

Pour  faire  connaître  clairement  ces  faisceaux,  jadopte 
la  notation  suivante  : 

Je  désigne  par  Ci(C2C:()  la  ciiconférence  ou  le  cen- 
tre de  la  circonférence  qui  touclie  les  cercles  C(,  C-j,  C.j 
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cil  enveloppant  les  (-enles  C^,  C3  cl  je  désigne  par 

[G,(C,C3)][(C,)C,C3] 
la  ligne  des  centres  de  celte  circonférence  et  de  la  ('ir- 
conférence  inverse  (C()  C2C3. 

Forment  un  faisceau  on  concourent  en  un  même  point 
les  (piatre  droites 

[G,(CoC3)][(G,)C,C3], 
[C,(C2GO][(C,)G,C4], 
[G,(G3G4)][(G,)G3G,], 
[(G,G3GO][G2G3G4]. 

Concourent  en  un  second  point  quatie  droites  que 
l'on  désigne  clairement  en  augmentant  d'une  unité  les 
indices  i,  2,  3  et  remplaçant  4  par  r  dans  la  notation 
des  quatre  droites  précédentes. 

Concourent  en  un  troisième  point  quatre  droites  dé- 
signées en  faisant  le  même  changement  aux  indices  des 
(juatre  dernières. 

Un  nouveau  changement  d'indices  donne  les  noms  des 
cjuatre  droites  d'un  quatrième  faisceau. 

Le  cinquième  faisceau  est  le  suivant  : 

[(G,G2G3j][(G,C2C3)], 
[(G,G3G4)][G,G3G,,], 
[(GiG,.C4)][G,C2G4], 
[(G2G3GO][G,C3G4j. 

Voici  K;  .sixième  faisceau  : 

[G,(G2G3)][(GOG2C3l, 
[G4(G,G3)][(G4)GoG3h 
[G,(G,C,)J[(G,)GiC4l. 
[G3(G,G4)H(G3)G,G„|. 

Une  permutation  circulaire  donne  le  septième  fai.s- 
ccau  et  une  seconde  permutation  donne  le  huitième. 
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2.  Cela  pose,  voici  la  démonstralioii  géométrique  du 
tliéorènie. 

Sur  les  quatre  cercles  C| ,  Co,  C3,  C/,,  qui  sont  dans  le 
même  plan,  je  décris  des  sphères.  On  fait  voir  aisément 
que  les  centres  des  sphères  tangentes  extérieuix'ment  à 
trois  sphères  Ci,  Co,  C3  sont  dans  un  plan  perpendicu- 
laire au  plan  Cj  C2C3  et  dont  la  trace  sur  celui-ci  passe 
par  l'axe  radical  des  cercles  C,,  Co,  C3,  par  le  centre  de 
la  circonférence  tangente  extérieurement  à  ces  cercles  et 
par  le  centre  de  la  circonférence  qui  les  louche  en  les 
enveloppant.  Cette  trace  est  donc  la  ligne  des  centres 

désignée  par 

[(GiC,C3)][CiC,C3]. 

Soit  maintenant  une  splière  tangente  aux  quatre 
sphères  C),  C2,  C3,  C4. 

Elle  est  tangente  à  chacune  des  combinaisons  de  cer- 
cles suivantes  : 

Cl,         Co,         G;j, 

L.1,  C2,  C4, 
Cl,  C3,  C4, 
C2,      C:j,      C',  5 

donc  son  cenli-e  est  sur  quatre  plans  perpendiculaires 
au  plan  C,  C2C3C4.  Ces  plans  se  coupent  donc  suivant 
une  normale  à  celui-ci  et  leurs  traces  sur  celui-ci;  c'est- 
à-dire  les  quatre  lignes  des  centres 

[(C,G,C3)][G,C2C3], 
[(GiC^COHCiG^Ci], 
[(G,G3G4)][GiG3G,J, 
[(G2G3G,)][G,C3C4], 

concourent  en  un  même  point  et  constituent  le  huitième 
faisceau. 

Pour  îrouver  les  trois  autres  faisceaux,  j'imagine  une 
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sphère  langciile  laissant  une  splièrc  sur  les  quatre  ou 
deux  sphères  sur  les  quatre  en  dehors  d'elle.  Le  eeuti'(^ 
de  cette  sphère  tangente  aux  quatre  proposées  est  sur 
quatre  plans  se  coupant  suivant  une  droite  et  coupant  le 
plan  CiC^oCsC/,  suivant  quatre  lignes  de  centres  con- 
courantes. 


CALCUL  DE  SOIS-I^YARIANTS; 

Pau  m.  E.  CESARO. 


M.  d'Ocagne  a  ohseivé  que,  si  l'on  considère  r/„ 
comme  fonction  d'une  variahle  fictive  H,  dont  les  déri- 
vées successives  seraient  n^^  r/o,  rtn,  .  .  .  ,  1  expression 

est  un  sous-invariant  de  la  lonne  l)iiiaire,  représentée 
symholiquetnent  par  (.r -\- ay)" .  L'cunpioi  de  l'algo- 
rithuie  isoharique 


exprimant  la  somme  ae  tous  les  produits  analogues 
à  £/•_  £,v,  .  .  .  ô,v ,  où  7| -f- /v, -f- •  -  .  H- /■/= /'  en  nondjres 
entiers  et  positifs,  permet  d'obtenir  aisément  l'exjjres- 
sion  de  C5y,.  En  elfet,  la  lormule  générale  pour  la  déri- 
vation des  fonctions  de  Ibnction,  que  nous  avons 
donnée  dans  ce  Journal  (p.  46,  §  13;  i885),  devient, 
dans  le  cas  actuel, 


'"■1  '-y'Vm 
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Il  est  facile  de  démontrer  le  théorème  de  M.  d'Oeagne 
en  partant  de  la  dernière  expression  et  en  utilisant  la 
formule  connue,  presque  évidente, 


iS'^"=^'S^'- 


On  a  d'abord 


S  =  frî[(-)'-<-'S(:^)l. 

'=1  L  /'-v         J 

et  l'on  voit  que  le  coefficient  de  ( —  i)' pla^^'  dans 


«0 


àa. 


ôo 


do 


àao 


àa 


da , 


p—\  V  =  1       L        p - V - I  J 

Cette  expression  est  identiquement  nulle,  à  cause  de 
la  relation  évidente 


i-\ 


S==.S-'S-'S 


Don( 


l>-3 


V  =  l 


C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer.  Inversement,  il  est  fa- 
cile d'exprimer  les  nombres  a  au  moyen  des  nombres  cp. 
En  introduisant  la  fonction  symbolique  e"?,  on  peut 
écrire 


ip—  "\> 


d'où  l'on  déduit 


r/il' 


?? 


e"i=z  aoC^"". 
Ami.  de  Matheinal.,  .S'  série,  t.  VII.  (Octobre  i888.)  3o 


/i&i 


DolK 


?^\ 


I    cli'e^""  \ 


•OU  bien,  en  verlu  de  la  formule  de  dérivation  invoquée 
plus  haut, 


ai'-^  Ad.      /!OV/-! 


=  1  L        /' 


M.  d'Oeague  s'est  également  préoecupé  des  relations 
([ui  existent  entre  les  sous-invariants  Op  et  les  sous- 
invariants  prineipaux  définis,  comme  on  sait,  par  les 
égalités  symboliques 

Les  relations  dont  il  s'agit  sont  faciles  à  découvrir. 
Si  l'on  commence  par  limiter  la  leclierclie  aux  v  à  indice 
pair,  eu  supposant  que  les  v  à  indice  impair  soient  nuls, 
on  a 

,       il       _?2 

^v\  ^^  .1  (>(a—a)\  =  0  gc  "ii+c      "»  • 

2  2  ' 

puis 


■-/' 


Or  on  a,  évidemment, 


S 


.  +  (-[) 


'■\t..\  =  -ri 


S- 


Dom 


(   1«7 
On  trouve,  dv.  inùinc, 


/  =  1  (  ;)  I 

Ce  sont  Jà  les  formules  prévues  par  M.  d'Ocagne 
dans  les  annales  de  la  Société  scieiitijiffue  de 
Bruxelles  {w^  année,  p.  3 17). 


SUR  LE  CRITÈRE  DE  GALOIS  CO\CERM^T  LA  RESOLIBILITE 
DES  ÉQIATIOXS  ALGÉBRIQUES  PAR  RADICAUX; 

Par  m.  J.  DOLBNIA, 
Ingénieur  des  JMines  à  Nijni-\ovgorod. 

i.  Il  est  bien  connu  que  les  racines  de  Téquation  cu- 

l)i(|ue 

j-3  -H  /?  3-  -(-  <7  =  o 

s'expriment  par  les  formules 

.1  1 

I  i  i 

/  1  1 

\    372=  a2  Ri  +  ^1^2) 

où  P«,,  Ro  sont  les  racines  de  l'équation 

r--hqf  —  ^—  =  o. 

2- 

Abel,  le  premier,  a  remarqué  (')  que  les  racines  de 
cliaquc  équation  algébrique  irréductible,  résoluble  par 

(')  Œtn'rcs  complètes,  t.  Il,  |).  222;  iSSi. 
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radicaux,  sont  exprimables  par  des  formules  semblables 
à  (i).  Dans  un  des  Mémoires  posthumes  iSwr  la  résolu- 
tion algébrique  des  équations,  Abel  a  donné  (  '  ),  sans 
démonslratioJ),  l(i  théorème  suivant  : 

Si  l'équation  de  premier  degré  n  est  résoluble  par 
radicaux,  ses  racines  sont  exprimables  par  les  for- 
mules 


xq=  nVRi  +  R2-^----  +  R«-i/' 


1 


(2^         ;       a'i  =  7iVaRr+a'R2+---+^"-'R/ 


oii  K,,  Ro^  •  •  -7  R«-i  sont  les  racines  d'une  équation 
du  tlegré  (;? —  i)  dont  lei  coefficients  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  des  coefficients  de  la  proposée. 

La  vérité  de  ces  formules  a  été  démontrée  par  Malm- 
sten  dans  le  Tome  XXXI V  du  Journal  de  C relie  (-). 

2.   La    connaissance  plus  exacte   des    propriétés  des 
111 
fonctions  R*,*,  R",   .  .  . ,  R^^_,  s'acquiert  à  l'aide  des  théo- 
rèmes suivants  : 

Théorème  L  —  Si   nous  donnons  à  Vv'l  la  forme  de 
fonction  rationnelle  des  racines  Xo,  Xi,  x■^.,  . . .,  X/,_, ,  la 

substitution  (  "  1  réduit  cette  fonction  à  a*R". 

Démonstration .  —  Du  système  (2),  on  déduit 
(3)     R'i  =  a^o-f-  a«-ij7i-t-. . .+  a"-/'-.r/,-4-.  .  .-h  «.r^-i-t- 


(')  Œluvics  complètes,  L  II,  p.  ■.>i7-a/|3. 

(  =)  SF.r.mn",  Cours  cl'Ali^cbre  supérieure,  t.  II,  p.  HS^  ;  1886. 
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En  appliquant  à  colle  équation  la  substitution  (  "         |; 


:(r!) 


(4)  .    Sk\^iJ=.ri-^U't-^XA:^l -+-... 


OÙ  Sa=(  )•  En  multipliant  les  deux  membres  de 

(3)  par  a*,  on  obtient 

( 5 )     )   a^  R"  =  a^a^o -+-  a^""* ^i  -f-  a^~- x-i-^ .  . . 

En  comparant  (4)  et  (5),  on  trouve 

S;t(Rt)  =  a^R;'  c.  Q.  F.  D. 

3.   Corollaire.   —    En   désignant.!  J  =r  S,  nous 

avons 

s(Ri)=aRi 

S2(R^)  =  a2R^, 

S«-i(r'i'J  =  2«-'R'J; 
d'où  il  suit  que,  si   nous  appliquons  les   divers  degrés 

de  substitution  circulaire  S  =  [  )  à  R",    nous   au- 

rons la  série 

(6)  R^,     aR';,     7^W.'[,      ...,     a"-iR^,      .... 

En  général,  les  divers  degrés  de  substitution  S=  (  | 
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donncnl  à  l\|'  la  série  des  valeurs  suivanles  : 

4.    Thcoiikme  II.  —  Si  nous  appli</uuns  la  sahslitu- 
liun  r  =  (         I  à  R'.',  nous  aurons 


TVR;v=rC, 

oh  i  satisfait  à  la  congruence 

/{iis  i         (mocl  n). 
Démonstration.   —    Eu    appliquant    la    subsliluliun 
T=(         I  à  la  fonction 


nous  aurons 


ê= 


Soit 

Ai  is  I         (mot!  n)  ; 

alors 

2  A" t  ^2,         3  /it  ^  3,         .... 

Par  conséquent, 

(7)  T\R"  j  =  Xq  +  a"-'a:-i  -H  ««-a'^r^-i-  .  .  .  +  a'r^-,. 

Mais,  de  l'équation  (a),  on  déduit 

i 

(8)  R"  =  Xq-+-  a"-'\r.  -h  a«-2/>2_|_.  .  .  _,.  a'>„_i. 

En  comparant  (^)  et  (8),  on  obtient 


TVRï;=  r;'  r.  0.  r.  D. 
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5.  Corollait  e.  —  Soil  p  la  racine  primilivo  du  noiubro 
premier  ii\  alors  p"~'  ^  i  (niod/ï),  tous  les  aulies  d(!grés 
de  p  sont  congrus  avec  les  nombres  2,  3,  4,  .  .  . ,  «  —  i  • 
Posons 

p«-2sa,         p«-3  =  Z>,  ...,         p2=/r         (mod  /i), 

où  rt,  /^,  c,   .  .  .,  /r  sont  les  divers  termes  de  la  suite  2, 

3 ,   .  .  . ,  p  —  I ,   p  4-  I ,  .  .  . ,  /^  —  1 .  Posons   P  =  (   _    )  • 

En  appliquant   successivement   tous  les   degrés   de    P, 
nous  aurons 


t«-^(r:)=r;. 

T'-'IicUrI, 

où  les  indices  a^b^  c^  .  .  .  ^  k  sont  les  résidus  minimum 
de  p^,  p^,  .  .  . ,  p"~-,  suivant  le  module  Ji. 

De   cette  manière,  nous  verrons  que   les    difféients 
degrés  de  substitution  T  donnent  la  série 

t(r«)=rL 


T'-iiull^R^ 
0.   A   l'aide  des   deux    substitutions   S=(  j   et 
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T:=:  (        ),  nous  formerons  la  Table  suivante  : 


',       S.       s^         ...,  s«-i, 

T.  ST,         S2T,  ...,     S"-iT, 

(9)  \  T2,         ST^        S-'T^         ...,     S«-iT2, 


T''-2,     ST"-2     S2T«-2,     ...,     S"-iT«-2. 

La  table  (9)  constitue  un  système  conjugué  (').  Les 
substitutions  de  ce  système,  étant  appliquées  successive- 

ment  à  R",  donnent  à  cette  fondion  les«(/î  —  1)  valeurs 
suivantes  : 


ni 

an!, 

•  •  ) 

c^-K. 

o-^K,    . 

I 
•  >      ) 

(A) 

!    Rp,     aPRp,      a^Ph'r^,      ...,     a"-pRp. 

7.    Théorème  IIL  —  £e.v  substitutions  (jui  n^altèrent 

/^«^  la  fonction  R"  constituent  un  système  conjugué 
dont  l'ordre  est 

IM  =  I ,  a,  3 ,  ...,(«  —  '2  j  ; 

ce  système  se  compose  de  toutes  les  substitutions  (/ui 
n'altèrent  pas  les  deux  racines  :  Xq  et  encore  une  cer- 
taine racine  x^- 

Démonstration.  —  En  appliquant  à  R'/  tous  les  de- 
grés de  substitution  I'  =  (  "  )'  nous  aurons  les  (n  —  i) 
valeurs  dilTérentes  de  cette  fonction  (jui  sont  renfermées 


(')  Sekret,  Cours  d'Algèbre  supérieure,  t.  II,  p.  268-271:   i-'^^iH. 
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dans  la  série 

(lo)         R^  R^,  r;',  ...,  r:_„  .... 

Les  substitutions  i,  T,  T-,  .  .  .,  T""^  n'allèrent  pas 
l'indice  3  =  0.  D'autre  part,  si  à  l'équation 

11  i 

370=  Ri  +  R2M-...+  R„_i 

nous  appliquons  toutes  les  substitutions  possibles  des  ra- 

<'inesX) ,  Xo,  .  •  • ,  x„_i ,  la  racine  Xq  n'est  pas  altérée  par 

cette  opération.  D'où  il  suit  que  toutes  les  substitutions 

1 
de  racines  a:,,  Xo,  ....  x„_<  donnent  à  R"  les  (n  —  i) 

valeurs  différentes.  Le  nombre  des  substitutions  des  ra- 
cines de  Xi,  x-2,  •  •  . ,  x,i_i  est  exprimable  par  le  produit 
iV  =  I,  2,  3,  ... ,  (n  —  i).  Ces  substitutions  forment  un 
système  conjugué  qu'on  peut  former  de  la  manière  sui- 
vante. Du  nombre  général  n  des  racines  de  l'équation 
[)roposée  nous  excluons  Xq,  et  encore  une  racine  à  vo- 
lonté, par  exemple  Xf  ;  de  toutes  les  autres  (ji  —  2)  ra- 
cines, 

(il)  .1:2,      ^3,       ■■•,      Xn-\ 

nous  formons  tous  les  arrangements  possibles  sem- 
blables à  (11).  Le  nombre  de  tels  arrangements  est  égal 

au  produit 

I\]  =  I,  2,  3,  . . . ,  (/i  —  1). 

Aommons  les  substitutions  à  l'aide  desquelles  nous 
recevons  tous  les  M  arrangements  par 

(12)  I,  Ui,  U2,  ...,  Um-1. 

Les  substitutions  (12)  constituent  un  système  con- 
jugué qui  n'altère  pas  les  deux  indices  o  et  i .  Des  deux 
systèmes  conjugués  (i,  T,  T-,  .  .  .,  T"   2^  f^j  (>2),  for- 
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nions  la  Table 

1,  X,  i,  .    .    .  ,  l  , 

Ui,         U,T,         U,T2,  ...,     UiT«-2, 

(i3)        <'  U2,         U,T,         UîT^  ...,     U2T«-2, 


Uj,_,,     Um-iT,     Um-iT2,     ...,     Um_„T«-2. 

Ce  Tableau  renferme  les  («  —  i)  M  substitutions  parmi 
lesquelles  ne  peuvent  être  deux  substitutions  égales,  car 
l'écjualion 

entraîne  l'égalité 

(i4)  T(p-p''=Uâ'Ua% 

ce  qui  ne  peut  être,  parce  que  le  produit  U^'  U»'  trans- 
(brme  au  plus  les  (/^ — 2)  indices,  alors  que  la  substi- 
tution T^P~!^'^  transforme  tous  les  indices,  excepté  les 
zéros.  D'où  il  suit  que  la  Table  (i3)  renferme 

fi,  2,  3,  ...,(«  —  I  )] 

substitutions  diverses  qui  ne  transforment  pas  x^  et 
qui  constituent  un  groupe  dont  l'ordre  est 

N  =  I,  2,  3,  . . .,  («  — j). 

Il  est  facile  de  prouver  que,  dans  chaque  ligne  horizon- 
tale du  Tableau  (i3),  il  y  a  seulement  une  substitution 

t 
qui  n'altère    pas  R".  En  eifet,  admettons  que  dans  la 

ligne 

Ua,     U^T,     UaT2,     .... 

UaT/',     ....     UaT',     ...,     Uj^T"-^ 
il  y  ait  deux  substitutions  U^T^  et  Vr/T^  qui  n'altèrent 
pas  R".  Dans  celte  hypothèse,  la  substitution 


(  475  ) 
n'altère  pas  R^'5  par  conséquent,  le  produit 

i 
n'altère   pas  non  plus  R',',  ce  qui  ne   peut  être.   De   là 

suit  qu'il  existe 

iM  =  I,  2,  3,  . .  . ,  {n  —  2) 

1 
diverses   substitutions  qui  n'altèrent  pas  R','.  Ces  sub- 
stitutions ont  les  formes 

UaTP, 

où. 

alM  — I,         pi/i  — -2, 

et  évidemment  constituent  un  système  conjugué  ('  ). 

D'après  les  théorèmes  bien  connus  de  MIM.  Bertrand 
et  Serret  (^),  nous  connaissons  que,  si  l'oi'dre  de  sys- 
tème conjugué  de  (n  —  i)  lettres  est  égal  au  produit 
1,2,3,  .  .  . ,  (;?.  —  2),  le  système  se  compose  des  substi- 
tutions formées  avec  (n  —  2)  lettres;  d'où  il  suit  que  le 

y 
système    conjugué  qui  n'altère  pas   R^  se   compose  de 

toutes  les  substitutions  qui  n'altèrent  pas  Xo,  et  encore 
l'une  des  lettres  a:, ,  Xo,   ...,  T„_).  c    Q.    F.    n. 

8.  Remarque  nécessaire.  —  Les  théorèmes  de 
MM.  Bertrand  et  Serret  dont  nous  nous  sommes  servis 
admettent  une  exception  quand  n=.'j.  Dans  ce  cas, 
//  —  I  =  6,  et  alors,  outre  le  système  qui  renferme  toutes 
les  substitutions  de  cinq  lettres,  on  peut  encore  former 
un  système  de  même  ordre  qui  contient  les  substitutions 
circulaires  des  ordres  4,  5,  tl.  Il  est  bien  compréhensible 


(')  Sehuet,  Cours  d'Algèbre  supérieure,  t.  II,  p.  386;  iSSR. 
(')  IbicL,  t.  II,  p.  2f)C). 
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(|uc  ce  dt:rnier  groupe  ne  peut  satisfaire  aux  conditions 
du  théorème  III.  En  eifet,  le  groupe  d'ordre  i  20,  cpii  fait 
exception   aux   théorèmes  de   MM.  Bertrand  et  Serret, 
renferme  la  substitution  circulaire 

<I'  =  {Xi,   Xs,   X2,   X:i,   X;,.   X^)       (1). 

En  remarquant  que  3  est  la  racine  primitive  du  nombre 
premier  ^,  posons 

T: 


alors 

9-3  \  /  ■2^2)    ^4)   ^G)    ^1}   ^3)    "^5 


.Z"],    X-2,   Xj,   Xt^,   a7g,  SO^ 

où 

T2=  (a?i,   X.2,  X'^){X3,  Xa,  x-^). 

Il  est  clair  que 

j)ar  conséquent,  le  groupe  qui  renferme  les  substitutions 
circulaires  des  ordres  4i  5,  6  ne  peut  être  identique  au 
groupe  du  même  ordre,   dont   toutes    les   substitutions 

n'altèrent  pas  R". 

9-  Raisonnant  comme  ci-dessus,  nous  verrons  que  le 
groupe  qui  n'altère  pas  y.P^'lik  se  compose  des  M=  i, 
2,  ...,  (n  —  2)  substitutions  qui  ne  transforment  pas  Xp, 
et  encore  une  certaine  racine  Xç. 

10.  Théokème  IV. —  Chaque  fonction  de  la  forme 

a*R"  est.  exprimable  rationnellement  par  deux  racines 
de  V équation  proposée  convenablement  choisie. 

Démonstration.    —     Prenons     l'une    des    fonctions 

(')  Seuret,  Cours  d'Algèbre  supcrieu/e,  t.  II,  p.  -Ui  ;  iSfifi. 
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données   a'^V'R''     Celle    fonelioii   n'est  pas  altérée    par 
toutes  les  substitutions  possibles  des  racines 

a-y,      Xi,       ...,      Xk,       ...,       X/,       ...,      Xn-i, 

excepté  .r^  et  encore  une  certaine  racine  xr-,  par  consé- 

(juent,  y.^PlX'p  est  une  fonction   entière,   rationnelle   et 
symétrique  des  racines  de  l'équation 

{x  ~  Xo)ix  —  Xi).  .  .(x  —■  Xi-i)(x  —  X/,+i  ).  .  . 


(i5) 

(  X  (X  —  Xf-i)  (x  —  X/+i).  .  .(x  —  X,i-i  )  =  o. 

Si 

(i6)  /(^)  =  o 

est  l'équation   proposée,    la  fonction    aP*R''  est  expri- 
mable rationnellement  par  les  coefficients  de  l'équation 


(x  —  X/,){X  —  X/) 


par  conséquent,  elle  s'exprime  rationnellement  par  Xk 

et  Xi.  G.    0-    F.     D. 

11.  Théorème  V.  —  Chaque  racine  de  l'équation 
proposée  s'exprime  rationnellement  par  chacune  des 
fonctions  (A)  [n°  5),  si  les  racines  de  l'équation  binôme 
y." — 1  =  o  sont  rationnellement  connues. 

Démonstration.  —  Nous  avons  reproduit  ici  les  rai- 
sonnements avec  lesquels  Galois  a  démontré  l'un  de 
ses  théorèmes  fondamentaux  (').  JNous  savons  que  le 
groupe  des  substitutions  d'ordre  N  =  i ,  2,   .  .  . ,  (tz  —  i) 

<jui  ne  transforment  pas  .r^  donnent  à  Pi'/  les  (/^ —  i)  va- 


(')  Sehret,  CoM/-.ç  d'Algèbre  supérieure,  i.  II,  p.  38()-3()5;  i86'i 
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leurs 

R,,     H,,     . . . ,     R,i_, . 
Composons  l'équation 


(17)  yc-R"j\x-i\:j..M~K^,i  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  les  fonctions  symétriques  des 
racines  de  l'équation 

par  conséquent,   on  peut   donner  à  l'équation   (17)   la 
i'orme 

L'équation  proposée  y  (a:)  =  o  a  uns  racine  commune 
avec  chacune  des  équations 


FVR';,.r 
(18)  /    f(r^,  .r 


F\R 


Il  est  facile;  de  démontrer  qu'aucune  des  équations  (18) 
n'a  d'autre  racine  commune   avec  Téquation  proposée. 
C'est  pourquoi  nous  disons  que  l'équation 


(iç))  f(r';,,  ^)  =  o 

est  satisfaite  par  la  substitution  Xj  au  lieu  de  .r,  c'est- 
à-dire  que  nous  avons  identiquement 


(20)  F\R';.,  .-ry 
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L'équation 

(-21)  F(^,  :ry)  =  o 

découle  (le  (17)  par  la  substitution  circulaire  (  1; 

par  conséquent  l'équation  (21),  dans  la  forme  étendue, 
est 


Il  est  évident  qu'à  cette  dernière  équation  la  racine 
1 
J^^R^'  ne  satisfait  pas;   par  conséquent,  l'égalité  (20) 

n'est  pas  admissible,  par  conséquent  notre  hypothèse  est 
illusoire. 

D'où  il  suit  que  chaque  équation  (18)  n'a  qu'une 
seule  racine  commune  avec  l'équation  proposée;  par 
conséquent,  le  polynôme  y(x)  a  un  plus  grand  commun 
diviseur  avec  chacun  des  polynômes  (i8),  et  ce  com- 
mun diviseur  est  un  polynôme  du  premier  degré  en  x. 
Nous  chercherons  ce  diviseur  parmi  /'(x)  et  V(^,  x)-^ 
ayant  obtenu  le  reste  du  premier  degré  en  x,  nous  éga- 
lerons ce  reste  à  zéro;  par  cela  même,  x  se  transforme 
en  Xq,  lequel  s'exprime  rationnellement  par  î^;  au  lieu 
de   Si   nous  pouvons  substituer  chacune  des  fonctions 

±1  1 

R",  Rg,  . .  .,  R^i_,-  De  la  môme  manière,  nous  démon- 
trerions que,  en  général,  x/,-  s'exprime  rationnellement 

1  <  i 

par  7/R';,  a^AR'^,  .  .  .,  a"^^R;;_,.  D'où  il  suit  que  cha- 
cune des  racines  s'exprime  rationnellement  par  chacune 
des  fonctions  (A),  n°  5.  c.   q.   f.   d. 

12.  Corollaire.  *—  Il  résulte  des  théorèmes  précé- 
dents que  chacune  des  fonctions 


h:, 
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s'exprime  raLionnellenicnt  l'une  par  l'autre.  Eu  ciret, 

chacune  de  ces  fonctions  s'exprime  ratlonnelletuent  par 

les  racines  Xq,  x^,  .  .  .,  Xu^t  ;  chaque  racine  s'exprime 

rationnellement  par  l'une  quelconque  des  l'onctions  (A), 

i 
n°  5;  par  conséquent,  une  fonction  quelconque  R"  s'ex- 

± 
prime  rationnellement  par  R^',  où  /  et  A  sont  des  entiers 

arbitraires. 

13.  TnÉORiaiE  V[  (Galois).  —  Si  une  équafion  irré- 
ductible de  degré  premier  n  est  résoluble  par  radi- 
caux, les  racines  sont  toutes  exprimables  en  fonction 
rationnelle  de  deux  quelconques  d 'entre  elles. 

Démonstration.  —  Nous  avons  vu  que  chaque  racine 
de  l'équation  proposée  s'exprime  rationncdlement  en 
chacune  des  fonctions  (A),  n°  5^  chacune  de  ces  fonc- 

tions,  par  exemple  R',',  s'exprime  rationnellement  en 
fonction  de  deux  certaines  racines  \  par  conséquent,  nous 
aurons 

R';  =  XF(r/,,  X,). 

En  appliquant  à  cette  équation  toutes  les  substitutions 
de  la  forme  (     "  ),  nous  obtenons,  pour  le  premier 

membre  de  l'équation,  le  Tableau  suivant  : 


Hn 

H", 

n:;, 

R 

1 
aR,, 

1 

-K, 

. . . ,     a  R 

(B)       / 

1   a"-'R",     a«-'Ro,     ^''-iR",      ....     'x'^-^\\"„^^. 
D'autre  part,  toutes  les  valeurs  possibles  d(;  H'  sont  ren- 
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iermées  dans  la  Table 

I   ^'{Xo,  xi),  W(Xo,  T-i),  ....      W{.rç„  x„-i), 

\    W{x,i^l,   Xo),       W(X,i-l,Xi).        ...,       W{Xn_i.  X,i-2)- 

Exprimons  Xy^par  xi  et  jy.  Clierclions  dans  la  Table 
(C)  la  fonction  W(xi^  ^j)'t  celte  fonction  sera  égale  à 
un  des    termes    du    Tableau   (B),  soit 

1 

W(Xi,Xj)  =  7."^?.",,. 

i 
Comme  x/-  s'exprime   rationnellement  par  a"'R''     la 

racine  Xh  s'exprimera  rationnellement  en  ^r(.r,,  Xj)  et, 

par  conséquent,  en  X/,  .ry.  <;.  o.  f.  n. 

14.   Thkor>:me  \U.  —  La  fonction 

e.ç^  La  racine d\ine é filiation  ahélienne  du  degré  {71  —  1), 
dojit  les  coe[Jicients  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
celles  de  la  proposée. 

Déterndnation.  —  Les  quantités  R,,  Ro,  .  .  .,  R«_, 
sont  les  lacines  de  l'équation 

(9,2)  (l  -  Ri)(Ç  -  R2).  •  .(C  -  R«-i)  =  o. 

Démontrons,  en  premier  lieu,  (jue  les  coefficients  de 
cette  équation  sont  rationnellement  connus.  A  cet 
eflel,  formons  toutes  les  substitutions  possibles  de  n  m- 
cines  jTo?  •''^11  •••i  Xn~\'i  ces  substitutions  forment  un 
groupe  de  l'ordre  (i  .2.3.  .  .n).  Chaque  substitution  de 
ce  groupe  est  équivalente  au  produit  de  quelques  trans- 
Ann.  de  Mathémat.,  .3=  série,  t.  VII  (Octobre  1888).  3i 
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[jositions;   mais  la  Iranspositioii    (xi,  Xj)   remplace  la 
suite 

a'-R",     k2/r;',      ...^     a("->"R;;_i 

par  la  suite 

11  -1- 

ay-R",     aVR;',      ...,     a'^-iVR". 

Mais 

\y''Rl)  =R/,. 

Alors  la  transposition  (.r,-,  xj)  remplace  dans  la  série 
R,,Ro,  ...,Krt_,  un  terme  par  l'autre;  par  conséquent, 
la  fonction  symétrique  des  quantités  R,,  Ro,  R3,  .  .  . , 
R^«_i  n'est  altérée  par  aucune  transposition.  D'où  il  suit 
que  chaque  fonction  symétrique  des  R,,  R^,  .  . .,  R«_i 
sera  rnlionnellement  connue;  par  conséquent,  les  coeffi- 
cients de  l'équation  (22)  seront  rationnellement  con- 
nus. 

Démontrons,  en  second  lieu,  que  les  racines  de  l'équa- 
tion (22)  sont  toutes  exprimables  rationnellement  par 
l'une  quelconque  d'entre  elles. 

Nous  avons 

Ri  =  (a:o_(-  a"-i  j^i  +  a"-^'X^_A-.  ..-^-xxa-i  )" . 

Comme  x^,  J"i,  .  . .,  Jr„_i  sont  toutes  exprimables  ra- 
tionnellement dans  l'une  quelconque  des  fonctions 

i         1  i 

R"  Pi"  1^" 

la  fonction  R|  peut  être  exprimée  rationnellement,  par 

i 
exemple  par  R"  ;  par  conséquent,  nous  aurons 


(2$)  Ri-      ^    - 


i(rO 
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où  <I>  et  H  sont  (les  fonctions  entières.  En  faisant  dispa- 
raître le;  clénominateui',  nous  aurons 

12  1  H-  1 

où  rio,  rif,  iL,^  ....  (I u-\  sont  (les  fonctions  rationnelles 
cleR,. 

En  appliquant  à  l'éejuation  ('^4)  tous  les  clegr(is  de  sub- 
stitution S  =  (  |>  nous  aurons  (  tlitîorènie  \), 

1  1  ii-\ 

Ri  =  «0-!- rtj  R'o       -f-     r/9  R!' -f- .  .  .— a„_i  R,     , 

1  1  /i-i 

Ri  =  «0  -^  «1 3:'^  R'o  ^-  «2  ^-^  R'j  -f-  •  .  -  -1-  «rt-1  a"-2  R„"  . 

1  2  /j^ 

R,  =  «0-^  «1  a»  R,  -i-  «oa*  R"  -^-.  .  .-^  a„_ia"-*R,''   , 

R,  =  ao-i- «1  ît '~- R2  H-.  .  .-H  a„_i  a^R^^"    . 

En  ajoutant  ces  égalités,  nous  trouvons 

Ri=  a.„ 

par  conséquent  R,  s'exprime  rationnellement  en  Ro. 
D'où  il  résulte,  comme  l'a  remarqué,  pour  la  première 
fois,  Kronecker  ('),  que  l'équation  (22)  se  rapporte  à 
la  catégorie  des  équations  abclirnnes  (  -). 

lo.  THKOui.ArE  Mil  (Galois).  —  Si  toutes  les  racines 
iV une  êiiuation  iri(kluc!ible  de  (If^gi'é  pieniier  u  sont 
exprimables  ralionnelleinent  en  jonction  de  deux  quel- 
conques d  entre  elles,  l' équation  est  résoluble  par  radi- 
caux. 


(')  Sekuet,  Cours  d'Algèbre  supérieure,  t.  II,  p.  6.54-fJ6'|  :  1886. 
{')  N.-H.  Abel,  Œuvres  complètes,  t.  I,  p.  ''178-507;  1881. 
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Déinonsi ration.  —   Formons  la  Ibnclion 

lli  =x^-^  a"-'.ri  +  a"-2.r2  +  . .  .-h  a.r„_,. 

OÙ  a  est  rime   des    racines    de   l'équation  -^^~  =  "• 

Comme  toutes  les  racines  de  l'équation /(x)  =  o  sont 
exprimables  rationnellement  par  deux  racines  à  volonté, 
ou  peut  écrire 

(26)  ni  =  cp(a:-ov^i), 

où    'i    est   une  fonction  rationnelle. 

Eli  appliquant  à  l'équation  (26)  toutes  les  substitu- 
tions de  la  forme  (  "_  )  (Table IX,  n°  6),  nous  obte- 
nons pour  n,  la  série  de  valeurs 

'   IIi,      alli,        aMIi,         a«-ini. 

(D) 


IIp,      apHp,      a2pllp,       ...,     a"-pnp, 

où  <«,  h,  c,  . . ..;  p  ont  les  valeurs  désignées  dans  le  n°  5. 
A  la  fonction  cp(.ro,  X\)  répond  la  série 


o{X(^,Xa),       V^{X\,Xa+i),       ...,       ç(^„_i,a"„_,  ). 

La  Table  (E)  contient  toutes  les  valeurs  de  la  fonc- 
tion cp -,  j)ar  conséquent,  la  Table  (D)  contient  toutes  les 
valeuj's  de  la  fonction  II|.  INomnions  À  l'une  des  racines 
de  l'équation  )."  '  —  i  :==  o,  sans  en  excepter  l'unité,  et 
formons  la  fonction 
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Il  est  évident  que  ^,  =  <I>(xo,  X)  )  n'est  pas  altérée  par 

la  substitution  S=  (  1;  en  outre  H,    n'est  pas  al- 

térée par  la  substitution   T  =:   l  '      U  ear 


T(n,)  =  ii«,      T(n„)  =  T2(n,)  =  n6,       .,  ; 

par  conséquent, 

Il  est  évident  que  0|  est  une  fonction  symétrique  et  ra- 
tionnelle des  racines  a:„,  jCj,  Xo,  .  • .,  et  par  conséquent 
elle  est  rationnellement  connue.  jNous  aurons,  évidem- 
ment, les  (;?  —  i)  équations 


où  Oo,  0(,  f)o.  ...,  ^i,i--2  sont  des  quantités  rationnellement 
connues.  A  l'aide  de  ces  équations,  FI",  W',  ...,  U"_^ 
s'exprimeront  par  des  fonctions  rationnelles  et  linéaires 

des  "  V^,  \/^j  v/^Jj.  •••,  "  /^«-2;  par  conséquent, 
nous  trouverons  II,,  11^,  ...  par  radicaux;  donc  nous 
trouverons  par  radicaux  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée, c.  Q.  F.  u. 


ERRATA. 


l'agc  438,  ligne  i8,  au  lieu  de  coordonnées,  lisez  ordonnées. 

»  ligne  ly,  au  lieu  de  coordonnées,  la  courbe  X,  lisez  or- 

d<»nnécs,  la  courbe  K. 
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SlIR  LES  StUFACES  DE  RÉVOLUTION'; 

Par  m.  Gemimano  PIRONDINI. 


1.  M.  Aoust,  dans  un  Mémoire  inséré  au.  Journal  de 
Liouv'ille  (1846),  a  trouvé  pour  équation  de  la  ligne  L 
qui  coupe  les  lignes  méridiennes  d'une  surface  de  révo- 
lution sous  l'angle  constant  a 

^  =  tanga.a, 

a- étant  l'arc  de  la  ligne  méridienne  et  ^  l'arc  du  paral- 
lèle qui  passe  par  le  point  considéré  de  la  trajectoiie. 

11  est  cependant  facile  de  montrer  que  la  trajectoire  L, 
par  rapport  au  système  d'axes  curvilignes  considéré, 
n'est  pas  représentée  par  l'équation  linéaire  précédente. 

A  cet  égard,  j'espère  qu'on  m'excusera  de  publier  cette 
Note  pour  rectifier  cette  petite  inexactitude  échappée 
à  M.  Aoust,  dont  j'ai  étudié  avec  intérêt  les  Ouvrages 
remarquables. 

Sur  une  surface  de  révolution  quelconque,  soient  O} 

Fig.  I. 


(//.:,'.   i)  une  ligne  méridienne,  Ox  une  i)aralloK-,  A  cl  B 
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deux  points  consécutifs  de  la  trajectoire  qui  coupe  les 
ligues  méridiennes  sous  l'angle  constant  i. 

Si  l'on  mène  les  parallèles  Ka,  V>b,  on  a  Art,  Oa 
pour  coordonnées  de  A,  et  BZ»,  OZ»  pour  coordonnées 
de  B.  Soit  AM  la  méridienne  qui  passe  par  le  point  A  ; 
si  l'on  fait  ^N  =  «A,  on  a 

ka  =  X,         B6  =  a7-i-  dx, 
dx  =  Bb  —  \a  =  BN  =  B.M  +  MN. 

Si  l'on  désigne  par  R  le  rayon  du  parallèle  et  par  o) 
l'angle  compris  entre  les  plans  des  lignes  méridiennes 
O^,  AM,  on  peut  écrire 

Aa=Rw,         Mb  ={R-hdR)io 

et  conséquemment 

MN  =  Mb  —  \a  =  oidR. 

D'ailleurs 

B.M  =  AM  tangi  =  langidf, 
donc 

dx  =  tang  i  dy  -+-  w  dW. 

L'angle  to  est  défini  par  l'égalité 
ce  qui  donne 


X 


dK 

dx  =  tang  i  dy  -f-  x  -5-  • 
K 

La  trajectoire  L  est  donc  définie  par  l'équation  difïé- 
rentielle  suivante  : 

dx  .  i   dK 

dy  II  dy 
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Pour   inlégrer  celle  équaliou  différentielle  linéaire, 
posons 


) 
alors 


(0  KSv="?(^>^ 


dx  .  ,     , 

cly 


d'où,  en  intégrant, 

(2)  X  —  eJ>(r'f/.r    a  h-  tangi  /  e--'>f>'fO  dy 


a  étant  une  constante  arbitraire. 
Si  Ton  pose 

re-j>tv)rfr  cly  =  ^{y\ 

on  obtient 

et,  à  cause  de  (i), 

i  =b<h'{y).         x=  ;^T^  [«  +  tang?:i(7)]. 

Si  l'on  désigne  par  ^(7  )  le  second  membre  de  la  der- 
nière égalité,  on  a 


x^9^iy),         R  =  AO(r)e^ 


Si  i-l(i,  fil  "Ç)  est  le  système  d'axes  coordonnés,  R  est 
la  cooidonnée  \  de  la  ligne  méridienne  à  l'instant  où 
le  plan  de  cette  ligne  coïncide  avec  le  plan  coordonné 
Tj  =  o  ;  la  coordonnée  j  de  la  trajectoire  est  l'arc  s  de  la 
ligne  méridienne. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Si,  par  rapport  au  système  d'axes  curvilignes  Joriné 
sur  une  surface  de  rés'olulion  par  une  ligne  méridienne 
{axe  des  y)  et  par  un  parallèle  (  axe  des  x  ),  la  Irajec- 
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loLie  (lui   coupe    les    lit^nes   niéricUennes  suus  l'angle 
constant,  i  est  repiésenlèe  par  l' équation 

les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  ligne  mé- 
ridienne sont  données  par  les  équations 

.  r  ds 

—  lanK<   I    ;- 


s  éiajit  l'arc  de  cette  ligne. 
"1.   Soient  réciproquement 

les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  ligne  mé- 
ridienne d'une  surface  de  révolution. 

Dans  ce  cas  R  =  ^(y)  et,  en  appliquant  (i), 

logR  =  y  '^{y)dy  -Iog6  =  log0(j): 
d'où 

par  conséquent, 


f '"'"'"" ''^=  if  ^, 


Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans   l'équation    (2),    on 
obtient 

X  =  0(7)  yab  -h  tang  j-y   ^J  . 

On  a  ainsi  ce  théorème  : 

Sur  la  surface  de  révolution  engendrée  par  la  ligne 
méridienne 

\   =   0(.5  ).  ^  =      Ty/TZl^TT]  ris 
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la  trajecloire  qui  coupe  les  vicridiennes  sous  V angle 
constant   i  est   j'eprésentée   {pci''  rapport  au   système 
d'axes  curvilignes  formé  par  une  ligne  méridienne  et 
par  une  parallèle  de  la  surface^  par  V équation 

(3)  :r^Hy)^k^l^n^if  ^^, 

k  étant  une  constante  arbitraire. 

application.  —  Nous  allons  déterminer  la  surface 
de  révolution  sur  laquelle  une  loxodroniie  est  repré- 
sentée en  coordonnées  x,  y  par  une  équation  linéaire 

X  =  a  y  -\-  h . 

On  doit  avoir,  à  cause  de  (3), 

ay^b  =  i}{y)h-i-iangi  j  q|^J; 

d'où 

.    r    dy          ay  -\-  b 
k  H-  tan<^  i   I    r— : —  =  -7- 

En  diflérentiant  par  rapport  à  7  ,  on  a 

tangi  _  rtO(7)  —  (ay  -h  b)(i'(y) 
"ëôô"  ~  ^HF)  '  ' 

d'où  l'on  déduit 

6(j'  )  _  a  —  tauiii 

Cette  relation,  par  une  intégration  et  par  des  calculs 
très  faciles,  nous  offre 

2l.ingi 

On  a  donc  la  propriété  suivante  : 

La  surface  de  révolution  sur  laquelle  la  loxodroniie 
qui  coupe  les  lignes  méridiennes  sous  l'angle  con- 
stant i  est  leprésentée  en  coordonnées  x,  y  par  l'équa- 
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lion  linéai/e 

X  =  ay  -I-  h 

est   engendrée  par    la    rotation   de   la  courbe   méri- 
dienne 

^  =J  y  1  —  k-^(a  —  vangif-(as  ^  b)        ~  ^* 

autour  de  l'axe  des  "C. 

La  propriété  énoncée  par  M.  Aoust,  relativeinenL  aux 
loxodromies  des  surfaces  de  révolution,  est  donc  vérifiée 
seulement  pour  une  classe  de  loxodromies  (celle  définie 
par  l'angle  /)  de  la  surface  de  révolution  que  nous  ve- 
nons de  déterminer. 

3.  On  peut  énoncer  le  théorèuie  que  nous  venons  de 
démontrer  sous  une  forme  remarquable. 

Si  les  coordonnées  d'un  point  d'une  ligne  plane  quel- 
conque s'expriment  en  fonction  de  l'arc  de  la  manière 
suivante 

î=cp(s).  ^  =    f  y/i  —  o'ids. 

le  ravon  de  courbure  p  de  la  li^ne  est  donné  par  l'écra- 
lité 

I    _ 

?' 


y"2 . 

d'ovi 


On  peut  donc  écrire 


\    '        X[00"^(langt— e'jtan-i| 

'  I  i  'j  , 1 
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pourvu  que  l'ou  remplace  o  par  la  fonction 

1  i\       ^     —  tangi    I 

A0(5)e  J    0(.s). 

Donc  : 

Pour  quane  loxod/oniie  d'une  surface  de  révo- 
lution soit  représentée  par  V équation  x=:^Q(j)'),  il 
faut  et  il  suffit  que  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne 
méridienne  s' exprime  en  fonction  de  l' arc  par  l'éga- 
lité (4),  A'  étant  une  constante  et  i  l'angle  constant 
sous  lequel  la  ligne  coupe  les  méridiennes. 

4.  Sur  une  surface  quelconque  s  on  appelle  loxo- 
dromie  toute  ligne  L  qui  coupe  les  lignes  de  courbure 
d'un  système  sous  un  angle  constant  /.  iSous  nous  pro- 
posons ici  de  déterminer  les  conditions  qui  doivent  être 
remplies  pour  que  l'équation  d'une  loxodromie  d'une 
surface  quelconque  soit  linéaire. 

Soit 

le  carré  de  la  distance  infinitésimale  entre  deux  points 
consécutifs  de  la  surface,  i  l'angle  (constant)  sous  lequel 
L  coupe  les  lignes  coordonnées  v>  =  const.,  a-  l'arc  de  L; 

on  a 

/T}  du  .     .         ,-  di' 

da  «a 

et  l'équatiou  différentielle  de  la  ligne  L  peut  s'écrire 
v/E  tang  i  du  =  \/G  dv. 

Pour  que  cette  équation  donne  lieu  à  une  relation 
linéaire  entre  les  variables  u,  v,  il  faut  et  il  suffit  que 

E 

"  =  const. 
r 
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On  a  donc  ce  llicorèiiio  : 

Pour  qu'une  loxodromie  d'une  surface  quelconque 
soit,  représentée  par  une  équation  linéaire  en  u  et  ^, 
a  et  V  étant  les  paramètres  des  lignes  de  courbure  de  la 
surface,  il  faut  et  il  suffit  que  les  lignes  de  courhure 
forment  un  double  système  de  lignes  isothermes  et  que 
les  paramètres  u  et  u  soient  choisis  de  façon  que  le 

E 
rapport  j,  soit  constant. 

Les  lignes  de  couibure  d'une  surface  de  révolution 
sont  isotliernies  5  on  voit  donc  que  la  loxodromie  d'une 
telle  surface  peut  être  représentée  par  une  équation  li- 
néaire, pourvu  que  l'on  fasse  un  choix  convenable  des 
paramètres  des  lignes  de  courbure. 

Si  l'on  désigne  par  7  l'arc  de  la  ligne  méridienne, 
par  R  le  rayon  des  parallèles  de  la  surface,  par  co  l'angle 
compris  entre  les  plans  déterminés  par  Taxe  et  deux 
points  de  la  ligne  considérée,  on  a 

Si  l'on  pose  -^  =  <^t,  on  pourra  regarder  t  comme  le 

paramètre  des  parallèles  de  la  surface  5  de  cette  relation 
on  déduit 

'=/h^  =/('), 

/^(s-)  étant  une  fonction  convenable  de  7. 
De  là  on  a 

^  =  ?(0 

et  conséquemment  11   peut   être  considéré  comme  une 
fonction  connue  de  /. 
Donc 


(  W\  ) 

et  l'équation  ditlérenliclle  de  la  loxoJromio  devient 

tangt  dt  =  d'M. 
d'où 

langt.^  =  (o  -+-  const. 
Donc  : 

L'iujualion  de  la  loxodromie  d  'une  surface  de  ré- 
volaiion  est  lincaiie  par  rapport  aux  variables  t  et  w 
que  nous  venons  de  définir. 

Lorsque  les  lignes  coordonnées  u  =  const.,  u  =  const. 
ne  sont  pas  les  lignes  de  courbure,  on  a  les  propriétés 
qu'où  vient  de  voir  pour  toute  ligne  L  qui  coupe  les 
lignes  coordonnées  d'un  sj^stème  sous  un  augle  constant. 
Pour  en  donner  une  application,  nous  allons  déter- 
miner les  surfaces  réglées  sur  lesquelles  une  trajectoire 
isogonale  des  génératrices  rectilignes  est  représentée 
par  une  équation  linéaire. 

Soient  L  une  ligne  quelconque  à  double  courbure; 
cosa,  cos[S,  cosy,  cos).,  cosfx,  cosv;  cos/,  cosw,  cos/i 
les  cosinus  directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale 
principale  et  de  la  binormale;  p  le  rayon  de  courbure, 
/•  le  rayon  de  torsion,  {>  l'arc  de  la  ligne.  Si  Ton  mène 
par  les  points  de  L  des  droites  placées  sur  les  plans  nor- 
maux et  inclinées  de  l'angle  B  siu-  les  normales  princi- 
pales, on  a,  pour  les  coordonnées  X,  Y,  Z  d'un  point 
quelconque  de  la  surface  réglée  engendrée, 

X  =  X  -\-  «(cosO  cosX  -+-  sin6  co?^), 
Y  =y  -+-  ii(cosOcos;j.-f-  sinô  cosw), 
Z  =  -ô  H-  «(cos 6  cosv  -{-  sinO  cos^). 

a?,  r,  z  étant  les  coordonnées  du  point  de  L  et  u  les  por- 
tions di;s  génératrices  rectilignes  comptées  à  partir  de  L. 
On  en  déduit  (pourvu  que  Ton  applique  les  formules 


connues  Je  M.  Scrret") 


-^-  =  cosO  copX  -+-  «inO  cosl, 
Ou 


- —  =  I  I co«  fJ     cos  a  -!-  /A  sin  fj  ( cos  A 

Ov    ■«•  \         p  /  \r        dv  I 

l/-        cU'j 


fi/'  ^^'^\  7 

«  COS  U -r-       COS  /. 


'ai-  cmisequeiit, 
^  du    dv 


=2(^r=(-r-)'-w^-|) 


Le  carré  de  la  dislance  ds  entre  deux  points  consécu- 
tils  de  la  surface  a  donc  l'expression  suivante  : 

ds'  =  du-  -H     (  I  —  -  cos  0  I    -T-  ?t-  ( —}      '^^^'~- 

La   condition    que    les  lignes    u=  const.,  i^  =  const. 
soient  isothermes  équivaut  à  l'autre 

G  =  UV, 

U  étant  une  fonction  de  a  et  Y  une  fouc'lion  de  e. 
Or 

2cosO         Tcos^e     /i      dn\n 

G  =  \  —  u h-  U^ H ;- 

et  si  l'on  pose 

2  cosO       ,.  cos'^O        /  r        c/0' 


cos-'u        /  r        (0)  \    _  ,  r 

¥,,¥2  étant  deux   fonctions   de  i',  la  condition  h    rem- 
plir devient 

I  —  u \'i -4-  u-  V2  =  UN  : 
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d'où 

log (  I  —  H  Vi  -h  u^  Va )  =  log U  +  log  V. 

Si  l'on  cîéiîvc  celte  égalité  successivement  par  rap- 
port aux  variables  //,,  r,  ou  a 

u-^ ( y. y;  —  Vi  Vg  ) -^-  ■>■  » V2 — v'i  _ 

Pour  que  cette  égalité  soit  vérifiée  pour  toute  valeur 

de  zt,  il  doit  être 

V,  =0,         V's  =  0, 
c'est-à-dire 


v,=  -"^^^  =-a,       y^=  '^-^  -.  (i  -  f  y  =  ^s 

P  P'  \f'       di^W 

a  et  b  étaut  deux  constantes. 

On  a  donc 

G  =  I  -I-  au  -+-  b^  lû, 

et  conséquemmenl 

ds^'  =  du^ -\-{i-^  aii-h  b-u^)  dv- . 

Cette  forme  de  l'expression  de  ds-  caractérise  des  sur- 
faces de  révolution  ou  bien  des  surfaces  applicables  sur 
celles  de  révolution. 

Donc  : 

Les  surfaces  réglées  sur  lesquelles  les  généi'atrices 
recdlignes  et  les  trajectoires  orthogonales  forment 
deux  sj  sternes  de  lignes  isothermes  sont  caractérisées 
par  la  propriété  d^étre  applicables  sur  des  surfaces  de 
révolution. 

Si  l'on  rappelle  que  les  surfaces  réglées  qu'on  vient 
de  trouver  sont  aussi  applicables  sur  l'Iiélicoïde  gauche 
à  plan  directeur,  on  a  : 

Les  surfaces  réglées  sur  lesquelles  une  trajectoire 
isogonale  des  génératrices  reclilignes  est  représentée 


(    \V>1   ) 
par  une  éijucUion  linéaire,  sont  applicables  sur  l'héli- 
coïde  gauche  à  plan  directeur . 

5.  Si  l'on  a  égard  à  la  ligure  du  n"  1,  on  déduit  du 
triangle  iniinitésimal  A13.M 

^,^AB=AA1_    4L.. 

COS l  COS l 

L'angle  dz  de  contingence  géodésique  d'une  loxo- 
droniie  placée  sur  une  surface  de  révolution  est  donné 
parla  formule  {voir  P.  Seriiet,  Lignes  à  double  cour- 
bure ) 

et  puisfjue 

R  =:  ki)(y)e     ''""V  0(.,), 

-  la    '■   C    ''^' 


d\\        taniji  —  0'(T)    , 

et  enfin 

laiip-t —  6'(  Y  )    , 
'-^=         \iy)  -^'- '"""-• 

Si  donc  ^g  est  le  rayon  de  courl>ure  géodésiqut^  de  la 
loxodroraie,  on  aura 


dt        [langf  —  6'( jK|)|  i^int 
Si  Ton  pose  la  condition 

consl.  =  rt, 

dy  ^-  dy  ; 


il  vient 


a  sint  tangi  —  ^{y} 
Ann.  de  Mathémat.,  3=  série,  l.  VII.  (Noveinlirc  iS88.)      32 
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d'où  par  iulégraLiou 

a  sinflog[asini  tangj  —  Oiy)]  —  a  sintlogi  —y 

et  coiiséquemment 

y_ 

a  siiif  tang«  —  {)(y)  —  be    "*!"'. 

On  en  déduit 

y 
f)(  j' jz=  r/ sin  t  langi — be    «si"'. 

On  a  donc  ce  lliéoièriie  : 

Les  loxodi'omies  dont  le  rayon  de  courbure  géodè- 
sique  est  une  constante  a  sont  placées  sur  une  surface 
de  réi'olution  dont  la  ligne  méridienne  est  représentée 
en  fonction  de  l'aie  s  par  les  équations 

(  — f_ .  \  -  ..-.n,  /  r ^ 

a  siiu  /  .     .  , 

^  =  A-\asinitangj-i-^>e  Je  «^    «s.i>,  tan^w +/„•    «.i,,,^ 

li  et  b  étant  deux  constantes  arbitraires  et  i  l'angle 
sous  lequel  la  loxodroniie  coupe  les  lignes  méridiennes. 

6.  Nous  allons  déterminer  en  coordonnées  r,  j  Té- 
quation  d'une  ligne  géodésique  d'une  surface  de  révolu- 
lion. 

L'équation 

clz  I    dK 

tangi=  -j X  -  -j-i 

dy  R  dy 

que  nous  avons  donnée  au  n°  1  pour  une  loxodroniie 
d'une  surface  de  révolution,  est  aussi  applicable  à  toute 
ligne  placée  sur  une  telle  surface,  pourvu  que  l'on 
regarde  i  comme  une  fonction  de  y .  Cela  posé,  soit  L 
une  ligne  géodésique  d'une   surface   de   révolution;  le 
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théorème  de  Clairault  nous  donne 

R  sint  =  /., 

A"  étant  nue  constante. 

De  cette  égalité  on  déduit 

/- 


v/R2— A-2 


et  eouséqueinnient  l'équation   ditlérentielle  de  la  ligne 
géodésique  peut  s'écriie 


d.r         I    clK 

(5) 


dy        H  dy  ^R2  _  /.2 

La  surface  de  révolution  étant  donnée,  R  est  une 
fonction  connue  àej\  (5)  est  une  équation  dillerentielle 
linéaire,  et  par  le  calcul  habituel  on  trouve 


^v   j  \WK^-k^y 


a  étant  une  constante.  Telle  est  l'équation  d'une  ligne 
géodésique  d'une  surface  de  révolution,  en  coordon- 
nées a:,  y. 

^application.  —  Pour  donner  une  application  de  la 
formule  que  nous  venons  de  trouver,  nous  allons  cher- 
cher les  surfaces  de  révolution  sur  lesquelles  une  ligne 
géodésique  est  représentée,  en  coordonnées  .r,  >',  par 
une  équation  linéaire 

X  =  m  y  -(-  II. 
On  doit  avoir 

R  (  «  —  /i    /   — T— •  \  —  my  -H  «, 

c'est-à-dire 

,     /  '  fly  m  y  -^  n 

«  -+-  /'    /    — •  =  — ^-TT ; 

J    Rv/R^-^^  '^       ' 
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d'où  par  dérivation 

k  _  m  R  — (  my  ■+-  n)  R' 

Rv/R2— /^  ~  R 

Cette  égalité  donne 

I  s/R2—  A-2 


R'; 


my-hn        ^(«î^ri^  — 7^2  — /,) 
d'où 

Si  l'on  pose 

v/K2— A-2  =  R  —  /, 

t  étant  une  nouvelle  variable,  on  a 


/ 


^^^^'^'  dR 


R(m/R2— Â-2— a) 
f   ^(A-2-t-  r^)  {mf^-+-'2./ct  —  m/c^) 


mj   [t 


B^+G  D  E 


dt. 


>L-2  -i-  ^2         f  H-  a        ^  —  p , 
a,   P,  A,  B,  C,  D,  E  étant  données  par  les  égalités 

a  =  —  (i  —  v/iH-  m-),  fj  —  —  (i  +  v/i-t-  "«"0' 


A  =  —  m, 


I  -i-  ni^ 


I  -H  /«2 

•)■  (  /?î  a  —  A) 

(i  + w2)(a  — p) 


•?.(m3  — /:) 
E  —  ' 


(i-f-  m2)(  [i  —  a  ) 
On  a  donc 

my  -^  fi  =  r//-HA-2M-  r2)2(/  +  2)f''(  /  -^  ^if-  r^ 


art-  ta  11  K  ,7 


(   5o'    ) 
d'où,  en  observant  que 

t  =  R  — v/R2  — A2,           i2-|-A-2=  2R(R— /R2— A:2), 
B 

my  +  «  =  «(r  —  v/R2—  â:2)^(2R)2 

B 

X  (R  -/R2-  /.-2)^(r  -/R2-  A-2+  a)'* 

C  /r  —  v''R-— A» 


x(R— v/R2— A-2-I-  p)'^e 


E    —  arclang 


("-=^^). 


Si  l'on  introduit  les  valeurs  de  a,  |il,  A,  B,  G,  D,  E, 
l'égalité  ci-dessus  devient 

my  -^  n  =  h  Ri+"'-  [  R  —  v/R-— A- ]"*  +  '"' 

X  [ (  m  R  -I-  A-  )  (  R  —  v/R2  —  A-2  )—  am A'2]  »  +  "'^ 

im-  /r  — /R3  — /A 

;  arc  langl   !— ; I 

h  étant  une  constante  quelconque. 
On  a  ainsi  ce  théorème  : 

Lorsque  la  ligne  géodésique  d'une  surface  de  révo- 
lution est  représejitée  en  coordonnées  x^j  par  l'équa- 
tion linéaire  x  =  mj-+-  «,  les  coordonnées  Ç,  J^  d'un 
point  quelconque  de  la  ligne  méridienne  s' expriment 
en  fonction  de  l'arc  s  par  les  équations  suivantes 


m 

X  [(  /H ^  -t-  /O  (  ;  —  /r^— aO  -  'i.[mk]ï^^' 


•lin  I  C  — v^E--/.; 

. :  arc  langl    ' 

X  e    >  +  '"■ 


i=J's/i-r- 


cl  s. 


h  étant  une  constante  arbitraire  et  k  la  constante  qui 
caractérise  ta  géodésique  dans  l'équation  do  Clai- 
raull . 


(  5o'>.  ) 
Si  l'on  suppose  m  =  o,  ou  a 

dy 


37  =  /t  =  R  (   rt  H-  /i 


.f.l 


^/R2—  A-2 


De  cette  équation,  par  des  opérations  analogues  aux 
précédentes,  on  déduit 

h —  —  y  =  iJ\i'  —  k-  -!-  k  arc  sin  (  t>  )  • 
/i  -^  \  K  / 

Par  conséquent  : 

Lorsque  la  ligne  géodésiqae  d'une  surface  de  lévo- 
liition  est  représentée  en  coordonnées  x,  y  par  V équa- 
tion X  =  /i,  n  étant  une  constante,  les  coordonnées  ^,  ^ 
d^un  point  quelconque  de  la  ligne  méridienne  s'expri- 
ment en  Jonction  de  V  arc  s  par  les  équations  suii^antes 

h ^  5  =  y/fâZTp  ^  k  arc  sin  (y\,  ^  =   f  \/ i  —  'c!'^  ds, 

h  étant  une  constante  quelconque  et  k  la  constante  qui 
caractérise  la  géodésique  dans  l'équation  de  Clai- 
rault. 


QUESTION  PROPOSÉE. 


1389.  Si/j,  q,s  désignent  respectivement  les  droites  qui  joi- 
gnent les  milieux  des  côtés  opposés  et  des  diagonales  d'un 
quadrilatère,  a  l'angle  de  q  avec  5,  ^  l'angle  de  s  avec  p,  y 
l'angle  de  p  avec  q,  pour  que  le  quadrilatère  soit  inscriptible 
au  cercle,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

sinao:        sin-.>,  p        sinay 

Quelle  est  la  signification  géométrique  de  cette  formule? 

(  l-\    r.VRJOX.  ) 


ooo 


KOTIOXS  SIR  LA  THEOUIE  DE  L'ELASTICITE; 

Par  m.  sarrau, 

Membre    de    rinstitut. 


L'exposé  qui  suit  est  la  reproduction  de  Leçons  pro- 
fessées à  rÉeole  Polytechnique.  La  théorie  de  l'élasticité 
a  été  récemment  introduite  dans  les  programmes  de  cette 
École  et  le  nombre  des  leçons  qui  lui  sont  consacrées 
est  nécessairement  fort  restreint.  On  a  pensé  qu'il  ne  se- 
rait pas  sans  intérêt  pour  l'enseignement  de  publier  un 
résumé  qui,  en  raison  de  sa  brièveté  même,  offre  l'avan- 
tage de  ne  présenter  que  les  parties  strictement  essen- 
tielles d'une  théorie  dont  les  éléments  sont  épars  dans 
un  grand  nombre  de  Traités  et  de  Mémoires  originaux. 

L    —  Théorik  des  tejvsioas  intérieures. 

1 .  Définition.  —  Soil  un  système  de  points  matériels, 
infiniment  rapprochés,  dans  lequel  on  suppose  des  forces 
intérieures.  Imaginons,  dans  ce  système,  un  élément 
plan  dont  Taire  soit  co;  le  plan  P  de  cet  élément,  indé- 
lininient  prolongé,  partage  le  système  en  deux  parties 
A  et  B.  Considérons,  parmi  les  actions  exei-cées  par  A 
sur  15,  celles  dont  la  direction  traverse  co  et  supposons 
que  l'on  opère  leur  réduction  comme  si  B  était  un  solide 
invariable.  On  admet  que  le  système  de  ces  forces  est 
réductible  à  leur  résultante  appliquée  au  centre  de  gra- 
vité INI  de  l'élément  plan  ('  ),  et  cette  résultante  K  est  ce 


(')  i:n  fail,  le  syslème  des  forces  considérées  est  réductible  à  la 
résullanLe  K  appliquée  au  centre  de  gravité  de  l'élément  plan  et  à 
un  couple  dont  l'ordre  infinitésimal  est  supérieur  de  deux  unités  à 
relui  de  la  résultante:  on  ne  licnl  pas  roniplc  de  ce  couple. 


(  ^<'i  ) 

f|ii(;  l'on  appelle   la  tension   clénicnlaire  sur    celle   des 
faces  de  l'élément  plan  qui  est  contiguë  à  A. 

La  résultante  R  est  généralement  oblique  à  l'élément. 
Si  elle  est  normale  à  cet  élément  et  dirigée  veis  A,  elle 
représente  une  traction;  si,  encore  normale  à  cet  élé- 
ment, elle  est  dirigée  vers  15,  elle  représente  une  pression  ; 
si  elle  est  comprise  dans  le  plan  de  l'élénienl,  on  l'ap- 
pelle ttini^eiiticlle. 

12.  l.a  Icusioii  élémentaire,  sur  celle  des  faces  de  l'élé- 
ment qui  est  contiguë  à  B,  s'obtiendrait  de  môme  en 
composant  celles  des  actions  exercées  par  B  sur  A  dont 
la  direction  traverse  w.  En  vertu  du  principe  de  l'action 
et  de  la  réaction,  cette  nouvelle  résultante  est  égale  et 
opposée  à  la  précédente,  de  sorte  que  les  tensions  élé- 
mentaires sur  les  deux  faces  d'un  élément  plan  quel- 
conque sont  égales  et  opjiosées. 

3.  Il  résulte  immédiatement  de  la  définition  pré(;é- 
dente  que,  si  l'on  considère  dans  le  système  un  volume 
V  limité  par  une  surface  quelconque,  le  système  des 
actions  exercées  par  les  points  extérieurs  à  V  sur  les 
points  intérieurs  est  équivalent  au  système  des  tensions 
élémentaires  exercées  sur  les  faces  extérieures  de  tous 
les  éléments  de  la  surface  limite. 

4.  Divisons  la  résultante  R  par  l'aire  oj;  on  admet 
que  le  quotient  tend  vers  une  limite  finie  quand  co  tend 
vers  zéro,  et  cette  limite  E  est  ce  ({ue  l 'on  appelle  la  tension 
par  unité  de  surface,  ou  simplement,  la  tension  au  point 
M  sur  le  plan  P.  En  considérant  oj  comme  infiniment 
petit,  on  peut  poser  R  =  E(o,  de  sorte  que  la  tension 
élémentaire  s'obtient  en  multipliant  la  tension  par  l'aire 
de  l'élément. 

o.   La  tension  E,   sur  des  plans  P  parallèles,    menés 


(  5o5  ) 
par  tous  les  points  d'un  système,  varie  d'un  point  ;i  un 
autre  en  intensité  et  en  direction  ;  de  plus,  en  un  même 
point  M,  elle  varie  avec  l'orientation  du  plan  P;  enfin, 
s'il  y  a  mouvement  intérieur,  pour  un  point  et  ime 
orientation  déterminés,  la  tension  varie  avec  le  temps. 
Si  donc  on  désigne  par 

a:,  j',  z  les  coordonnées  du  point  M  ; 

a,  [3,  Y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  P 

dirigée  vers  la  région  contigué  à  celle  des  faces  de  ce 

plan  à  laquelle  se  rapporte  la  tension  ; 
X,  1 ,  Z  les  composantes  de  la  tension*, 

les  quantités  X,  Y,  Z  sont,  en  général,  des  fonctions  des 
variables  (x,y,  z;  a,  |j,  v-,  t)  qui,  si  elles  étaient  déter- 
minées, feraient  connaître  à  chaque  instant  la  direction 
et  l'intensité  de  la  tension  élémentaire  sur  un  élément 
quelconque. 

Nous  allons  établir  que  la  détermination  de  ces  trois 
fonctions  revient  à  celle  de  six  nouvelles  fonctions  de 
quatre  variables  seulement  (x,  y,  z^  t)  et  que,  de  plus, 
ces  nouvelles  fonctions  sont  liées  entre  elles  par  trois 
équations  aux  dérivées  partielles,  linéaires  du  premier 
ordre. 

Ces  diverses  relations  résultent  de  la  nécessité  qu'une 
portion  quelconque  du  système  soit  en  équilibre  sous 
l'action  des  tensions  élémentaires  exercées  sur  sa  sur- 
face et  des  forces  qui  sollicitent  sa  masse. 

6.  Afin  d'exprimer  les  conditions  de  cet  équilibre, 
nous  considérons  un  piMut  quelconque  M  du  système  et 
un  élément  de  volume  rn  dont  ce  point  fasse  partie.  La 
densité  en  M  étant  o,  nous  désignerons  par  proXo, 
pcrYo,  pcrZo  les  composantes,  suivant  les  axes  coordon- 
nés, de  la  lésultanlc  des    forces    extérieures  qui   solli- 


(  5()6  ) 
citent   la  masse  de  J 'élément  ttj.  Si  le  système  est  en 
mouvement,  les  composantes  Xo,  Yo,  Zq  doivent  com- 
prendre, d'après  le  principe  de  d'Alembert,  les  forces 
d'inertie  dont  les  valeurs  sont,  pour  l'unité  de  masse, 

cl-  X  cl- y  cl-  z 

~  'dF-'  ~  IF-'  ~~dF-' 

Nous  désignerons,  en  outre,  par  les  indices  i,  2,  3 
les  valeurs  que  prennent  les  composantes  X,  Y,  Z  de  la 
tension  lorsque  la  direction  de  la  normale  au  plan  sur 
lequel  elle  s'exerce  se  confond  successivement  avec  les 
directions  positives   des   axes  OX,   OY,  OZ.   Les   neuf 

quantités 

X,,     Y„     Z„ 

Xo,     Y,,     Z,, 

X3,     Y3,     Z3 

sont,  ainsi  que  Xo,  Yo,  Zo  <  t  p,  des  fonctions  de  (|uatre 
variables,  (|ui  sont  le  temps  l  et  les  coordonnées  x,  ^',  z 
du  point  ]M. 


7.   Equilibre    du   parallélèpijyède    élémenlairc.     — 
Cela  posé,  imaginons  que  l'élément  w  soit  un  parallélé- 


Fig.  I. 
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pipède  dont  les  arèles  a,  h^  c  soient  parallèles  aux  axes 
cl  donl  le  [)oinl  iM  soil  le  centre. 


(  ^"-^7  ) 

On  sait  que  les  forces  extérieures  qui  agissent  sur  cet 
élément  satisfont  aux  six  conditions  d'équilibre  d'un  so- 
lide invariable,  suivant  lesquelles  : 

1°  La  somme  des  projections  des  forces  sur  trois  axes 
est  nulle  pour  cliacjue  axe  \ 

2°  La  somme  des  moments  des  fozxes  par  rapport  à 
trois  axes  est  nulle  pour  chaque  axe. 

Le  système  de  ces  forces  est  équivalent  aux  tensions 
élémentaires  agissant  aux  centres  des  six  faces  dont  les 
aires  sont  èc,  crt,  ah,  et  aux  forces  proXo,  p'^Yo,  praZo 
appliquées  au  point  M. 

Evaluons  d'abord  la  somme  des  composantes  de  toutes 
les  forces  suivant  l'axe  des  x\  les  faces  A  et  A'  donnent 
à  cette  somme  les  deux  termes 


(x, 


■2     dx   /  \  '  '        2     d.r 


dont  l'ensemble  se  réduit  à  w— 7-*  • 

dx 

Le  groupe  des  faces  B,  B'  et  celui  des  faces  C,  C  don- 

1         A  •  d^i  dX^  p, 

nent  de  même,  respectivement,   ttj— ry  et  nj  —rr',  enhn, 

les  forces  qui  agissent  sur  la  masse  ajoutent  un  dernier 
terme  pTtjXo.  En  égalant  à  zéro  la  somme  de  ces  forces 
et  en  divisant  parçr,  on  a  la  première  des  équations  sui- 
vantes; les  deux  autres  résultent  d'une  sommation  sem- 
blable des  composantes  parallèles  à  OY,  puis  des  com- 
posantes parallèles  à  OZ  : 

C)  \  ^  +  ^-rr:  -^  ^  +  P^,,  =  o, 


d\, 

dx 

^ 

f/X., 

-+- 

d\-, 
dz 

dY, 
dx 

-H 

d\\ 
dy 

-h 

d\':, 
dz 

f/Z, 
dx 

-H 

c/Zo 
dy 

-h 

d'L, 
dz 

(  5o8  ) 
8.  Ecrivons  mainteiiant  l'équalion  des  inoments  par 
rapport  à  un  axe  parallèle  à  OX  passant  par  le  point  M. 
La  résultante  des  forces  praXo,  p^Yp,  praZo,  étant  appli- 
quée au  point  M,  donne  un  moment  nul.  Les  compo- 
santes des  tensions  élémentaires  rencontrent  l'axe  ou  lui 
sont  parallèles,  à  l'exception  des  deux  composantes,  pa- 
rallèles à  OZ,  appliquées  en  B,  IV  et  des  deux  compo- 

Fig.   2. 


sautes,  parallèles  à  OY,  appliquées  en  C,  C.  Les  deux 
premières  sont  dirigées  en  sens  contraires  et  leurs  valeurs 
ne  diffèrent  de  la  composante  caZo  relative  au  point  M 
(|ue  de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  elles- 
mêmes;  elles  forment  un  couple  dont  le  bras  de  levier 
est  ésral  à  b  et  dont  le  moment  est 

caZ=iX  b  =  abcZ:>  =  -^T^-i- 

De  même,  les  forces  appliquées  en  C,  C  constituent  un 
autre  couple  dont  le  moment  est  —  nrY).  L'équation  des 
moinenis  est,  par  conséquent,  7tt(Zo — Y3)=:o;  d'où 
Z,=  Y,. 

On  a  deux  équations  analogues  en  rapportant  les  mo- 
ments à  des  axes  parallèles  à  OY  et  OZ  passant  par  le 
point  M,  ce  qui  donne  le  système 

{■>.)  Z.=-V,,         X;:=/,.         Y,  =  X,  ; 


z, 

= 

E.r,. 

z. 

= 

Er,= 

Z3 

= 

E-- 

(  5o()  ) 
les  équations  expriment  que,  des  neuf  composantes,  six 
sont  égales  deux  à  deux.  Afin  de  préciser  les  composantes 
égales,  désignons  les  neuf  composantes  par  la  lettre  E 
aliectée  de  deux  des  indices  x^y,  z]  le  premier  indi- 
quant l'axe  perpendiculaire  au  plan  sur  lequel  s'exerce 
la  tension,  le  second  l'axe  parallèle  à  la  composante.  On 
a  ainsi 

i    -'^l  ^^  t^.c,a:>  1  1  ^^=  ^CO' 

et  les  relations  (2)  deviennent 

\A)  t^i',:  =  t^;,.V'  '^z,x^^  i^x^zi  '^.i\y^=  ^y\x- 

Elles  expriment  que,  si  l'on  intervertit  les  deux  indices, 
la  composante  conserve  la  même  valeur. 

9.  Introfhiction  des  N,  T.  — ■  Nous  poserons  désor- 
mais 

E^,.r=N„         Ev,.=  N,,         E;,,  =  X3. 

D'après  cette  notation,  les  ]N  donnent  les  composantes 
normales  de  la  tension  pour  les  ti'ois  plans  perpendicu- 
laires aux  axes  et  les  T  donnent  les  composantes  tangen- 
tielles  qui  sont  égales  deux  à  deux.  Le  système  des  neuf 
composantes  est  alors  représenté  par  le  tableau  suivant 

Ni,  T,3,  T,. 
T3,  N2,  T,. 
T,,     T,,     N3, 

et  les  équations  (1)  peuvent  s'écrire 

[   d^y  ^dT^        djj.  ^  ,  v    _ 
l    dx  dy  dz         ^ 

,  f/Ts        d\,        dTi 

?Zo 


dx 

+ 

d\i 
dy 

-+- 

dT, 
dz 

dT, 

d.r~ 

^- 

dTi 
dv 

-^ 

dz 

(  5io  ) 
10.   Equilibre  du  télraedre  élèmeninire.  —  Suppo- 
sons, en  second  lieu,  que  l'élément  de  volume  ttt,  dont 
le  pofnt  M  fait  partie,  soit  un  tétraèdre  dont  les  arêtes 
AB,  AC,  AD  sont  parallèl(;s  aux  axes.  Désignons  pai"  a, 

Fig.  3. 
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[i,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  extérieure  à  la 
face  BCD,  par  w  l'aire  de  cette  face,  par  coi,  coo,  (Ou  les 
ai  res  des  trois  faces  triangulaires  respectivement  per- 
pendiculaires à  OX,  OY,  OZ. 

D'après  un  théorème  sur  la  projection  des  aires, 
on  a 

Cela  posé,  les  tensions  élémentaires  sur  les  quatre 
faces  du  tétraèdre  et  les  forces  qui  sollicitent  sa  masse 
se  faisant  équilibre,  les  sommes  des  projections  de  ces 
forces  sur  chaque  axe  doivent  être  nulles. 

En  projetant  les  forces  sur  l'axe  des  x,  les  faces  co, 
Wi,  ojo,  (O3  donnent  respectivement  les  termes  wX, 
—  w,  jN  , ,  —  0J0T3,  —  (0.3  To  ;  les  forces  qui  agissent  sur 
la  masse  donnent  le  terme  ornX(,,  to  étant  le  volume  du 
tétraèdre  qui  est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre 
négligeable  par  rapport  aux  autres  qui  sont  du  second. 
En  égalant  à  zéro  la   somme  de   tous  ces   termes  et  en 


ayant  é£;ard  aux  écjualions  (6"),  on  a  la  preiuicte  des 
équations  suivantes 

(7)  I  Y=T3a-N,3  +  T, 

les  deux  autres  équations  résultant  d'une  soininatiou 
semblable  des  composantes  parallèles  à  OY,  puis  paral- 
lèles ta  OZ. 

Les  équations  (7)  montrent  comment  X,  Y,  Z  dépen- 
dent de  a,  Jj,  v;  il  résulte  de  ces  équations  que  la  déter- 
mination de  X,  1,  Z  se  réduit  à  celle  des  six  fonctions 
X,T,  lesquelles  sont  à  quatre  variables  x,  j',  z,  t  et  doi- 
vent vérifier  les  trois  équations  (5),  qui  sont  aux  déri- 
vées partielles  linéaires  du  premier  ordre. 

11.  Composante  de  la  tension  suivant  une  direction 
quelconque.  —  Soit  MX(a,  jj,  y)  la  normale  à  un  plan 
P  passant  par  le  point  M;  projetons  la  tension  corres- 
pondante sur  une  direction  quelconque  MS(a',  j3',  v'). 
Désignons  celte  projection  par  ^i,,si  le  premier  indice  se 
rapportant  à  la  normale  au  plan  et  le  second  à  la  direc- 
tion suivant  laquelle  on  estime  la  tension.  On  a 

E„.,,=  Xa'^YS'^Z-;', 

et,  en  remplaçant  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs  (j),  on 
obtient 

'       \  -^T2(Ya'-+-aY'j+T3(a3'4-pa'). 

Celte  expression  ne  changeant  pas  quand  on  permute 
les  deux  systèmes  de  variables  (a,  |j,y),  (a',  ,3',  v'), 
on  a 


(  5ri  ) 
ce  qui  donioulre  un  théorème  général  dont  la  récipro- 
cité des  composantes   ta^genlielles  (n"  8)   n'est    qu'un 
cas  particulier. 

12,  Surface  directrice.  —  Eu  [)articulier,  la  compo- 
sante de  la  tension,  normale  au  plan  sur  lequel  elle 
s'exerce,  s'obtient  en  confondant  la  direction  MS  avec 
la  direction  MN.  En  désignant  cette  composante  par  ]N, 
la  formule  (8)  donne 

(g)     N  =  N,  a2-4-  N.  p3  +  N3Y2+  aT,  ^7  -F  2T2 7^  -H  -J-Tsap, 

et  cette  composante  sera  une  traction  ou  une  pression 
suivant  que  sa  valeur  sera  positive  ou  négative. 

Supposons  maintenant  qu'à  partir  du  point  M  ou 
porte,  sur  la  normale  au  plan,  une  longueur  MN  dont 

le  carré  représente  la  valeur  absolue  de  —  et,  le  point  IM 

étant  pris  comme  origine,  désignons  par  x.,j,z  les 
coordonnées  du  point  jN  .  On  aura 

j.  ij  j 

en  prenant  le  signe  H-  ou  —  suivant  c|ue  N  est  positif 
ou  négatif.  En  portant  dans  l'équation  (9)  les  valeurs 
a,  |i,  Y  tirées  des  équations  (10),  il  vi(înt 

(II)     Ni 3-2  -}-  N2  j2  -L-  Ns  s2  _|_  .,.  Tij'^  +  -y  T2  -07  +  2  T3 a-K  =  ±  I , 

de  sorte  que  le  lieu  du  pointN  est  une  surface  du  second 
degré  5  celte  surface  est  dite  directrice. 

Lorsque  la  valeur  de  N  conserve  le  même  signe, 
quelle  que  soit  la  direciion  (a,  ,3,  y),  cette  surface  est 
un  ellipsoïde;  mais,  si  cette  valeur  change  de  signe, 
l'ellipsoïde  est  remplacé  par  le  système  de  deux  liyper- 
boloïdes,  dont  l'un  correspond  au  signe  -i-,  l'autre  au 
signe  — .  Ces  deux  hyperboloïdes,  dont  l'un   est   à  une 


(  5'3) 
napjje  et   l'aulre  à  deux  nappes,  sont  conjugués,  c'est- 
à-dire  qu'ils  ont  le  même  centre  avec  les  mêmes  axes  et 
un  même  cône  asymptote. 

La  composante  A  est  nulle  pour  les  plans  qui  sont 
perpendiculaires  aux  génératrices  du  cône  asymptote  et 
l'on  a,  sur  ces  plans,  des  tensions  langentielles. 

13.  Tensions  principales.  —  Si  l'on  prend  pour  axes 
coordonnés  les  axes  principaux  de  la  surface  directrice, 
les  rectangles  disparaissent  de  son  équation,  de  sorte 
que  l'on  doit  avoir  T,  =  o,  To  =  o,  T3  =  o  j  les  compo- 
santes tangentielles  sont  donc  nulles  sur  des  plans 
perpendiculaires  aux  nouveaux  axes,  et  les  tensions  sur 
ces  plans  se  réduisent  à  leurs  composantes  normales. 
Donc,  en  tout  point  du  système,  il  y  a  trois  plans  sur 
lesquels  les  tensions  sont  normales . 

Les  trois  tensions,  normales  aux  plans  sur  lesquels 
elles  s'exercent,  sont  dites  principales . 

l^.  Ellipsoïdes  des  te/isions.  —  Ou  obtient  une 
autre  surface  du  second  degré,  qui  est  toujours  un  ellip- 
soïde, en  portant,  à  partir  du  point  M,  sur  la  direction 
même  de  la  tension,  une  longueur  .ME  égale  à  sa  gran- 
deur. 

En  elfet,  les  coordonnées  du  point  E  sont  alors  les 
composantes  X,  1,  Z  de  la  tension  et  l'on  déduit  des 
relations  (17),  pour  a,  |j,y,  des  valeurs  linéaires  en  X, 
Y,  Z.  Eu  portant  ces  valeurs  dans  l'équation 

a2-^  ^i  -I- Y-  =  i, 

on  a  l'équation  d'un  ellipsoïde. 

Les  directions  des  axes  de  cet  ellipsoïde  se  confondent 
avec  celles  des  tensions  principales;  car,  en  prenant 
celles-ci  pour  axes  coordonnés,  on  a 

Ti  =  o,        T2  =  o,        T3  =  o, 
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cl,  des  équations  [y)  réduites  aux  suivantes 
ou  tire  ré(juation 

qui  est  celle  d'un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes. 

lo.  Formules  de  Irausfonnalion  des  tensions.  — 
Supposons  que  l'on  change  la  direction  des  axes  coor- 
donnés ;  soient 

y  =  ^yx'  -^-'^^y^^z', 

les  formules  de  transformation,  dans  lesquelles  les  lettres 
a,  ^,  r  atfectées  des  indices  i,  2,  3  représentent,  suivant 
la  règle  connue,  les  cosinus  des  angles  que  les  nou- 
veaux axes  font  avec  les  anciens. 

Nous  avons  désigné  par  (N,  T)  les  composantes  d(;s 
tensions  exercées,  au  point  M,  sur  des  plans  perpendi- 
culaires aux  anciens  axes  \  appelons  de  môme 

N',,  t;,  t;. 
T,,  n;,  t;, 
T',,   t;<s   n; 

les  composantes,  suivant  les  nouveaux  axes,  des  t(;nsions 
exercées,  au  même  point  M,  sur  des  plans  perpendicu- 
laires aux  x',  j/,  z' . 

Les  (jN',  T')  sont  les  coefficients  de  l'équation  de  la 
surface  directrice  rapportée  à  des  parallèles  aux  nou- 
veaux axes,  menées  par  le  point  M,  et  il  suffit  de  porter 
les  valeurs  précédentes  de  x,  j  ,  z  dans  l'équation  (11), 
pour  obtenir  les  expressions  suivantes  <|ui   donnent  les 


(-V, 


(12) 


(     -^'5     ) 

T')  en  fonction  des  (3^,  T), 
-1-  2T2  Yi  ^1  +  iT^ai  3i, 

N^  =  Njal-f-N2;B|--N3Y5  +  ^T,:33Y3 
-f- 2  T,  Y3  «3 -+-  '^-TsajSs; 

W;  =  N,  a,  a.3  +  N,  3,  83  -^  N3  Y2  Ys  +  T,  (  ?,  Y3  - 

-^  T.  (  Y2  ^3  H-  3=2  Y3  )  -i-  T3  (  «2  p3  H-  j32  «3  ), 

T'  =  Xi «3 «1  +  N, ;33 3i  -4-  N3 Y3 Yi -^  Ti ([33 yi  - 
-h  T. (  Y3  y-i  -+-  'J-i  Yi  ) -^  T3  (  «3  [3,  -h  ?3  «1  ), 

T'3  =  N,  a,  aj  -f-  No  p.,  S^  +  N3  yi  Y2  --  T,  (  jB,  Y2  - 
-4-T,(Y,'/2-aiY2)+T3(a,.32-pia,). 


Y2?3) 

Y3?i) 

Yl?2) 


II.  —  Déplacement  oéjnéual  d'un  système  de  points. 


16.  Formules  fondamentales.  —  Considérons  un 
système  de  points  infiniment  rapprocliës  rapporte  à  trois 
axes  rectangulaires.  Concevons  ce  système  déplacé  de 
telle  manière  que  les  projections  zt,  t',  w  du  déplacement 
d'un  point  quelconque  M  soient  des  fonctions  continues 
des  coordonnées  primitives  x,  j',  z  de  ce  point. 

Pour  un  point  l!s{x -\-h,  y -\- k,  z -\- l),  infiniment 
voisin  de  M,  les  projections  du  déplacement  sont 


(i3) 


Imaginons,  ])ar  le  point  AI,  des  axes  parallèles  à  OX, 
OY,  OZ5  par  rapport  à  ces  axes,  les  coordonnées  de  N 
sont  //,  A,  /  avant  le  déplacement  5  après  le  déplacement, 


II' 

= 

II 

-+- 

dii 
~dr 

h 

- 

dii. 
dj- 

k 
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?.' 

v' 

= 

V 

+ 

dv 
d.r 
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-+- 

dv 

dy 
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S' 

v' 

= 

«r 

-4- 

div 
d.r 

h 

-4- 

d\v 
~dy 

k 

-f- 

dw 

7R 

[  '''' 

(         du  \  ,        du  ,        du  , 

=  V^d:p)^'-^-crr^'^dz^^ 

'  k' 

dv            /         dv  \            dv 
=  dx^'-^V^dJ')^"^d-z^^ 

\    ^' 

div        ^    dw            1         dw\ 
dx      ~^  dy      ~^  \          dz  j 

(  ^'(^  ) 

ces  coordonnées  deviennent 

I    /i'=  h  +  u' — ■  u, 
(i4)  A'=A+  (/-P, 

[       l  =^   l  -A-  w'  —  W, 

c'est-à-dire,  d'après  les  formules  (i3), 


(i5) 


Ces  expressions  sont  linéaires  en  /z,  /,  /;  par  suite, 
les  points  ^  situés,  dans  le  voisinage  de  M,  sur  une 
surface  F(/?,  /',  /)  =  o,  seront  après  le  déplacement  sur 
une  surface  du  mêtne  degré.  Ainsi,  les  points  d'une 
splière  viendront  sur  un  ellipsoïde;  les  points  d'un  plan 
sur  un  plan  5  de  même,  les  points  qui  étaient  sur  une 
droite  restent  sur  une  droite. 

17.  Dans  ce  qui  suit,  nous  considérerons  exclusive- 
ment des  déplacements  tels  que  les  difierences  1i — A, 
A'  —  h,  l' — /  soient  très  petites  par  rapport  à  //,  /r,  /. 
Dans  cette  hypothèse,  les  neuf  dérivées  partielles  qui 
entrent  dans  les  formules  (i3)  et  (lo)  ont  des  valeurs 
très  petites  que  nous  traiterojis  comme  des  infiniment 
petits.  Nous  désignerons  par  o  la  variation  très  petite 
qu'éprouve  une  quantité  quelconcjue  par  suite  du  dé- 
placement et  nous  traiterons  les  o  commodes  difléren- 
tielles; 

18.  Dcconiposilion  du  dcpldcemenl. — Les  fornudes 
(i3)  montrent  que  le  déplacement  d'un  élénent  enlou- 


(i6) 
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rant  le  point  M  est  déterminé  par  les  valeurs  que  pré- 
sentent en   ce  point  les  neuf  dérivées  partielles  de  u, 
V,  w  par  rapport  à  x,y^  z. 

On  peut  substituer  à  ces  dérivées  neuf  nouveaux  coef- 
ficients dont  l'interprétation  géométrique  est  plus  com- 
mode \  en  posant 


du 

dv 

dy 

dw 

dw 
dy 

dv 
^dl' 

du        dw 
dz         dx 

dv        du 
'       dx       dy 

dw 

dv 
--dz' 

du        dw 

'P'=Tz-d^' 

dv        du 
''P'=dJ^-Ty 

les  expressions  (i3)  peuvent  s'écrire 

/    u'  —  u  -^  pil  — p^h-i-  ai  h  -7-  b^k  -^  b^l, 

(17)  /    v'=v-^pzh — Pli  -h  bsh -h  aok-i- bil, 
(  11^'=  w  -+-/>! A"  — /«o/i  -i-  boh-r-  bik  -r-  a^l. 

On  en  conclut   que   le   déplacement  (;/,  v\  w)   du 
point  N  s'obtient  en  composant  : 
i"  Le  déplacement  (it,  v^  -iv)^ 
1°   Le  déplaceiaent  dont  les  composantes  sont 

/'  1(1=  p.,  l  —p^k, 

(18)  /    vi=  p-^h—pil, 
(  wi  =  pik  —  pïh\ 

3°  Le  déplacement  dont  les  composantes  sont 
(19) 


U2 

= 

«1 

h-f 

63 

k 

-f- 

bil. 

V2 

= 

b, 

h  + 

rtj 

k 

-+- 

bil, 

Wi 

= 

b, 

h-r- 

6. 

k 

-f- 

azl. 

Le  premier  de  ces  déplacements  composants  est  iden- 
tique au  déplacement  du  point  M. 

Le  deuxième  est  une  rotation,  aux  composantes  an- 
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gulaires    (/^j,/?,,  p-i)   autour  d'un    axe  passant   par    le 
poiut  M. 

Le  tJ'oisiètne  peut  se  représenter  comme  il  suit. 

19.  Soit  la  série  des  surlaces  liomothétiques  ayant 
pour  équation 

( 20 )     aix^  +  cuy^-^  a^z'^-^-  ibiyz  -^  ■>. b^ zx  -v-  '2 h^ cry  =  X . 

Supposons  le  centre  au  point  M  et  considérons  celle 
de  ces  surfaces  qui  passe  par  le  point  N,  ce  c|ui  déter- 
mine T^par  la  condition 

D'après  les  valeurs  (ip),  le  plan  tangent  à  cette  sur- 
face au  point  N  a  pour  équation 

(22)  «2^  +  <'2j  -H   (l'2^  =  X. 

Par  suite,  le  déplacement  (i/o,  v'o,  vvo)  du  point  N  est 
normal  à  la  suriace  qui  passe  par  ce  point.  De  plus,  si 
l'on  désigne  par  0  la  grandeur  de  ce  déplacement  et 
par  m  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  le 
plan  tangent,  on  a 

X  X 


s/u'l 


Vô 


0 


d'où   il  résulte  C[ue  la    grandeur    du    déplacement    est 
donnée  par  la  formule  0  =  -  • 

f-  TU 

20.  En  résumé,  on  peut  dire  que  le  déplacement  d'un 
élément  environnant  le  point  ]M  se  compose  d'une  trans- 
lation, d'une  rotation  autour  d'un  axe  et  d'une  déforma- 
tion. 

La  translation  est  déterminée  par  les  composantes  //, 
ç»,  IV  du  déplacement  du  point  M. 
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La  rolalion  est  déterminée  par  les  quantité?  /^i,  Pi^p-i-, 
que  nous  appellerons  rotations  élémentaires . 

La  déformation  est  déterminée  par  les  six  quantités 
rt,,  «2»  ^3)  ^i5  ^^2t  ^3>  f]ue  nous  appellerons  déforma- 
tions élémentaires . 

Les  rotations  et  déformations  élémentaires  sont  défi- 
nies par  les  relations  (i6). 

11  est  à  remarquer  que,  d'après  ces  relations,  les  rota- 
tions disparaissent  lorsque  a,  v,  w  sont  les  dérivées  par- 
tielles d'une  fonction  o(x,j^,  z)des  coordonnées. 

21.  Dilatation  linéaire.  —  On  appelle  dilatation 
linéaire  le  rapport  de  l'accroissement  d'une  longueur  à 
sa  valeur  primitive. 

Cherchons  la  variation  très  petite  de  la  distance  ;•  du 
point  M  au  point  N  dont  les  coordonnées  relatives  sont 
A,  Â%  /.  De  la  relation  /•-  =  h-  -+-  h-  -\-  /-,  on  tire 

/•  or  ^  h  oA  -i-  A  o/î  -^  IZI. 
Les  relations  (i4)  ^^  (^j)  donnent 


o/i  =/j2 1  — /?3  A-  -1-  «1  h  -+-  bi  k  -r-  b-,  l, 
(  23  )  (  ok  =  p-i  h  —  Pli  -]-  bs  h  -h  aok  -T-  biL 


l  oh  =pil  —pz 
{  ok  =^  p^h  — pi 
\  ol  =  />!  k  — p^h-h-  b-, h  -+-  bi  k  -+-  a^ l, 


et  1  on  a,  par  suite, 

(  24  )     /■  0/-  =  «1  h-  -+-  «2  f^-  -T-  a^  l' -h  1  b i  kl  -+-  -1  b-2  Ih  -+-  ■>  b^  hk. 

Désignons  par  a  la  dilatation  linéaire  et  par  a,  [ii,  v 
les  cosinus  directeurs  de  MIV  ;  on  a 

_or  _h  k  _  t 

r  '  /•  '  /•  '         /■ 

et  la  formule  (^-4)  devient 

(ï5  )       a  —  ai'x--T-  a-i  ^-  -\-  a^  y-  -v-  1  b^  jBy  -4-  2  bi  '{ol  -t-  2  63  a^. 
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Celle  formule  donne  la  dilalalion  linéaire  dans  la  direc- 
tion (a,  [i,  y).  La  dilalalion  se  réduit  aux  valeurs  «j, 
«25  <^i-z  lorsque  la  direction  (a,  [3,  y)  devient  successive- 
ment parallèle  aux  axes  OX,  OY,  OZ. 

22.  Dilatation  angulaire.  —  Soient  Ni,  No  deux 
points  infiniment  voisins  de  M;  désignons  parles  lettres 
/•,  A,  A\  /,  affectées  des  indices  i  et  2,  les  distances  de 
ces  points  au  point  M  et  leurs  coordonnées  relatives.  En 
appelant  V  l'angle  NiMNo,  on  a 

T'y  r-i  cos  V  =  hihi->r  ki k^  -\-  lih; 

d'où,  par  différentiation, 

cosVo(ri/-2)  —  /'i/'s  sinV.oV 

Cette  formule  se  simplifie  lorsque  l'angle  V  est  droit  et, 
en  ayant  égard  aux  formules  (17),  il  vient  alors 

—  2^1  ''2 .  oV  =  <7i  Al  h.2  -\-  a^ki  k-i  -+-  a^lil^  -i-  bi{ki  l^-i-  li  k^  ) 
■+-  b^ih  hi  +  /«i  ^2 )  -4-  ^3 ( hi  /l2  -1-  Ai  h.2  ) 

OU,  en  posant  —  ^oV  =  b  el  en  introduisant  les  cosinus 
directeurs  de  MN,,  MNo, 


6  =  «1  «1  «2  -t-  «2  Pi  p2  +  «3  Yl  Y2  +  ^1  (  Pl  T2  +  Yl  h  ) 

-+-62(Yi«2-}-aiY2)-<-^3(aiP2-l-  Piaa)- 


(26) 

Cette  formule  donne  la  moitié  de  la  diminution 
qu'éprouve,  par  la  déformation,  l'angle  primitivement 
droit  des  deux  directions  (a,,  [3,,y<),  (a^,  [^oj  ya)- 

Cette  quantité  se  réduit  à  Z>,,  62,  ^3  lorsque  les  deux 
directions  dont  il  s'agit  sont  successivement  parallèles  à 
(OY,  OZ),  (OZ,  OX),  (OX,  OY). 

23.  Dilatations  et  glissements.  —  Ces  propositions 
définissent  la  signilicalion  géométrique  des  six  défor- 
mations élémentaires. 


(  ^^-'  ) 

Imaginons  un  parallélépipède  élémentaire  dont  les 
arêtes  soient  parallèles  aux  axes  coordonnés;  le  dépla- 
cement général  du  système  transporte  ce  parallélépipède 
en  le  déformant.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les 
quantités  a,,  «o,  «3  représentent  les  dilatations  des  arê- 
tes et  que  les  quantités  2^»,,  2^2)  2^3  représentent  les 
diminutions  des  angles,  primitivement  droits,  compris 
entre  les  arêtes  prises  deux  à  deux. 

On  appelle  fréquemment  dilatations  les  quantités  a,, 
rtoî  o,^  et  glissements,  ou  distorsions,  les  quantités  2&,, 

2^2?    2Z>3. 

2i.  Surface  des  dilatations.  —  Reprenons  la  formule 
(sS)  qui  donne  la  dilatation  linéaire  dans  une  direction 
quelconque.  Si  l'on  porte,  à  partir  du  point  M,  dans  la 
direction  (a,  [3,  y),  une  longueur  MA.  égale  à  la  valeur 
absolue  de  la  dilatation  a  ci  si,  le  point  M  étant  pris 
comme  origine,  on  appelle  x,j,  z  les  coordonnées  du 

point  A,  on  a 

f  ^  y  ^  f  ^ |_  ^ 

a         P         T        y/zhâ' 

le  signe  étant  +  ou  — ,  suivant  que  a  est  positif  ou  né- 
gatif. En  éliminant  a,  |3,  y  entre  ces  équations  et  l'équa- 
tion (2.5),  il  vient 

(■i^)     ciiX'  -+-  a^y-  -f-  a^z-  -l-  ib^yz  -+-  ib^zx  -+-  ib^xy  =  ±:  1, 

de  sorte  que  le  lieu  du  point  A  est  une  surface  du  second 
degré.  Cette  surface  est  un  ellipsoïde  s'il  y  a,  en  tous 
sens,  ou  dilatation  ou  condensation  autour  du  point  M. 
S'il  y  a  dilatation  dans  certaines  directions  et  condensa- 
tion dans  d'autres,  l'ellipsoïde  est  remplacé  par  deux 
liyperboloïdes  conjugués. 

25.  Dilata/ions  principales.  —   Si  l'on  prend  pour 
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axes  coordonnés  les  axos  principaux  de  la  surface  des  di- 
latations, les  rectangles  disparaissent  de  son  équation, 
de  sorte  que  l'on  a  Z»,  =  o,  Z>2  =  f>,  bz=^o.  Donc,  en 
fout  point  d'un  sjstème  qui  subit  une  déformation,  il 
existe  trois  directions  rectangulaires  telles  que  les  an- 
gles de  ces  directions,  prises  deux  à  deux,  restent  droits 
après  la  déformation. 

Les  dilatations,  dans  ces  directions,  sont  dites  princi- 
pales. 

26.  Formules  de  transformation  des  déformations 
élémeîitaires .  —  Quand  on  change  la  direction  des  axes 
coordonnés,  les  déformations  élémentaires  «,,  «05  ^^s» 
^,,  Z'o,  ^3  deviennent  rt, ,  «.,,  «'.,,  Z>', ,  b'.,,  b'.^.  Pour  avoir 
les  nouvelles  valeurs  en  fonction  des  anciennes,  il  suflit 
de  transformer  l'équation  (217)  de  la  surface  des  dilata- 
tions par  la  substitution 

X  =  ai.r'-i-  x-^y  -4-  23^', 

Les  coefficients  de  l'équation  transformée  donnent, 
pour  les  nouvelles  déformations  élémentaires,  des  ex- 
pressions qui  ne  dillèrent  de  celles  que  l'on  a  obtenues, 
au  n"  lo,  pour  les  (N',  T'),  que  par  la  substitution  de 
(«,  ^)à(N,  T). 

Il  est  à  remarquer  que  les  formules  que  l'on  obtient 
ainsi  donnent  la  relation 

(  28)  a\  -r-  a'.,  -T-  a',  =  cci  -+-  «2  -+-  '^3^ 

de  sorte  que  la  somme  des  dilatations  suivant  les  axes 
est  un  invariant. 

27.  Ddalation  cubique.  —  La  déformation  change  le 
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volume  d'un  élément  environnant  le  point  M.  Le  rap- 
port de  l'accroissement  de  ce  volume  à  sa  valeur  pîmitive 
est  la  dilalation  cubique  au  point  iM.  Tout  volume  étant 
découiposable  en  tétraèdres,  il  suffit  d'évaluer  la  dilatation 
d'uu  tétraèdre. 

Considérons  avec  le  point  M  trois  points  infiniment 
voisins  N(,  No,  N3.  Désignons  leurs  coordonnées  rela- 
tives par  les  lettres  /?,  h,  l  ailéctées  des  indices  i,  2,  3. 
Le  voluuie  du  tétraèdre  dont  ces  quatre  points   sont  les 

sommets  est 

h,     /m     /, 

V  =  \     h.     k,     l. 

En  désignant  par  (/?',  //,  /')  les  valeurs  de  (A,  k,  l)  après 
la  déformation,  ce  volume  devient 


V  -  l 


h\     k\      l\ 


Eu  ayant  égard  aux  formules  (i5)  qui  expriment 
(h',  k',  l')  en  fonction  de  (A,  k^  l),  on  voit  immédiate- 
ment, par  la  règle  de  la  multiplication  des  déterminants, 
que  V  est  le  produit  de  Y  par  le  déterminant 


A  = 


du 

du 

du 

-^d-x 

d]r 

Tz 

dv 
dr 

dv 

dv 
dz 

dn- 
dJ- 

diV 

'dv 

div 

On  a  donc  V'=:  VA,  et  la  dilatation  cubique  0,  égale  à 
— TT — ■>  est  donnée  par  la  lormule 


(29) 


0  =  A  —  1 . 
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Cette  expression,  no  dépendant  pas  de  l'orientation  du 
tétraèdre,  s'étend  à  un  volume  quelconque;  elle  s'ap- 
plique à  des  déplacements  quelconques  ?/,  ç,  tv,  sans  res- 
triction relative  à  l'ordre  de  grandeur  des  neuf  dérivées 
partielles. 

Quand  ces  dérivées  sont  très  petites,  l'expression 
trouvée  se  réduit  à  la  suivante  : 

,  „   ,  „        du        dv         div 

dx       dy        dz 

28.  Cette  dernière  formule  peut  s'établir  comme  il 
suit  :  soit  un  élément  parallélépipédic[ue,  ayant  un 
sommet  au  point  M,  dont  les  arêtes  soient  dans  les  direc- 
tions des  dilatations  principales.  Désignons  par  a',,  a'.,, 
rt'j  ces  dilatations  principales. 

Par  la  déformation,  les  arêtes  sont  respectivement 
multipliées  par  i  -4-  a, ,  i  -f-  «!,,  i  H-  a.^  *,  de  plus  les  angles 
restent  droits.  Donc  le  volume  de  l'élément  est  multiplié 
par  (  I  -t-  «',  )  (  I  -}-  «2  )  (  I  H-  «3  ),  ou  par  i  +  a^  -j-  a.^  -f-  a.^ , 
en  négligeant  les  quantités  très  petites  d'un  ordre  supé- 
rieur au  premier.  Il  en  résulte  que  la  dilatation  cubique 

est 

6  =  a'j  -f-  «2  4-  a'j . 

On  a  donc,  pour  un  système  d'axes  quelconques, 
d'après  la  relation  (28), 

0  =  «1-4-  «2+  «3) 

ce  qui  donne  la  formule  (3o). 
III.  —  Expressions  des  tensions  dans  un  systî^me 

ÉLASTIQUE    DÉFORMÉ. 

29.  Expressions  des  (N,  T)  en  fonction  des  (a,  h). 
—  Nous  appellerons  élal  nalarel  d'un  système  matériel 
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celui  où  il  n'existe  aucune  tension.  Si,  à  partir  de  cet 
état,  on  déforme  le  système  par  l'application  des  forces 
extérieures,  les  tensions  cessent  d'être  nulles  par  suite 
de  la  variation  des  forces  intérieures. 

L'hypothèse  fondamentale  de  la  théorie  de  l'élasticité 
consiste  à  admettre  que  Vaction  imUuelle  de  deux 
points  matériels  devient  insensible  dès  que  la  distance 
de  ces  points  dépasse  une  limite  très  petite. 

Par  suite  de  cette  hypothèse.,  la  valeur  que  la  tension, 
sur  un  plan  quelconque,  en  un  point  quelconque  M, 
acquiert  après  le  déplacement  de  ce  point,  dépend  uni- 
cjucment  de  la  déformation  subie  par  la  portion  du  sys- 
tème comprise  dans  un  volume  très  petit  autour  du  point 
que  l'on  considère.  Or  nous  avons  vu  que  la  déformation 
de  cet  élément  est  complètement  déterminée  par  les  va- 
leurs que  présentent  au  point  M,  par  suite  de  son  dé- 
placement, les  six  déformations  élémentaires  (rt,  b)\  donc 
les  (N,  T)  sont  des  fonctions  des  («,  b). 

Supposons  que  ces  fonctions  puissent  être  représentées 
par  la  série  de  Maclaurin  et  ne  conservons,  à  cause  de 
la  petitesse  des  variables,  que  les  termes  du  premier 
ordre.  En  remarquant  en  outre  que,  dans  l'état  naturel, 
les  tensions  sont  nulles  avec  les  déformations,  on  est 
conduit  à  ce  l'ésultal  :  lo/sr/u'un  système  élastique 
subit  une  petite  déformation  à  partir  de  son  état  na- 
turel^ les  six  composantes  (j\,  T)  sont  des  fonctions 
linéaires  et  homogènes  des  six  déformations  élémen- 
taires (a^  b). 

30.  Les  coefficients  de  ces  fonctions,  au  nombre  total 
de  36,  dépendent  de  la  constitution  du  système,  autour 
du  point  M,  avant  la  déformation.  Ils  j)<;uvent  être,  si 
celte  constitution  est  variable  d'un  point  à  un  autre,  des 
fonctions  des  coordonnées  x,  j)',  :;  de  ce  point    ils  se  lé- 
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duisent  à  des  constantes  si,  comme  nous  le  supposerons 
dans  ce  qui  suit,  le  système  est  homogène. 

INous  écrirons  comme  il  suit  les  valeurs  des  (N,  T)  : 


(3i) 


N  =  cp(ai,  «,,  «3,  bi,  b.2,  ùi), 
T  =  4/(ai,  «2,  as,  bi,  b.,  63), 


en  nous  rappelant  que  les  caractéristiques  cp  et  -i^,  que 
nous  affecterons  successivement  des  indices  i,  2,  3,  re- 
présentent des  fonctions  linéaires  et  homogènes. 

Le  nombre  des  coeflicients  se  réduit  beaucoup,  lorsque 
le  système  possède,  dans  son  état  naturel,  certains  élé- 
ments de  symétrie. 

31.  Principe  de  la  réduction.  —  Supposons  (jue  le 
système  présente,  dans  son  état  naturel,  la  même  dispo- 
sition par  rapport  à  deux  systèmes  distincts  d'axes  coor- 
donnés (S)  et  (S').  Il  est  évident  que,  relativement  à 
(S'),  les  expressions  des  (N',  T')  en  («',  b')  doivent  être 
les  mômes  que  celles  des  (N,  T)  en  (<7,  /^),  relativement 

à  (S). 

Pour  exprimer  les  conditions  que  cette  identité  de 
forme  des  fonctions  imj)ose  aux  vai-iables  dont  elles  dé- 
pendent, on  opère  comme  il  suit  : 

1"  On  exprime  les  (jN',  T')  en  fonction  des  (jN',  T)  par 
les  formules  de  transformation  du  n"  io. 

9°  Dans  les  expressions  ainsi  obtenues,  on  substitue 
aux  (N,  T)  leurs  valeurs  (3i); 

3"  On  remplace  enlin  les  (a,  b)  par  leurs  valeurs  en 
fonction  des  («/,  b')  en  se  servant  des  formules  de  trans- 
formation du  n"  26. 

Les  expressions  fournies  par  ces  trois  opérations  doi- 
vent se  confondre,  quand  ou  supprime  les  accents,  avec 
les  foi'mules  (3i)  qui  donnent  les  (N,  T)  en  fonction 
des  (rt,  />). 
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Nous  allons  appliquer  cette  métliode  à  quelques  cas 
particuliers. 

31 .  Plan  de  symétrie.  —  Supposons  d'abord  que, 
dans  l'étal  naturel,  le  système  soit  distribué syniëtrique- 
nient,  autour  d'un  point  quelconque  M,  par  rapport  à 
un  plan  mené  par  ce  point  dans  une  orientation  déter- 
minée. Prenons  l'axe  des  x  perpendiculaire  à  ce  plan; 
puis,  conservant  les  axes  OY,  OZ,  remplaçons  l'axe  OX 
par  son  prolongement.  Les  lelations  qui  lient  les  (iN',  T') 
aux  (N,  T)  deviennent 

On  a  de  même,  entre  les  (a,  h)  et  les  («',  b'),  les  re- 
lations 

bi=-  b\^         ^2  =  —  b'.2,         ^3  =  —  b'z- 

Donc  les  relations  (3i)  doivent  rester  les  mêmes 
quand  on  y  change  à  la  fois  les  signes  de  To,  T3  ;  ^o,  b^. 
11  faut,  en  conséquence,  que  les  coeilicients  de  bo-,  b^ 
soient  nuls  dans  2s  1 ,  jNo,  INa,  T,  et  que  les  coefficients  de 
rt(,  rto,  «"/a,  è|  soient  unis  dans  To,  T3. 

On  a  ainsi  les  formules  suivantes,  qui  sont  à  vingt 
coefficients, 

;'  Ni=  Oi(a,,  «2,  «3,  i)i),         Tt=  6i(«,,  «2,  «3,  61), 
(32)        N,=  02(«i,a2,«3,6i),         T2=  4/2(62,  63), 
(  N3=  03(ai,  a,,  a3,6i)<         Tj  = '^3(^/2- 63)- 

32  Trois  plans  de  sjniétrie.  —  S'il  y  a,  au  même 
point  M,  un  second  plan  de  symétrie;  jierpendiculaire  à 
OY,  les  équations  (32)  doivent  rester  les  mêmes  quand 
on  y  change  à  la  fois  les  signes  de  T( ,  T3  ;  Z», ,  b^-  Gela 
montre  (pi'il  y  a  alors  nécessairement  un  troisième  plan 
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de  symétrie  perpendiculaire  à  OZ,  cL  les  formules  se 
réduisent  aux  suivantes^  qui  renferment  douze  coeflî- 
cients, 

[  Ni=  cpi(ai,  a,,  as),         Ti  =  A,6i, 

(33)  1   N.2=  cp2(«i)  ^2?  «a);         1^=z  h^b.,, 

l  N3=  cj)3(ai,  «2,  «3),         T^—hib-i, 

A,,  Ao,  //3  désignant  des  constantes. 

On  voit  que  les  composantes  T<,  To,  T3  s'annulent 
avec  A,,  Z>o,  ^35  il  en  résulte  que,  dans  ce  cas,  les  direc- 
tions des  tensions  principales  se  confondent  avec  celles 
des  dilatations  principales. 

32.  Isotropie.  —  Pour  un  système  isotrope,  les  re- 
lations (3i)  doivent  se  transformer  en  elles-mêmes 
lorsqu'on  substitue  aux  axes  coordonnés  tout  autre  sys- 
tème d'axes  rectangulaires.  Pour  simplifier  le  calcul  des 
conditions  qui  en  résultent,  nous  attribuerons  d'abord 
aux  nouveaux  axes  certaines  directions  particulières,  en 
remarquant  de  plus  que  les  équations  (33)  doivent  déjà 
comprendre,  en  particulier,  celles  qui  sont  relatives  à 
l'isotropie. 

33.  Supposons  d'abord  que  l'on  permute  circulaire- 
nient  les  axes  OX,  OY,  OZ.  Ce  cliangement  d'axes  pro- 
duit les  substitutions 

Ni,  No,  N3,  T.,  T2,  T3\        /«,,  a,,  a,,  b„  b,,  b. 
No,  N3,  N„  T2,  T3,  tJ'      \a,,  «3,  a„  b,,  b,,  b, 

et  les  équations  (33)  doivent  alors  rester  les  mômes. 

Il  en  résulte  d'abord  que  les  trois  constantes  A,,  Ao, 
//:j  ont  une  même  valeur  //,  ensuite  que  Ao,  Ns  se  dé- 
duisent de  N  en  y  permutant   ciiculaireuKmt  les   vaiia- 
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blés;  de  sorte  que  l'on  a 

/  Ni=  o(a,,  «2,  «3),         Ti  =  hbi, 

(34)  <|  N2  =  o(a2,a3,  «1),  T^^hb,, 

[    N3=  cp(«3,  a,,  «2  )?  T3=/î63. 

33.  Supposons  maintenant  que,  conservant  l'axe  OX, 
on  permute  les  axes  OY,  OZ,  ce  qui  change  a.,,  «3  en 
«73,  «2-  La  valeur  de  ]N)  devant  rester  la  même,  la  fonc- 
tion C2  doit  être  syméti'ique  en  n^,  a^  :  elle  est  donc  de  la 

forme 

Aa-i  -4-  B(a.i~h  a-^). 

ce  ([ue  l'on  peut  écrire 

BCal-i-rt2-^- «3)  +  (A  —  B)rti 
ou  bien 

ÀO  -^  2  [J-ai, 

en  désignant  par  9  la  dilatatitni  cubique  et  par  X,  >j.  deux 
constantes.  Les  formules  (34)  deviennent  ainsi 

/  \i  =  ÀO -+- 2;j.ai,         Ti  — /161, 

( 35 )  j  N2  =  ÀO  H-  2  [JL «2.         T.  =  Aèj , 
\  N3=  X6  -{-  2!j.a3,         T.-j  =  A63. 

34.  Supposons  enfin  que  l'on  fasse  un  cliangement 
quelconque  d'axes  coordonnés;  on  doit  trouver  les 
mêmes  formes  (35)  et  les  mêmes  coefficients  pour  les 
(N',  T')  en  fonction  des  {a',  b');  par  exemple,  on  doit 
avoir 

(36)  N'i  =  Àe-f-2|Jia;. 

Or,  en  désignant  par  a,,  ^3,,  v,  les  cosinus  des  angles 
que  OX'  fait  avec  OX,  OY,  OZ,  on  a  (n"  lo) 

l  N;  =  N,af  +  >;2  3f  +  \3Yï 
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cl  l'on  a  aussi  (n"  i2()) 

(38)  j  «'i  =  «iaÎH-«2pf-H«3Yr 

Cela  posé,  si  l'on  porte  les  valeurs  (35)  dans  l'exprcs- 
sion  (Sy),  on  trouve 

N'j  =  ÀO  -+-  2(x(rti  ocf  +  a2  [jf  -I-  «sYj  ) 
-+-  2/t(6ipiYi  +  ^2Yi^i-+-  ^aaipi), 

ou  bien,  d'après  la  relation  (38), 

N'j  =  XO-f-  2;Jl.«j  -+-2(/?  2[J-)(^''-'l,Sr|'l-i-  ^2Yiai-i-  ^3^1  pi)- 

Donc,  pour  que  celte  valeur  se  réduise  à  l'expression 
(36),  il  faut  que  l'on  ait  // — 2[j.  =  o.  Le  calcul  des 
autres  (N',  T' )  conduit  au  même  résultat. 

3o.  En  résumé,  dans  le  cas  des  systèmes  homogènes 
et  isotropes,  on  obtient,  pour  les  (N,  T),  les  valeurs 
suivantes  renfermant  deux  coelFicienls  constants  ).,  [x, 

(   Ni  =  XO -1- a  ;jta|,  Ti=  ■iij.hi, 

(39)  <    N,=  ÀO-i-'.ifjLa,,         T.,=  2[Ji62, 
(  N3  =  XO  4-  '1  [J.as\         Tj  =  2 [xb-^. 

La  méthode  qui  a  conduit  à  ce  résultat  repose  sur  les 
principes  employés  par  Lamé  dans  ses  Leçons  sur  la 
théorie  jiiatlwmatù/ue  de  Vélasticité  des  corps  solides 
(i856).  Les  expressions  des  tensions  dans  les  milieux 
isotropes  déformés  ont  été  données  pour  la  première  fois 
par  Caucliy  (1827),  en  calculant  directement  la  lésul- 
tante  des  forces  intérieures  considérées  comme  fonctions 
des  distances  des  points  entre  lesquels  elles  s'exercent. 
Cette  autre  méthode,  qui  permet  de  supposer  que  l'état 
jjrimitif  ne  soit  pas  ce  que  nous  avons  appelé  un  état 
naturel,  conduit  à  admettre  que,  lorsque  la  déformation 
a  lieu  à  partir  de  cet  état  nalur(;l,  on  a  ),  =:  a,    de  sorte 
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que  les   lormules  sont  à  un   seul  coefficient;   mais  ce 
point  est  encore  l'objet  de  controverses. 

36.  Expressions  des  (JN,  T)  en  fonction  des  déplace^ 
ments  «,  i',  w.  —  En  remplaçant  dans  les  expressions 
(39)  les  déformations  élémentaires  (a,  b)  par  leurs  va- 
leurs (16)  du  n°  18,  il  vient 

/  .  du  [dw       dv 


(4o) 


dx  \dy        t 

.  dv  [du        dw\ 


'    dy  '  \dz         dx 

dw  T   —      ( '^^^     .    ^^ 

dz  '    \  dx        dy  j 


ivT        -lû  ^^  rr  I  dv         du\ 


et  l'on  a,  dans  ces  formules, 

.       ,  du        dv         dw 

dx        dy        dz 

Ces  valeurs  des  (N,  T)  se  rapportent  à  la  position  du 
point  M  après  son  déplacement,  c'est-à-dire  au  point 
dont  les  coordonnées  sont  x  -f-  7/,  y -\-  *'?  z~\~  w\  mais, 
quand  le  déplacement  est  très  petit,  on  peut,  comme 
nous  le  ferons  dans  les  calculs  qui  suivent,  rapporter  les 
composantes  des  tensions  au  point  {x^y^  s). 

IV,    —    Equations  de 'l'équilibre   et    du   mouvement 

INTÉRIEUR    pour    LES    SYSTEMES    ISOTROPES. 

37.  Equations  indéfinies.  —  Les  six  fonctions 
(N,  T)  doivent  vérifier  les  trois  é([uations  (5)  du  n"  9; 
dans  ces  équations,  les  quantités  X„,  Yo,  Zq  représen- 
tent, rapportées  à  l'unité  de  masse,  les  forces  exté- 
rieures qui  sollicitent  le  point  M  et  elles  compi'cnnent, 


(  5'^^  ) 

si  le  svslèine  se  déforme  ou  vibre,   les  fore<;s  d'iiierlie 

,                           1                   d-  u           d- 1"            d-  w     ^ 
qui  ont  alors  pour  valeurs j-^  i  —  ^  ? j-^-  r>n 

dégageant  les  forces  d'inertie  et  représentant  encore  par 
Xo,  Yo,  Zo  les  composantes  des  forces  extérieures  qui 
agissent  sur  la  niasse  du  point  !M,  les  équations  (5)  de- 
viennent 

rfNi        dT^        r/T2  -.  d'^u 

dx  dy  dz         '  '    dP- 

d1^        f/T,        f/N3  „    _      dUv 


0  étant  la  densité  du  système  au  point  M. 

En  substituant  les  valeurs  (  4o  )  ^'t  en  ayant  égard  à 
l'expression  (40  de  B.  on  obtient  les  trois  équations 
suivantes  : 

/     ,  f/O  /  d-  u         d^  u         d-  Il  \  d'^  u 

[  (^-^-i^^^^'M^^  -^dp  -^^  )-^P^«  =  P-^' 

cZ6  /d-i>         d'^v         d'-v  \  ^.  d-{ 


I  rfO  [  d-w        d'^w         d''iv\  d'-iv 

(  ^^-^  !^>^-  ^  !M  ^  -^  ^  -^  "./^7-J^  .^^-  =  ?  777^- 
L'expression  dilïérentielle 

f/^F       dH"^       d-'F 
dx'     '     f/)'"^         dz- 

est  ce  que  Lamé  a  appelé  le  paramètre  différentiel 
du  second,  ordre  delà  fonction  F.  Nous  représenterons 
ce  paramètre  par  AF,  en  posant  symboliquement 

d^         d'-         d^     ' 
dx^        dy-        dz- 
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cl  les  é([ualions  (  43  )  prennent  ainsi  la  forme  simple 


dO  ^             ^,            cl'- H 

dx  '             ^  dt^ 

( 44  )         '  ^ ^-  —  ;j-)  -7 — 1-  ;-^  ■^^"  -^  ?  1^ «  =  ?  -777  ' 

rtjK  dt- 

dO  ,,            d'-w 

t  /.  -T-  'x  }  -j-  -I-  'x  \w  —  p  Zq  =  p  — — - 

'      dz  dt- 


Ces  équations,  dites  indéfinies,  sont  applicables,  in- 
distinctement, à  tous  les  points  du  système. 

38.  Equations  définies.  —  En  général,  des  efl'orts 
extérieurs  donnés  agissent  sur  la  surface  du  système 
que  l'on  considère.  Il  en  résulte  de  nouvelles  équations 
qui  doivent  être  satisfaites  aux  limites  du  corps,  c'est- 
à-dire  sur  la  sui-face  seulement.  On  obtient  ces  nou- 
velles équations,  dites  équations  définies  ou  équations 
à  la  surface f  en  écrivant  que,  pour  un  point  quel- 
conque de  la  surface  limite,  l'eflbrt  extérieur  s'exercant 
sur  un  élément  plan  de  cette  surface  a  la  même  gran- 
deur et  la  même  direction  que  la  tension  correspon- 
dante. 

Soient,  pour  un  point  quelconque  (x^  ■),,  z)  de  la 
surface  limite, 

F  l'eflbrt  extérieur  par  unité  de  surface  ; 

/,  m,  n  les  cosinus  directeurs  de  la  force  F; 

a,  [5i,  V  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  extérieure  à 

la  surface  ; 
X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  tension. 

Les  équations  à  la  surface  sont 
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ou  bien,  en  remplaçant  X,  Y,  Z  par  les  valeurs  (y)  du 

n°  10, 

I   FZ    =  A,  x  +  TjS  — T2Y, 

(45)  F/n^Tsoc-hNop-^TiY, 

(  Yn  =T,a  +  Ti^-HN3Y. 

Les  premiers  membres  de  ces  équations,  ainsi  que  a, 
[i,  V,  doivent  èlre  considérés  comme  des  fonctions  don- 
nées de  ^, _/,  z.  En  remplaçant  les  (N,  T)  par  leurs  va- 
leurs en  fouction  des  zf,  v,  (r,  spécialement  par  les  va- 
leurs (4o)  dans  le  cas  des  milieux  isotropes,  on  a  trois 
équations  auxquelles  doivent  satisfaire  sur  la  surface 
limite  les  déplacements  h,  u,  (r,  fonctions  de  x,j",  s,  t. 

Les  mêmes  fonctions  doivent  satisfaire,  dans  toute 
l'étendue  du  milieu,  aux  équations  indéfinies  (44)- 

39.  Equilibre  d^ élasticité.  —  Quand  il  s'agit  de 
l'équilibre,  les  fonctions  u,  r,  w  sont  indépendantes  du 
temps  et  les  seconds  membres  des  équations  (44)  sont 
égaux  à  zéro. 

Si  l'on  suppose  de  plus  que  les  seules  forces  exté- 
rieures sont  celles  qui  s'exercent  sur  la  surface  du  mi- 
lieu, les  quantités  Xq,  Yq^  '^0  disparaissent  des  équa- 
tions (44)  qui  se  réduisent  aux  suivantes  : 

(  À  -i-  a)  — h  l-t  A«  =  o, 

dx 

cm 

(46)  \  (À  -+-  [x)  ^ h  [}.  Ap  =  o, 

1  dy 

(  À  -4-  u)  -j-  -I-  iJL  Atv  =  o. 
'  dz 

On  a  ainsi  trois  équations  ditférentielles  auxquelles 
satisfont  les  déplacements  «,  t',  w  fonctions  dex,  r,  z 
et  il  s'agit  de  trouver  des  solutions  de  ces  équations 
telles  que  les  équations  à  la  surface  (4^)  soient  égale- 
ment satisfaites. 
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40.    Cas  particulier.  —  Supposons  que  les  déplace- 
ments soient  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  des 
coordonnées 

_  dz.  ,_  (l2  -  £^ 

d.r  cly  dz 

On  en  tire 

_  d'-o        d^  ^  d^o_  _ 
dx-        dy-         dz- 
et,  par  suite, 

-  A  ^'"^  -  —  A"  -  — 
dr        dx     '         dx 

On  a  donc,  dans  ce  cas  particulier, 


f/6 

f/0 

rff) 

A«  =  ■ —  1 

Ar 

A(v 

dx 

-Ty 

~  Tz 

et,  en  supposant  \-\-  n^  diirérent  de  zéro,  les  équations 

(46)  se  réduisent  aux  suivantes 

^  _  d^  _  d^  _ 

dx         '  dy         '  dz- 

Pour  qu'elles  soient  satisfaites,  il  faut  et  il  suffit  que 
ladilalalion  cubique  soit  constante  dans  toute  l'étendue 
du  système  déformé. 

V.   —  Exemples  d'équilibre. 

a.  —   Compression  normale  et  uniforme. 

41.  Soit  un  système  élastique  soumis,  sur  toute  sa 
surface,  à  une  pression  normale  et  uniforme  P.  La  di- 
rection (/,  m.  n)  de  cette  pression  étant  opposée  à  la  di- 
rection (à,  ^,  y)  de  la  normale  extérieure,  les  équations 
définies  (45)  deviennent 

(47)  -P?  =  T3a-N,p-T.Y, 
f  —Pv  =T,a-+-T,  [î-r-NjV 
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Supposons  maintenant  que,  l'origine  des  coordonnées 
restant  fixe,  les  déplacements  «,  i',  (v  soient  représentés 
par  les  valeurs 

(48)  u=  —  ax,         t' =  —  ay,         »' =  —  az, 

/^i  étant  un  coefficient  à  déterminer. 

Par  ces  valeurs,  les  équations  indéfinies  (4^)  sont 
évidemment  satisfaites;  les  T  sont  nuls  et  les  JN  se  ré- 
duisent à  — (3'aH-  a^a).  Donc,  pour  satisfaire  aux  équa- 
tions (47),  il  suffit  de  prendre 

P 

Les  déplacements  (48)  satisfont  alors  à  toutes  les 
conditions  de  l'équilibre  d'élasticité. 

b.  —  Extension   lon^ituduiale  cV an  pi'isnie. 

i!2.  Considérons  un  solide  prismatique  dont  les  arêtes 
soient  parallèles  à  OZ  :  soit  P'  la  traction,  rapportée  à 
l'unité  de  surface,  qui  agit  sur  chacune  de  ses  bases. 
Nous  allons  vérifier  que,  dans  l'équilibre  d'élasticité,  les 
déplacements  peuvent  être  représentés  par  les  valeurs 

(49)  11  =  —  ajr,         p=  —  ay,         iv  =  cz, 

a  et  c  étant   des   constantes  convenablement   détermi- 
nées. 

Eu  elïét,  ces  valeurs  vérifient  d'abord  les  équations 
(46);  de  plus,  d'après  les  formules  (4o)j  elles  doniumt, 
pour  les  T,  des  valeurs  nulles  et,  pour  les  ^,  des  valeurs 
constantes  dans  toute  l'étendue  du  milieu 

Ni  =  N2  =  (  r  —  -la)/,  —  2a;i., 

N3  =  (  c  —  la)},  -r-  7.0  11. 

Or  3>(,  y  2  sont  nuls  à  la  surface  latérale  du  prisme  et  A3 
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est  égal  à  F  sur  ses  bases;  on  a  donc  les  équations 

X c  —  2 (  X  -f-  ;/. ) a  =  o, 
(  )>  -f-  2  iji  )  c  —  -2  À  a  =  F, 
d'où  l'cjn  tire 

À  X 

(OO)  C  —   —, 1^   ,  «=    -    -r F. 

Avec  ces  valeurs,  les  déplaceuients  (49)  satisfoutà  loutes 
les  conditions  d'équilibre. 


c.  —  Equilibre,  d' une  couche  sphériifue. 

43.  Soit  un  solide  liomogène  et  isotrope  limité  par 
deux  sphères  concentriques.  Ce  solide  est  soumis,  sur 
chacune  des  surfaces  sphériques,  à  une  pression  normale 
et  uniforme;  on  se  propose  de  déterminer  l'état  d'équi- 
libre. 

Plaçant  l'origine  au  centre  de  ligure,  considérons  vm 
point  queIconi[ue  M;  désignons  par  x^  y,  z  ses  coor- 
données dans  l'état  naturel  et  par  /'sa  distance  à  l'origine, 
de  sorte  que 

(5l)  /•2=a-2-r-j2-^^2. 

Les  forces  appliquées  au  solide  sont  évidemment  telles 
que,  par  suite  de  la  déformation,  le  point  M  se  déplace 
sur  le  rayon  mené  de  l'origine  à  sa  position  primitive 
et  la  grandeur  du  déplactsment  z  est  la  même  pour  tous 
les  points  primitivement  situés  à  la  même  dislance  de 
l'origine.  On  a  donc 

/  -  ^'  y  ^ 

(32)  «=î-,  ç;=£— ,  w  =  Z--, 

r  r  r 

£  étant  une  fonction  de  /•  à  déterminer. 
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44.   Remarquons  d'abord  que  ces  valeurs  de  u,  v,  w 

sont  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  's>  de  ^•,  j)',  z. 

On  a,  en  eiï'et, 

,              ,               ,           .-r  d.T  -f-  y  dy  -^-  z  dz 
u  dx  -^  V  dy  ^  w  dz  —  s — 

Or  la  relation  (5i)  donne 

X  dx  -+-  y  dy  -^  z  dz  ^  rdi\ 

donc  l'expression  précédente  est  égale  à  e  dr  et  elle  est, 
par  suite,  la  dilFéi'entielle  totale  de  la  fonction 

(53)  o  =  /£f//-. 

Il  en  résulte  (n°  40)  que,  pour  satisfaire  aux  équations 
indéfinies  de  l'équilibre,  il  suffit  d'exprimer  que  la  dila- 
tation cubique  est  constante.  Or  on  déduit  des  va- 
leurs (  32) 

du  _  X-  dz 

dx        r-  dr 

.r,,  dv  y^  dz 

I    dy  /■-  dr 

f  dw  z'^  dz 

\    dz  r-  dr  r^ 

Il  en  résulte 

(55)  e^^^^i, 

dr  r 

et  l'on  a,  par  conséquent,  en  désignant  par  c  une  con- 
stante,' 

(56)  ~  -t-  2-  =  3c. 

dr  r 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

(57)  £  =  c/-+— , 

b  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Par  cette  valeur  des,  les  déplacements  (Sa)  satisfont 


+ 

J''^ 

— 

x^ 

ri 

ri 

— 

y' 

rz 

ri 

— 

z^ 

aux  équations  indéfinies;  nous  allons  maintenant  déter- 
miner h  et  c,  de  manière  à  satisfaire  aux  équations  dé- 
finies. 

45.   Substituant  à  cet  eilct  les  valeurs  (Sa)  dans  les 
expressions  (4o)  des  N,  T,  il  vient 


Ni  =  3Xc  -!-  2U 


,r'-  dz 

r-  —  .r- 

7-2   f/r 

/•3 

y^  àt 

'V2—  1-2 

/•2    dr 

,-3 

'Z--  dz 

/■2—  ,-2 

/■2  dr 

r- 

yz  (dz        £  \ 


(58)     ^  N,.=.3Xc-.2[.K,  £-^  — -^£    ,  T2=2|JL 


dz   _ 
dr 

On  simplifie  l'étude  des  tensions  autour  d'un  point 
en  faisant  passer  par  ce  point  l'axe  des  x\  o\\  a  ainsi 
X  ^  r^ y  ■=  o^  3  =  o  et  les  valeurs  (  58)  donnent 

^  dz 

j\i  =  3Ac-!-2;ji-^! 
dr 

N,=  Ns=  3Àc-i-2M.-• 


Les  composantes  tangentielles  étant  nulles,  on  voit  que 
les  tensions  N<,  No,  jNs  sont  principales;  la  condition 
No  ^  N3  montre  que  l'ellipsoïde  des  tensions  est  de  ré- 
volution autour  du  rayon  mené  du  centre  au  point 
considéré. 

En  remplaçant  enfin  s  par  sa  valeur  (07),   les  ex- 
pressions des  tensions  N  deviennent 

(59)  ■,  '  j 

I  N,  =  N3  =  (3X  +  5'.!x)c-i-^. 

Désignons  maintenant  par  /"o,  i'\  les  rayons  des  surfaces 
sphériques  qui  limitent  intérieurement  et  exlérieure- 
ineiit  1(;  solide  et  pai-  P,,,  P»  les  pressions  ((ui  s'exercent 
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Jiorinaleinent  et  uiiiforiaétnent  sur  ces  surfaces;  en  ex- 
primant que  ]N  ,  se  réduit  à  —  1%  sur  la  surface  intérieure 
et  à  — P,  sur  la  surface  cxlérieure,  on  a  deux  équations 

(60) 

qui  déterminent  Z»,  c,  et,  par  les  valeuis  que  l'on  obtient 
ainsi,  toutes  les  conditions  d'équilibre  sont  satisfaites. 
On  tire  des  équations  (6o) 

,6,1  o=  ,.'-iP»-'iP.      ,      ,^<P.-P.)'-W, 

(  o  A  -1-  ■>  ;jL  )  (  rj  —  /-^  )  4  [Ji(  ri  —  rg  ) 

et,    en  portant   ces    valeurs   dans   l(;.s  formuhîs  {5y)   et 
(09),  on  obtient  la  solution  complète  du  problème. 


(l.  —  Equilibre  d'une  couche  cyli/id/ique. 

Ai).  Soit  un  solide  liomogène  et  isotrope  limité  par 
deux  cylindres  de  révolution  concentriques  et  par  deux 
plans  perpendiculaires  aux  arêtes.  Ce  solide  est  soumis, 
sur  chacune  des  surfaces  cylindriques,  à  une  pression 
normale  et  uniforme,  et  sur  chacune  des  bases  à  une 
traction  parallèle  aux  arêtes;  on  se  propose  de  déter- 
miner l'état  d'équilibre. 

Plaçant  l'origine  au  centre  de  iîgure,  prenons  l'axe 
OZ  parallèle  aux  arêtes;  soient,  dans  l'état  naturel  a-, 
r,  z  les  coordonnées  d'un  point  M  du  solide  et  /•  la 
distance  de  ce  point  à  l'axe  OZ,  de  sorte  que 

(  6'2)  r-  =  x--\- y-. 

Par  suite  de  la  déformation,  le  point  INI  se  déplace  évi- 
demment dans  le  plan  méridien  passant  par  sa  position 
primitive,  et  l'on  peut  décomposer  sou  déplacement  en 
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deux  :  l'un  s  suivant  la  direction  de  Ja  distance  /■, 
l'autre  w  parallèle  aux  arêtes. 

Nous  supposerons  que  s  ne  dépend  que  de  /•,  et  que  w 
est  proportionnel  à  z.  Posant,  en  conséquence, 

T  y 

(63)  n  =  z  —  ,  v  =  t—,  ix'  =  cz, 

r  r 

nous  allons  vérifier  que  1  ou  satisfait  à  toutes  les  condi- 
tions de  l'équilibre  par  des  valeurs  convenables  de  la 
fonction  t  et  de  la  constante  c. 

17.   Les  valeurs  ((33  )  donnent  d  abord 

,             ,              ,           X  clx  -\-v  dv  , 

Il  dx  -^  V  dy  -\-  w  dz  =  £ ^^ — ^- h  cz  dz. 

et  l'on  a,  par  la  relation  (62), 

X  dx  ^y  dy  =  /•  dr. 

Il  en  résulte  que  l'expression  précédente  est  égale  à 
£  dr  +  cz~.  et  qu'elle  est  par  suite  la  différentielle  totale 
de  la  fonction 


(64) 


o  =   ;  t  dr  -\ —  cz"-. 
'      J  2 


Les  valeurs  (63)  des  déplacements  sont  donc  les  dé- 
rivées partielles  de  la  fonction  (p  et  il  suffit,  pour  satis- 
faire aux  équations  indéfinies  de  l'équilibre,  d'exprimer 
que  la  dilatation  cubique  est  constante.  Or  on  déduit 
des  valeurs  (63) 


(65) 


du 
dx 

= 

.r- 

dt 

dr 

+ 

dy 

= 

y2 

dz 
dr 

-H 

.7-2  _ 

d»' 
dz 

= 

C". 
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Il  en  résullo 

(G6) 

cil-        r 

et,  par  suite,  en  désignant  par  a  une  constante,  ou  peut 
écrire 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

b 
(  68  )  £  =  a/-  +  -  ■> 

r 

et,  en  adoptant  cette  valeur,  les  déplaceuients  satisfont 
aux  équations  indéfinies,  quelles  que  soient  les  con_ 
stantes  arbitraires  a,  h^  c\  nous  allons  déterminer  ces 
constantes  de  manière  à  satisfaire  aux  équations  définies 
ou  conditions  à  la  surface. 

■48.  Substituons  les  valeurs  (63)  dans  les  expres- 
sions (4o)  des  (N,  T).  En  remarquant  que,  d'après  les 
relations  (66)  et  (67),  on  a 

0  =  2«  -+-  C, 

on  trouve 

/  r-  dz        T'   \ 
(.t)Ç))f    N.^  X('2a -f- c) -H  auf  ^ -T-;  H- —  £  1,         To  =  o, 

Ixy  /  dt 
N  -,  =  X  (2  rt  -i-  c)  -4-  2  jJi.  c  T3  =  ).  \i.-^\  —, 

/•-  \dr 

Pour  simplifier  l'étude  des  tensions  autour  d'un  point, 
faisons  passer  par  ce  point  b;  plan  XOZ;  on  a  alors 

T=r,        j  =  o, 
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et  les  valeurs  ci-dessus  clevieiment 

Ni  =  ÀCaa -i- c) -I- 2  a  ^  »         Ti  =  o. 
'    dr 

X.,  =  À  (  2  a  -i-  c  I  -^  ").  \J.  -1  T9  =  o, 

N3=  À(2a  M- c) -1- 2  IJ.C,  T3=o. 

Les  composantes  tangentielles  étant  nulles,  les  tensions 
N|,  No,  jNs  sont  principales.  En  remplaçant  î  par  sa  va- 
leur (68),  les  expressions  de  ces  tensions  peuvent  s'é- 
crire 

Xi  =  2(X  -T-  ;jL)a  -H  ) 


i\i.b 


r- 


70)  <     ,  .  ^  21x6 

'  '    N2=  2(A  -h  ;j.)rt-h  ACH 9-; 


V   N3  =  2  X  a  -f-  O-  -h  2  a  ) c. 

Désignons  maintenant  par  /q,  '"i  les  rayons  des  sur- 
faces cylindriques  qui  limitent  intérieurement  et  exté- 
rieurement le  solide,  et  par  Pq,  Pi  les  pressions  qui 
s'exercent  normalement  et  unitormément  sur  ces  sur- 
faces-, soit  enfin  F  la  traction  appliquée  sur  l'unité  de 
surface  de  chacune  des  deux  bases.  En  exprimant  que 
l'on  a  : 

1"  Sur  la  surface  cvlindrique  intérieure,  Ai  :i=  —  Pq  ; 

■>."   Sur  la  surface  cylindrique  extérieure,  jN  ,  =  —  P,  ; 

3"  Sur  la  base,  jN,i  =  F,  on  a  trois  équations 


(7U 


(jui  déterminent  «,  b,  c,  et,  par  les  valeurs  que  1  on  ob- 
tient ainsi,  toutes  les  conditions  d'é(jui]ibi'e  sont  satis- 
faites. 


.,                2  IJL  6 

2  (  A  H-  ;i.  )  «  -4-  A  C 4-  = 

-Po, 

, ,            X           -            ■l'J.b 

2  (  A  -+-  ;a  )  a  -1-  A  c ^  = 

-Pi, 

2  /.  a  -+-  (  À  -T-  2  ;JL  )  c  =  V , 
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La   première  et  la  deuxième  des  équations  (~i  )  don- 
nent d'abord 


•2  P 


et  ces  relations  donnent  les  valeurs  délinilives  deN,, 
No.  Enfin  la  troisième  équation  (71)  et  la  première  (72) 
donnent  a  et  c,  de  sorte  qu'on  aie  système  de  valeurs 


2  jj.(3À -^ -^ij.  )        /-^  —  ri  ■iiJ.i  'ÎA  -^  2.\J.) 

(70)   (      /^   = ^ ;, » 

1  2  1-1         'T  — '-ô 

À  -^  M-         ^  >^  /-^Po—  '-îPi 

=   ; r ;—:; 5 5 > 

ixi'ih  -r-  -1  [J.)  iJl  (  3  A  -i-  2  [J.  )         /•  j-  —  /'û 

([ui  donn(!  la  solution  complète  du  problème. 

\'I.   MOUVEMEIVTS    INTÉRIEURS  DES  SYSTEMES  ISOTROPES. 

49.  EqiLOiioiis  des  mouvements  intérieurs.  —  Consi- 
dérons un  système  élastif|ue  homogène,  isotrope,  sous- 
trait à  toute  force  extérieure  et  indéfini  dans  tous  les 
sens;  supposons  que  les  points  de  ce  système,  ayant  été 
déplacés,  soient  abandonnés  avec  des  vitesses  initiales  à 
l'action  des  forces  intérieures.  Le  milieu  se  mettra  en 
mouvement,  et,  si  l'on  désigne  par  zi,  r,  w  les  projec- 
tions du  déplacement  du  point  dont  les  coordonnées 
étaient  jt,  •)  5  -  dans  1  état  d'équilibre,  ces  projections 
devront  être  considérées  comme  des  fonctfons  de  .r, 
j  ,  c  et  du  temps  /. 

Ces  fonctions  satisfont  aux  équations  (44)  <l'i'>  <^"^ 
faisant   abstraction   des   (01  ces   extérienres    \o,    \oi  ^O' 
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[eviemicnt 

dO  dUi 
1               '   '  d.r        '                '    dV- 

74) 

<   (A  -h  ix)—. h  [j.  Ac   =  p  -p-  . 

j  ^          '  '  dy       '              '   f//2 

(    (A^,.,-^^.  -^î.A,.  =  p-^- 

Le  problème  général  des  mouveaients  vibratoires  con- 
siste à  trouver  des  fonctions  «,  v,  w  satisfaisant  à  ces 
trois  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
et  telles  que  leurs  valeurs  initiales,  ainsi  que  celles  dr. 

I  ,  ,  .    ,      du     dv     dw         .  1        p         .  -.  , 

leurs  dérivées  —r-'-r->  —r->  soient  des  lonctions  données 
dt     dt      dt 

des  coordonnées  x,  j  ,  z. 

Nous   nous   bornerons  à    montrer,   par   un    exemple 

simple,  comment  on  peut,  à  l'aide  des   équations  (74)1 

étudier  les  propriétés  de  mouvements  particuliers  pour 

lesquels  on  coiinait  a  priori  la  forme  des  fonctions  qui 

représentent  les  déplacements. 

50.  Mouvements  simples.  —  On  appelle  mouvement. 
sim.ple  on  mouvement  par  ondes  planes  tout  mouvement 
dans  lequel  les  déplacements  sont  de  la  forme 

/    u  ^=  p  co?<{ax  ^  by  ^  c z — 5/ -h  o  ). 

(jS)  V  =  q  co?,{ax -^  by -^  cz  —  5^-f-cp), 

'   w  ^=  r  cofi{ a T -T- b y -\- cz  —  st-^o), 

p^  cj^  r\  tt,  i,  c;  5,  cp  désignant  des  constantes. 

Examinons  d'abord  les  propriétés  générales  de  ces 
mouvements  que  l'on  a  à  considérer  dans  un  grand 
nombre  de  tbéories  pbvsiques. 

ol.  Les  formules  (jj)  montrent  d'abord  que  l'on  a 
constamment 

u.  ('  \v 

/*  ^  y  ^  '■  ' 
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de  sorte  que,  pour  uu  point  quelconque,  le  niouveraenl 
est  rectiligne. 

Désignons  par  p  la  distance  du  point  (x,  7,  z)  au 
plan,  passaut  par  l'origine,  représenté  par  l'équatiou 

(76}  aX  +  6Y-i-cZ  =  o. 

En  posant 

(77)  /^2=  «2_^62-i-C^ 

on  a 

Ap  =  ax  -\-  by  -+-  cz., 

et  les  formules  (70)  peuvent  s'écrire 

/    Il  ^=  p  c,o?,{lip  —  s^-f-cp), 

(78)  '     ('  =  5rcos(/ip  —  st -^ 'Zi), 
\    w  =   r  cos(  /i  p  —  St  -r-  Cj>  ), 

On  en  conclut  que  tous  les  points  situés  à  la  même 
distance  du  plan  représenté  par  l'équation  (76)  sont,  au 
ïnême  instant,  déplacés  de  la  même  manière  :  de  là  la 
dénomination  de  mouvements  par  ondes  planes  donnée 
aux  mouvements  dont  il  s'agit. 

52.  Pour  une  valeur  donnée  de  ï,  les  déplacements 
/f,  t',  w  prennent  les  mêmes  valeurs  lorsque  p  s'accroit 
d'une  quantité  /,  telle  que  lil  ^iiz\  cette  quantité,  dé- 
terminée par  la  relation 

(79)  ^=X' 

représente  ce  que  l'on  appelle  la  longueur  cV ondula- 
tion. 

Pour  une  valeur  donnée  de  p,  les  déplacements  m,  c, 
w  prennent  les  mêmes  valeurs  lorsque  t  s'accroît  d'une 
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fjuanlilé  -,  iclleque  s-:  =  a-:  celte  quauLité,  délenuiiiée 
[)ar  la  relalioii 

(8o)  -=— , 

représenle  ce  que  l'on   appelle  Ja  durée  de  la   vibra- 
tion. 

Enfin,  les  valeui's  des  déplacements  restent  les  mêmes 
si  l'on  fait  croître  t  de  It  et  p  de  As,  pourvu  que  l'on 
suppose 

(8i)  h  \z  —  s  It  =  o, 

par  conséquent 

— ^    =  OJ. 

la  valeur  de  to  étant 

/  o  si 

(82;  w=  -  =  -. 

La  quantité  oi,  déterminée  par  la  relation  (82),  repré- 
sente la  vitesse  de  propagation . 

o3.  ^loiivenienls  simples  compatibles.  —  Cherclions 
maintenant  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire 
les  déplacements  d'un  mouvement  simple  pour  que  ce 
mouvement  puisse  se  propager  dans  un  milieu  isotrope 
donné,  c'est-à-dire  soil  compatible  avec  la  constitution 
de  ce  milieu. 

Les  expressions  (jo)  doivent  alors  satisfaire  aux  équa- 
tions (74) '5  si  l'on  pose,  pour  simplilier, 

ax  -{-  by  ~-  c  z  —  *f  ^-  o  =  •!/, 

les  valeurs  (78^  donnent 

0= — (ap -^bq  ~  cr )s\n<b,  —  =—  a(rip  -{-  br/  ^  cr )  cos^, 

, ,  ,  d-  Il 

A?/  =  —  h- p  cos'i/,  — —  =  —  s-p  cosi. 


{ ^1S  ) 

et  la  substitulion  de  ces  valeurs,  dans  la  première  des 
équations  (74)»  donne,  en  supprimant  le  facteur  com- 
mun cos'j/,  la  première  des  équations 

!  {\  -^  ]x)a{ap  -^  bq  -^  cr)-^{\).h- —  ps')p  =  o, 

(83)  •    Çk-^- \j.)b{ap -^  bq -\- cr)-\-{ixli- — çts'^)q  =  o, 
\  ("k  -i-  [x)  c ( ap  ^  bq  -\~  cr) -\- (  [x h-  —  ps- )  r  =^  o, 

les  deux  autres  résultant  de  la  substitution  des  valeurs 
(73),  faite  de  la  même  manière,  dans  la  seconde,  puis 
dans  la  troisième  des  équations  (74)- 

5i,   Si  l'on  ajoute  les  trois  équations  (83),   respecti- 
vement multipliées  par  «,  Z>,  c,  on  trouve 

( 84 )  {ap  -^  bq  -^  cr  )  [(  Â  ^  7-  [x) h-  —  ps-]=:  o. 

Il  faut  donc  que  l'on  ait,  ou  (a  -f-  •->.  a)  h-  —  05-=  o, 
ou  ap  -\-  bq  -]-  cr=  o. 

00.    Vibrations  longitudinales .  —  Dans   le  premier 

cas,  la  relation 

(  X  -f-  2  ;i. ) h-  — -,05^  =  0  • 

donne,  pour  la  vitesse  de  propagation  03  r=  1 , 


(85)  ^  =  \/'^- 

De  plus,  puisque  \xh'- —  p,ç-  =  — (a  -f-  |J.)A^,  les  équa- 
tions (83)  donnent 

(86)  1  =  1  =  ':. 

abc 

Or  /»,  (/,  /•  sont  proportionnels  à  «,  ç»,  w\  a,  Z»,  c  sont 
proportionnels  aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  au 
plan  lixe  représenté  par  l'équation  (tiij;  doue  les  rela- 
tions (86)  expriment  que  la  rnbration  est  perpendicu- 
laire au  plan  de  l'onde. 


(  549  ) 
Les   vibrations  si,rtiples,  normales  à   l'onde  plane,  se 
propageant  avec  la  vitesse  (85),  sont  dites  longitudi- 
nales. 

06.  Vibrations  trans^'cr sales.  —  Dans  le  second  cas, 
l'équation  ap  -f-  hif  -\-  cr  =  o  exprime  que  la  vibration 
s'effectue  dans  le  niénie  plan  de  l'onde;  de  plus,  les 
relations  (83)  se  réduisent  à 

[xh- —  /5"  =  o. 

ce  qui  donne,  pour  la  vitesse  de  propagation. 


(87) 


La  dilatation  cubique,  donnée  j)ar  la  formule 
H=  —  i^ap -\~  bcj -{- cr)cos'l^  est  égale  à  zéro,  de  sorte 
que  le  mouvement  a  lieu  sans  que  la  densité  du  milieu 
soit  altérée. 

Les  vibrations  simples,  parallèles  à  l'onde  plane,  se 
propageant  avec  la  vitesse  (87),  sont  dites  transver- 
sales. 

o7.  En  résumé,  les  mouvements  simples  qui  peuvent 
se  propager  dans  un  milieu  homogène  et  isotrope  ap- 
partiennent nécessairement  à  l'un  des  deux  systèmes  de- 
vibrations,  longitudinales  ou  transversales.  Les  vitesses 
de  propagation,  difterentes  pour  les  deux  systèmes,  ont, 
pour  chaque  système,  une  valeur  déterminée  restant 
la  même  quelles  que  soient  les  durées  et  les  amplitudes 
des  vibrations  propagées.  Enfin  il  est  à  remarquer  que, 
dans  tout  mouvement  longitudinal,  la  direction  de  la 
vibration  est  déterminée^  le  mouvement  est  polarisé. 
Au  contraire,  dans  tout  mouvement  transversal,  la  vi- 
bration n'est  assujettie  qu'à  être  dans  le  plan  de  l'onde^ 
son.orienlation  dans  ce  plan  peut  être  quelcon(pu;. 


(  55o  ) 
08.  PropngnlioJi  de  la  lumière  dans  un  niilien 
isotrope.  —  Dans  la  théorie  des  oncluiations,  ou  attribue 
les  pliénoiiièues  lumineux  aux  vibrations  d'un  milieu 
élastique  particulier.  On  admet  que,  dans  les  corps  non 
cristallisés,  ce  milieu  peut  être  considéré  comme  isotrope 
et  l'on  suppose  que  ses  vibrations  sont  régies  par  les 
équations  (  74)5  avec  la  condition  spéciale  A  +  2  a  =  o. 

En  posant  ~  =  e,  les  équations  peuvent  alors  s'écrire 


1       rll,'  I  ,/A 


(88.  '    :i^   ^e(Ar--^j, 


/         dn  \ 


^2  w  /  f/0  \ 


t. a  condition  a  4-  2  [ji.=  o  attribue  une  valeur  nulle  à 
la  vitesse  de  propagation  des  ondes  longitudinales,  de 
sorte  que,  par  suite  de  l'hypothèse  admise,  le  milieu  ne 
peut  propager  que  des  ondes  plancîs  transversales,  non 
polarisées  avec  la  vitesse  co  =  y/r^,  la  même  dans  toutes 
les  directions. 

59.  Propagation  de  la  lumière  dans  un  milieu  cris- 
tallisé. —  On  peut  rattacher  la  théorie  physique  de  la 
double  réfraction  cristalline  à  la  théorie  de  l'élasticité  en 
admettant  que,  dans  un  cristal  transparent,  il  existe 
trois  directions  telles  qu'en  rapportant  à  ces  directions 
les  vibrations  de  l'éther,  ces  vibrations  soient  régies  par 
les  équations 

'    —i—r  ~  A  I  ■^"'        -.-  >> 
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qui  ne  clilièi-enL  de  celles  des  corps  isotropes  que  par  la 
substitution  de  trois  coefficients  distincts  e,y,  g  au  coef- 
ficient unique  e. 

Pour  qu'un  uiouveincnt,  représente  par  les  formules 
(^5),  puisse  se  propager  dans  le  milieu,  il  faut  que  les 
déplacements  u,  v,  iv  satisfassent  aux  équations  (89);  en 
opérant  comme  au  n°  o3,  on  trouve  les  trois  conditions 

/  s-p  =  e  [h-p  —  a(ap  -T-  bq  -i-  cr)], 

(90)  \   s''-q=f[h-^q—b(ap-^bq-\-cr)\, 
\  s-  r  ^  ff[h-  r  —  c{ap  -^  bq  -^  cr  )] . 

Désignons  par  /,  m,  n  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  à  l'onde  plane,  de  sorte  que 

,       a  b  c 

l  =  -j  ,  m  =  -fi  «  =  — . 

h  II  n 

En  divisant  par  h'^  les  équations  (90)  et  observant  que 

-  =  (0,  il  vient 
h  ' 

/  (o)- —  e) p  =  —  el  (Ip  -\-  mq  -t-  nr ), 

(91)  ~   (  {,yi  —  f  )q  =  —  fm (  Ip  —  mq  -\-  nr  ), 
[  ( w-  —  g )r  =  —  gn ilp  ->r  mq  -^  nr). 

Ces  équations  sont  linéaires  et  liomogènes  en  p^  q,  r, 
et,  en  éliminant  ces  trois  quantités,  on  a  une  équation 
du  troisième  degré  en  to-  donnant  les  vitesses  différentes 
avec  lesquelles  une  onde  plane  peut  se  propager  dans  la 
direction  (/,  in^  n).  Pour  faire  l'élimination,  il  suffit 
d'écrire  les  équations  de  la  manière  suivante  : 

(92)  — —, —  =  — :f—  =  =  — {Ip  —  mq-^nr) 

•^   '  el  pn  gii  '  ^  ' 

oj- — e        oj- — f        uj-  —  g 
On  en  déduit  immédiatement  l'équation 
el^  fin-  gn- 

M- C  (M- —  /  OJ- —  g 

rpii  adnicl  une  raci/m  iiulLa. 
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Pour  celle  racine,  les  équalions  (92)  donnent 

P_  =  1.  =  L- 
l         m        n' 

ces  équations  correspondent  à  un  mouvement  simple 
longitudinal;  mais  la  condition  o)'-=  o  montre  que  ce 
mouvement  ne  peut  pas  se  propager. 

Les  deux  au  1res  racines  (.<)'-  sont  fournies  par  l'équa- 
tion 

qui  coïncide  avec  l'équation  aux  vitesses  des  ondes 
planes  trouvée  par  Fresnel. 

A  chacune  de  ses  racines  correspond,  d'après  les  équa- 
tions (77),  une  direction  déterminée  de  la  vibration,  de 
sorte  que,  dans  chaque  direction,  se  propagent,  avec  des 
vitesses  différentes,  deux  ondes  planes  polarisées. 


QUESTION  PROPOSÉE. 


1S90.  A  étant  le  lieu  des  pôles  d'une  droite  D  par  rapport  à 
un  système  de  coniques  homofocales,  trouver  le  lieu  des  points 
de  rencontre  de  D  et  de  A,  lorsque  D  pivote  autour  d'un  point 
fixe.  (H.  Valdo.) 


ERRATA. 


Page  443,  lignes  2,  3  et  10,  au  lieu  de  symmédiane,  lisez  symédiane. 
Page  461  )  lignes  18  et  19,  au  lieu  de  direcles,  lisez  inverses. 
Page  4'^3>  ligne  3o,  au  lieu  de  huiliérne,  lisez  quatrième. 
Même  page,  ligne  01,  au  lieu  de  les   trois  autres  faisceaux,  lisez 
les  autres  faisceaux. 
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LA  THEORIE  DES  CHANCES. 


Calcul  dks  Probabilités  5  par  M.  J .  Bertrand, 
Membre  de  l'Académie  française,  Secrétaire  perpétuel 
de  l'Académie  des  Sciences.  Paris,  Gauthier-Villars  et 
Fils;  1889. 

Nous  n'avons  pas  la  prétention  de  juger  le  nouvel  Ouvrage 
de  M.  Bertrand;  nous  avons  pensé  que  le  meilleur  hommage  à 
rendre  à  notre  illustre  Maître  consistait  à  présenter  une  ana- 
lyse substantielle  de  son  Livre.  Aussi  bien,  ceux  de  nos  lecteurs 
qui  sont  étrangers  à  la  doctrine  des  hasards  nous  sauront  gré 
sans  doute  de  leur  offrir  ici  un  résumé,  dégagé  de  toute  démon- 
stration, des  principes  de  cette  théorie  et  de  ses  applications 
les  plus  importantes. 

I.    —    L'ÉNUMÉRATION   DES   CHANCES. 

La  nature  d'un  événement  aléatoire  détermine  un  certain 
nombre  de  cas,  tous  également  possibles,  mais  les  uns  favora- 
bles, les  autres  défavorables  à  l'arrivée  de  cet  événement.  Ce 
qu'il  importe  surtout  de  connaître,  c'est  le  rapport  du  nombre 
des  cas  favorables  au  nombre  total  des  cas,  et  c'est  ce  rapport 
qui  a  reçu  le  nom  de  prohabilité. 

On  jette  deux  dés  n  fois  de  suite;  quelle  est  la  probabilité 
d'amener  au  moins  une  fois  sonnez,  c'est-à-dire  deux  6?  Le 
nombre  total  des  cas  est  36'*;  celui  des  combinaisons  défavora- 
bles est  35";  la  probabilité  est  donc 


(30)    ' 


d'où  l'on  voit  qu'il  y   a   infériorité  de  chances  pour  gagner  en 
24  coups  et  supériorité  de  chances  pour  gagner  en  25  coups. 

Tel  est  le  problème  qui,  proposé  à  Pascal  par  le  chevalier 
de  Méré,  a  donné  naissance  aux  premières  recherches  sur  le 
calcul  des  chances. 


(  554  ) 

On  peut  résoudre  un  certain  nombre  de  problèmes  à  l'aide 
de  la  théorie  des  combinaisons  et  de  la  seule  définition  de  la 
probabilité. 

Au  jeu  de  passe  dix,  l'un  des  joueurs  jetait  trois  dés  et  ga- 
gnait si  la  somme  des  points  amenés  surpassait  lo.  Quelles 
étaient  les  probabilités  des  deux  adversaires?  Elles  étaient 
égales.  Si  l'on  jouait  avec  cinq  dés  au  lieu  de  trois,  quel  nombre 
faudrait-il  substituer  à  lo  pour  laisser  les  chances  égales?  La 
théorie  répond  17. 

Deux  candidats  X  et  Z  sont  soumis  à  un  scrutin  de  ballottage; 
l'urne  renferme  n  -f-  k  billets  au  nom  de  X,  et  n  seulement  au 
nom  de  Z;  X  sera  donc  élu.  Mais  quelle  est  la  probabilité  pour 
que,  pendant  toute  la  durée  du  dépouillement,  X  ne  cesse  de 
conserver  l'avantage?  Une  analyse,  d'ailleurs  assez  délicate,  ré- 
pond 

A- 

'2  II  -+-  k 

Au  jeu  de  la  rencontre,  on  tire  successivement  d'une  urne  les 
m  boules  qu'elle  contient,  sans  les  remettre  dans  l'urne.  Ces 
boules  portent  les  numéros  i,  2,  3,  ...,  m.  Quelle  est  la  pro- 
babilité pour  qu'une  boule  au  moins  sorte  au  rang  marqué  par 
le  numéro  qu'elle  porte?  Dès  que  t71  est  égal  ou  supérieur  à  9, 

cette  probabilité  diffère  très  peu  de  i =  o,63. 

e 

Voilà  quelques-uns  des  nombreux  exemples  traités  dans  le 
premier  Chapitre.  L'auteur  insiste,  en  outre,  sur  les  erreurs 
qui  peuvent  provenir  d'une  constatation  imparfaite  ou  de  l'iné- 
gale possibilité  des  divers  cas.  Le  type  des  erreurs  de  ce  genre 
est  assurément  le  dilemme  de  d'Alembert  :  «l'événement  arrive 
ou  n'arrive  pas;  de  là  deux  .cas,  dont  un  favorable;  la  proba- 
bilité de  tout  événement  est  donc  j  ». 

11  faut  aussi  se  garder  d'introduire,  sans  explication,  l'infini 
dans  les  raisonnements.  Choisir  au  hasard  entre  un  nombre  in- 
fini de  cas  possibles  n'est  pas  une  indication  suffisante.  Quelle 
est  la  probabilité  pour  qu'un  plan,  choisi  au  hasard  dans  l'es- 
pace, fasse  avec  l'horizon  un  angle  moindre  que  45°?  La  ques- 
tion étant  mal  posée  peut  donner  lieu  à  des  réponses  contra- 
dictoires. On  peut  dire  que  la  probabilité  est  -g-,  puisque  tous 
les  angles  entre  0°  et  go°  sont  possibles,  et  que  ceux  entre  0°  et 
45"  sont  seuls  favorables.   On  |)ouri"ail  dire  aussi  que  la  proba- 
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bilité  est  0,28;  car,  si  par  le  centre  d'une  sphère  on  imagine 
le  rayon  perpendiculaire  au  plan,  il  faut,  pour  que  l'angle  en 
question  soit  inférieur  à  45°,  que  l'extrémité  du  rayon  tombe 
dans  une  zone  dont  le  rapport  à  la  demi-sphère  est  précisé- 
ment 0,28. 

II.  —  L.v  probabilith:  totale  et  la  probabilité  composée. 

L'évaluation  directe  du  nombre  des  combinaisons  est  le  plus 
souvent  impraticable,  tant  ce  nombre  croît  rapidement  pour 
peu  qu'augmente  celui  des  objets  combinés.  Demande-t-on,  par 
exemple,  de  répartir  459  personnes  en  8  groupes  de  5i  membres 
chacun?  Le  nombre  des  distributions  possibles  ne  renferme  pas 
moins  de  429  chiffres!  D'ailleurs,  si  l'on  pouvait  toujours  faire 
directement  le  compte  des  cas  favorables  et  celui  de  tous  les 
cas  possibles,  le  Calcul  des  probabilités  ne  serait  pas  une  science. 
A  toute  science,  il  faut  des  principes.  Voici  les  deux  plus  sim- 
ples parmi  ceux  qui  servent  de  base  au  Calcul  des  probabilités  : 

Si  l'on  partage  les  cas  favorables  en  plusieurs  groupes, 
la  probabilité  de  l'événement  est  la  somme  des  probabi- 
lités pour  qu'il  appartienne  à  chacun  des  groupes.  C'est  le 
principe  de  \^ probabilité  totale. 

Quand  un  événement  consiste  dans  le  concours  de  plu- 
sieurs autres,  sa  probabilité  est  le  produit  des  probabi- 
lités des  événements  simples  dont  il  exige  la  réunion.  C'est 
le  principe  de  la  probabilité  composée. 

Dans  l'application  du  premier  principe,  il  faut  veiller,  en 
formant  les  groupes,  à  ce  qu'aucun  des  cas  possibles  ne  soit 
omis  ni  répété.  Dans  l'application  du  second,  il  importe  de  re- 
garder si  les  événements  simples  sont  ou  non  indépendants  les 
uns  des  autres;  et,  s'il  y  a  dépendance,  on  doit  calculer  la  pro- 
babilité de  chaque  événement  simple,  en  tenant  compte  de  ce 
que  ceux  qui  le  précèdent  sont  arrivés. 

Ainsi  la  probabilité  d'amener  avec  deux  dés  le  point  3  ou  le 
point  4  n'est  pas  la  somme  des  probabilités  pour  amener  3  et 
pour  amener  4-  puisqu'on  peut  d'un  même  coup  amener  à  la 
fois  ces  deux  points. 

Si,  de  deux  météorologistes,  dont  les  prédictions  ont  pour 
probabilités  respectives  y?  et /)',  l'un  dit  qu'il  pleuvra  demain  et 
l'autre  qu'il  ne  pleuvra  pas,  la  probabilité  pour  qu'ils  disent 
juste  tous  les  deux  n'est  pas  pp'  :  elle  esl  nulle. 
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Les  principes  sonl  justes;  ils  s'appliquent  à  toutes  les  com- 
binaisons des  probabilités  simples  évaluées  en  nombre.  Mais,  si 
l'évaluation  est  imparfaite,  les  conséquences  ne  méritent  aucun 
crédit. 

C'est  donc  avec  raison  que  M.  Bertrand  s'étend  longuement 
dans  le  Chapitre  II  sur  les  précautions  à  prendre  dans  la  mise 
en  œuvre  des  deux  principes  fondamentaux.  Après  avoir  donné 
des  exemples  remarquables  de  leur  fausse  interprétation,  il 
traite  un  grand  nombre  de  problèmes  dont  le  choix  est  bien 
propre  à  captiver  le  lecteur  en  l'initiant  à  ce  genre  de  re- 
cherches. Nous  signalerons  particulièrement  les  questions  sui- 
vantes : 

Quelle  est  la  probabilité  des  brelans  au  jeu  de  la  bouillotte? 

Quelle  est  la  probabilité  de  la  chance  favorable  réservée  au 
banquier  dans  le  jeu  de  trente  et  quarante? 

Au  baccarat,  est-il  avantageux  au  ponte  de  demander  une 
carte  lorsqu'il  a  le  point  5? 

Les  réponses  aux  deux  premières  questions  résultent  de  for- 
mules ou  de  tableaux  que  nous  ne  saurions  rapporter  ici.  Quant 
à  la  troisième,  on  peut  dire  :  «  Si,  sans  jouer  au  plus  fin,  dès 
le  début  de  la  partie,  le  ponte  déclare  franchement  ses  habi- 
tudes, il  doit  tirer  à  5.  Si  les  conventions  du  jeu  permettent  la 
ruse,  il  doit  se  tenir  à  5,  en  faisant  croire  au  banquier,  s'il  le 
peut,  qu'il  a  l'habitude  de  tirer.  » 

III.  —  L'espéraxce  m.vthém\tiqle. 

On  appelle  espérance  mathé inatique  de  celui  qui  prétend  à 
une  somme  éventuelle  la  valeur  probable  de  cette  somme,  c'est- 
à-dire  le  produit  de  la  somme  par  la  probabilité  que  le  préten- 
dant a  (le  l'obtenir. 

Dans  tout  jeu  équitable^  la  mise  de  chaque  joueur  doit 
être  égale  à  son  espérance  mathématique  ;  et,  par  suite,  les 
mises  des  divers  joueurs  sont  proportionnelles  à  leurs  pro- 
babilités respectives  de  gagner.  C'est  la  règle  (\e?<  paris. 

Lorsque  des  joueurs  se  séparent  avant  que  la  partie  soit 
terminée,  ils  doivent  partager  l'enjeu  proportionnellement 
aux  probabilités  respectives  qu'ils  auraient  alors  de  ga- 
gner.  C'est  la  règle  des  partis  (compositio  sortis). 

Pierre  a  trois  pièces  de  S*^"",  Paul  en  a  deux.  Chacun  doit  jeter 
SCS  pièces,  cl  celui  qui  oblicndra  le  |)lu«  j^^rand  nmniiri-  do  faces 


(  •^5-  ) 
prendra  les  cinq  pièces.  Le  jeu  est-il  équitable?    Nullement,  il 
est  avantageux  pour  Pierre,   dont    l'espérance  mathématique, 

aoo 

—  j  est  supérieure  a  sa  mise. 
1 1 

Plusieurs  joueurs  ayant  déposé  chacun  i'^''  jettent  tour  à  tour 
[i.  dés.  L'enjeu  total  appartiendra  à  celui  qui  amènera  la  plus 
grande  somme  de  points  ou  sera  partagé  entre  ceux  qui  amè- 
neront une  même  somme  de  points  supérieure  à  celle  obtenue 
par  les  autres  joueurs.  Pierre  joue  le  premier,  il  amène  k  points; 
quel  est  le  nombre  d'adversaires  le  plus  favorable  à  ses  intérêts, 
c'est-à-dire  le  nombre  d'adversaires  qui  lui  laisse  la  plus  grande 
espérance  mathématique?  La  solution  dépend  d'une  équation 
aisée  à  résoudre  avec  une  table  de  logarithmes.  Par  exemple, 
si  le  nombre  des  dés  est  six  et  si  Pierre  a  obtenu  cinq  6  et  un  3, 
le  nombre  d'adversaires  le  plus  avantageux  est  i5i44- 

Parmi  les  questions  que  la  considération  de  l'espérance  ma- 
thématique permet  de  résoudre  avec  élégance  et  facilité,  il 
convient  encore  de  citer  le  problème  de  l'aiguille  et  celui  de 
Pétersbourg. 

Des  lignes  parallèles  et  équidistantes  sont  tracées  sur  un  plan 
indéfini;  on  lance  au  hasard  sur  ce  plan  une  aiguille.  Quelle 
est  la  probabilité  pour  que  l'aiguille,  parvenue  au  repos,  ren- 
contre l'une  des  parallèles?  La  théorie  répond 

il 
a  — 

l  étant  la  longueur  de  l'aiguille  et  a  la  distance  de  deux  paral- 
lèles. De  là  résulterait  un  moyen,  assurément  plus  curieux 
qu'utile,  de  calculer  approximativement  le  rapport  t:  de  la  cir- 
conférence au  diamètre. 

Le  problème  de  Pétersbourg  est  resté  célèbre  à  cause  des  con- 
troverses singulières  qu'il  a  suscitées. 

Pierre  et  Paul  jouent  à  pile  ou  face  aux  conditions  sui- 
vantes :  Pierre  payera  à  Paul  i^'  s'il  amène  pile  au  premier 
coup,  1^'  s'il  n'amène  pile  qu'au  deuxième  coup,  4^"^  s'il  n'amène 
pile  qu'au  troisième  coup,  .  . . ,  2'^-'  francs  s'il  n'amène  pile  qu'au 
^leme  coup,  et  ainsi  de  suite,  de  manière  que  la  partie  ne  se  ter- 
mine que  lorsque  Pierre  aura  amené  pile.  Quelle  est  l'espé- 
rance mathématique  de  Paul?  Le  calcul  apprend  que  cette  espé- 
rance est  infinie.  On  a  voulu  voir  là  un  paradoxe.  Un  tel  jeu 
est    déraisonnable,  d'jicrord:    il  pouirait  même  ficvcnir  imj)ra- 


(  558  ) 

licable  si  Tûn  introduisait  la  condition  de  déposer  la  mise  chaque 
fois  avant  de  jeter  la  pièce.  Mais  l'assertion  du  calcul  est  exacte, 
et  rien  ne  saurait  prévaloir  contre  elle,  ni  la  doctrine  de  l'es- 
pérance morale  de  Daniel  Bernoulli,  ni  les  dissertations  élo- 
quentes de  Bufl'on. 

«  Un  ingénieur  calcule  la  charge  capable  d'abaisser  deo^jôo 
le  tablier  d'un  pont.  L'épreuve  est  inutile,  imprudente,  dange- 
reuse; le  poids  calculé  est-il  moins  juste?  Il  est  mauvais  de 
trop  charger  un  pont,  mauvais  aussi  de  jouer  trop  gros  jeu. 
Cela  ne  change  ni  la  théorie  du  jeu,  ni  celle  de  l'élasticité.  » 

IV.  —  Les  épreuves  répétées  et  le  théorème  de  Bernoulli. 

La  théorie  des  chances  acquiert  une  grande  importance, 
lorsque,  au  lieu  de  l'appliquer  à  la  recherche  de  la  probabilité 
d'un  événement  qui  ne  doit  plus  se  reproduire,  on  considère 
des  épreuves  répétées  un  grand  nombre  de  fois  dans  des  circon- 
stances identiques. 

Soient  p  et  g  les  probabilités  de  deux  événements  contraires 
A  et  B,  en  sorte  que  p  -\-  q  =  i.  Désignons  par  la  notation 
(Â„jBu,-m)  l'événement  composé  qui  consiste  dans  m  appari- 
tions de  A  et  [JL  —  m  apparitions  de  B,  sur  \l  épreuves. 

La  probabilité  de  l'événement  (A„jB[i_,„)  est  égale  au 
(m-Hi)'^'"*  terme  du  développement  du  binôme  (p-+-g)"' 
ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  p. 

Par  exemple,  si,  dans  une  urne  renfermant  4  boules  blanches 
et  5  noires,  on  fait  trois  tirages  successifs  en  remettant  dans 
l'urne  la  boule  sortie,  la  probabilité  d'amener  i  blanche  et 
•1  rouges  sera 

9Vy/      243 

Tel  est  le  principe  des  épreuves  répétées.  On  en  déduit  ce 
corollaire  important  : 

Si  le  nombre  [x  des  épreuves  est  très  considérable,  l'évé- 
nement composé  le  plus  probable  est  (Ajji,,,,  Bix,y),  c'est-à-dire 
celui  où  les  événements  simples  A  et  B  entrent  proportion- 
nellement à  leurs  probabilités.  Cet  événement  composé, 
quoique  étant  le  plus  probable,  n'a  cependant  qu'une  probabi- 
lité très  faible  si  [jl  est,  comme  nous  le  supposons,  considérable. 

On  regarde  ordinairement  la  valeur  la  plus  probable  \xp  du 
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nombre  des  apparitions  de  lévénemenl  A  comme  une  valeur 
normale  à  laquelle  on  rapporte  les  autres  nombres  d'arrivées  de 
cet  événement.  Ainsi,  l'on  pose  m  =  \t.p  —  z-,  z  étant  d'ailleurs 
positif  ou  négatif;  il  en  résulte  \x  —  m  =  \i.q  -\- z,  en  sorte  que 
l'événement  composé  quelconque  ( A,„  Bjj,_„,)  ;  se  trouve  désigné 
par  (Au,p_sBjji,7+-)  la  quantité  s  est  ce  qu'on  nomme  Vécartrc- 
latif  à  cet  événement.  Si,  par  exemple,  à  pile  ou  face,  sur  loooo 
épreuves,  face  se  présente  6017  fois,  on  aura  [jl  =  loooo,  ^  =  1, 
d'où  00000  —  z  =  5017;  l'écart  sera  donc  —  17. 

Lorsque  [jl  est  un  grand  nombre,  le  calcul  des  termes  du  déve- 
loppement du  binôme  devient  impraticable,  même  avec  une 
Table  de  logarithmes;  il  faut  avoir  recours  à  la  formule  d'ap- 
proximation de  Stirling 

T  .2.3. .  ..r  =  e-^x^  ^-iTiX, 

dont   M.   Bertrand  donne  une  démonstration  simple  et    natu- 
relle. 

A  l'aide  de  cette  formule,  on  trouve 


(I) 


\/-}.T.\). 


pq 


pour  la  valeur  approchée  de  la  probabilité  de  la  combinaison 
(Ajj.;j,  B[j.y)  la  plus  probable. 

On  démontre  en  outre  que,  si  l'on  pose 


(2) 


(3) 


~    j    e-^'dr  =  6{i). 


pour  la  probabilité  que  l'écart  z  soit  compris  entre  a  et  —  a, 
c'est-à-dire  pour  que  le  nombre  d'arrivées  de  l'événement  A  soit 
compris  entre  \ip  —  a  et  \i.p  -t-  a. 

Enfin  de  cette  formule  remarquable,  qu'on  nomme  formule 
des  écarts,  résulte  aisément  la  proposition  suivante  : 

Soient  p  la  probabilité  de  l'événement  A  et  m  le  nombre 
des  apparitions  de  cet  événement  sur  \i.  épreuves;  on  peut 
prendre   [x  assez  grand  pour  qu'il  y  ait  une  probabilité 
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aussi  voisine  que  Von  voudra   de  la  certitude  que  l'écart 

relatif 

m 

devienne  inférieur  à  toute  quantité  donnée. 

C'est  le  théorème  de  Jacques  Bernoulli. 

Les  géomètres  du  xvii''  siècle,  Pascal,  Fermât,  Leibnitz, 
Huygens  n'avaient  guère  en  vue  que  le  problème  des  partis, 
et  le  Calcul  des  probabilités  n'était  à  leurs  yeux  qu'une  science 
purement  spéculative.  C'est  le  théorème  de  Bernoulli  qui, 
publié  en  1713  dans  VJrs  conj'ectandi,  a  donné  à  la  théorie 
des  chances  sa  valeur  objective. 

Outre  la  démonstration  qui  dérive  de  la  formule  des  écarts, 
M.  Bertrand  donne  du  théorème  de  Bernoulli  deux  preuves 
plus  élémentaires  fondées  sur  la  considération  de  la  valeur  pro- 
bable du  carré  ou  de  la  valeur  absolue  de  l'écart.  C'est  sans 
doute  par  inadvertance  que,  dans  le  premier  des  deux  Chapi- 
tres consacrés  à  ce  sujet,  le.  théorème  n'a  pas  été  énoncé  en 
termes  formels.  «  Le  hasard  corrige  le  hasard  »  est  une  image 
heureuse,  mais  qui  devrait  être  immédiatement  suivie  d'un 
énoncé  mathématique. 

Le  théorème  de  Bernoulli  est  susceptible  de  nombreuses  appli- 
cations :  mais  encore  y  a-t-il  certaines  précautions  à  prendre. 
Deux  conditions  sont  indispensables,  et  il  faut  préalablement 
s'assurer  qu'elles  sont  remplies  :  la  probabilité  doit  rester  con- 
stante pendant  les  épreuves;  elle  doit  en  outre  avoir  une 
valeur  objective,  c'est-à-dire  bien  déterminée  indépendamment 
des  renseignements  connus,  la  même  en  un  mot  pour  tous 
ceux  qui  l'évaluent  sans  se  tromper.  Par  exemple,  la  probabi- 
lité pour  qu'il  pleuve  demain,  la  probabilité  pour  qu'un  homme 
âgé  de  40  ans  vive  dans  dix  ans,  sont  subjectives  et  ne  com- 
portent pas  l'application  du  théorème  de  Bernoulli.  M.  Ber- 
trand se  livre  sur  ce  sujet  à  une  dissertation  un  peu  étendue, 
mais  fort  intéressante. 

V.  —  La  ruine  des  joueurs. 

Pierre  joue  à  un  jeu  équitable  une  série  de  parties.  Sa  mise 
à  chaque  partie  esta  et  celle  de  son  adversaire  est  b;  en  sorte 
que,  à  chaque  partie,  Pierre   expose  a  francs   ;iver  une   |>rol)a- 
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bilité  égale  à ,  d'en  çraojner  b.  Plus  b  est  'frand,  a  restant 

le  même,  plus  Pierre  joue  gros  jeu;  c'est  une  définition. 

Or  la  formule  des  écarts  montre  que  la  probabilité  P,  pour 
qu'après  ;a  parties  la  somme  perdue  ou  gagnée  par  Pierre  soit 
inférieure  à  une  somme  donnée  S,  a  pour  expression 

P  =  0 


La  situation  faite  à  Pierre  par  les  conditions  du  jeu  et  par  le 
nombre  [jl  des  parties  dépend  donc  uniquement  du  produit 
\Lab.  Plus  Pierre  joue  gros  jeu,  c'est-à-dire  plus  b  est  grand 
a  restant  le  même,  moindre  est  le  nombre  [jl  des  parties  qu'il 
faut  jouer  pour  amener  la  même  situation,  c'est-à-dire  le  même 
gain  final  ou  la  même  perte;  [jl  est  inversement  proportionnel 
à  b.  Ainsi  supposons  que,  dans  un  cas,  Pierre  expose  à  chaque 
partie  lo'^"'  pour  en  gagner  autant,  et  que  dans  une  seconde 
série  il  expose  encore  lo''^  pour  en  gagner  35o,  le  jeu  étant 
toujours,  bien  entendu,  supposé  équitable;  il  faudra  dans  ce 
second  cas  faire  un  nombre  de  parties  35  fois  moindre  que 
dans  la  première,  761  par  exemple  au  lieu  de  20000. 

La  quantité  i  —  P  représente  la  probabilité  pour  que  la 
perte  de  Pierre,  dans  \x  parties,  aux  conditions  indiquées,  soit 
plus  grande  que  S.  Or  les  Tables  de  la  fonction  0  donnent 

®(o,09)  =  o,  10; 
si  donc  on  pose 

S 
^^==0,09. 
\'i  \j.ab 

et  si  l'on  fait  a  =  6  =  i ,  la  formule 

;j.  ==  (6-2,4  )S2 
indiquera  le  nombre  des  parties  nécessaires  pour  que  la  proba- 
bilité d'une  perte  supérieure  à  S  soit  égale  à  — •  Ainsi,  à  i'"^  la 

partie,  pour  avoir  une  probabilité  égale  à  -      de  perdre  loo'S 

icoo'"",  loooo''',  looooo'^'',  ...,  il  faudrait  un  nombre  de  parties 
égal  à  624  mille,  62  millions  4oo  mille,  624°  millions,  624  mil- 
liards, etc. 

La  chance  de  perte  est  donc  loin   d'être  effrayante  quand  le 
Ann.  de  Mathénial..  '■'<'  sirin.  t.  Vil  (Décembre  1S88).       3G 
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noiiiljre  des  parties  est  fixé  (l"a\anco,  le  ièi;leinent  ayant  lieu  à 
la  fin. 

Cette  application  intéressante  de  la  formule  des  écarts  nous 
ramène  à  la  théorie  du  jeu,  qui  se  mêle,  bon  gré  malgré,  à  toute 
exposition  des  principes  du  Calcul  des  probabilités. 

La  question  de  la  ruine  des  joueurs  et  de  la  durée  du  jeu  a 
préoccupé  les  géomètres  les  plus  distingués,  Huygens,  Moivre, 
Lagrange,  Laplace,  Ampère,  etc.;  elle  est  cependant  loin  d'être 
épuisée,  tant  on  peut  changer  les  conditions  et  varier  le  point 
de  vue. 

Voici  les  principales  questions  traitées  dans  le  Livre  de 
M.  Bertrand. 

Pierre  joue  contre  le  public,  c'est-à-dire  contre  tout  venant, 
ou  encore  contre  un  adversaire  infiniment  riche.  Le  jeu  est 
équitable  ou  non,  mais  les  conditions  sont  invariables  d'une 
partie  à  l'autre.  Quelle  est  la  probabilité  pour  qu'il  finisse  par 
se  ruiner? 

Désignons  par  p  la  probabilité  que  Pierre  a  de  gagner  à 
chaque  partie,  par  a  sa  mise,  par  h  celle  de  l'adversaire  et  par  z 

la  quantité 

(a  -\-  b) p  —  a, 

que  nous  nommerons  V avantage  de  Pierre  à  chaque  coup; 
avantage  qui  est  nul  quand  le  jeu  est  équitable  et  qui  constitue 
en  réalité  une  défaveur  lorsqu'il  est  négatif. 

Cela  posé,  le  calcul  montre  que  la  ruine  de  Pierre  est  certaine 
si  s  est  négatif  ou  nul;  si  z  est  positif,  la  certitude  de  ruine  dis- 
paraît; c'est  le  cas  du  banquier  dans  les  jeux  publics.  Par 
exemple,  à  la  roulette  ordinaire,  la  probabilité  p  du  banquier 

-      1  ■  19  1  •         -  -1 

a  chaque  partie  est  -^1  et,  les  mises  étant  égales,  on  a 

z  =  a{ip  —  \)=  — . 

-*/ 

La  chance  de  ruine  du  banquier  est 

1 8  \  " 

n  étant  le  rapport  de  sa  fortune  à  la  mise  totale  (h;  l'un  des 
coups.  Cette  chance  est  très  faible  ;  pour  11  =  1000,  elle  est  plus 
petite  que 

o ,  00000  00000  00000  00000  nO(  )~ . 
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Connaissant  la  fortune  m  de  Pierre,  on  peut  se  demander 
quelle  est  la  probabilité  pour  que  Pierre,  jouant  contre  le  pu- 
blic, dans  des  conditions  équitables,  soit  ruiné  juste  à  la  fin  de 
la  [x"™®  partie.  L'enjeu  étant  de  i*^''  la  partie,  on  trouve  pour 
cette  probabilité  la  valeur  approchée  très  simple 


d'où  résulte  la  probabilité 

^  f   ni- 

I  — e    -7= 

pour  que  Pierre  soit  ruiné  avant  le  [jl'^'""'  coup.  Par  exemple,  si 
m  =  100^',  la  probabilité  pour  que  la  ruine  de  Pierre  précède 
la  dix-millième  partie  est  o,3i54.  De  la  première  formule  on 
déduit  encore  que  le  nombre  u.  des  parties  pour  lequel  la  pro- 
babilité de  voir  Pierre  ruiné  juste  au  [jl"™"  coup  a  la  valeur 
maxima  est 

11=  ^m'-\ 

ce  nombre  est  égal  à  3333  quand  mesl  égal  à  100,  et  la  proba- 
bilité maxima  est 

0,0000925. 

Pierre  et  Paul,  dont  les  fortunes  sont  respectivement  A  et  B, 
font  un  nombre  illimité  de  parties.  Quelle  est  pour  Pierre  la 
probabilité  P  de  ruiner  Paul?  Si  le  jeu  est  équitable,  on  a 

P  =  _^-    . 
A-+-B 

Quand  le  jeu  n'est  pas  équitable,  la  réponse  est  moins  simple; 
en  désignant  par  a  et  b  les  mises  à  chaque  coup,  par  p  et 
q  =^i  —  y)  les  probabilités  respectives  de  Pierre  et  de  Paul  pour 
gagner  chaque  partie,  on  a 

a  désignant  la  racine  positive,  autre  que  i,  de  l'équation  tri- 
nôme 

p\a-h/>_  X«-l-  ^  =  O. 


(  m  ) 

Le  résultai  se  traduit  aisément  en  langage  ordinaire  dans  le 
cas  particulier  où  a  —  b  —  i  et  A  =  B.  Les  chances  de  ruine 
pour  les  deux  joueurs  sont  dans  le  rapport  de  p^  à  q^. 

Pierre  et  Paul  jouent  l'un  contre  l'autre  jusqu'à  la  ruine  de 
l'un  d'eux;  A  et  B  sont  leurs  fortunes  primitives,  a  et  b  leurs 
mises  à  chaque  j^artie,  p  el  q  =  t  — p  leurs  probabilités  res 
pectives  de  gagner  l'une  quelconque  des  parties.  Quelle  est  la 
valeur  probable  V  du  nombre  des  parties  qui  seront  jouées? 
En  d'autres  termes,  si  l'on  promet  à  une  troisième  personne, 
Jean,  qui  ne  participe  pas  au  jeu,  i'^''  par  partie  jouée,  quelle 
est  l'espérance  mathématique  de  Jean?  Lorsque  le  jeu  est  équi- 
table, on  a 

ab 

le  nombre  probable  des  parties  est  proportionnel  au  produit 
des  fortunes.  Mais  qu'arrive-t-il  quand  le  jeu  n'est  pas  équi- 
table et  quelle  proposition  faut-il  substituer  au  théorème  si 
élégant  de  M.  Bertrand?  L'étude  de  ce  cas  nous  a  conduit  à  une 
proposition  qui  se  recommande  aussi  par  sa  simplicité;  la  for- 
mule est  alors 

_  (  A  H-  B  )  I  '  —  A 
(a  -h  b)p  —  a 

où  P  désigne  la  probabilité,  calculée  dans  l'alinéa  précédent, 
pour  que  Pierre  ruine  Paul.  En  donnant  au  mol  avantage  le 
sens  précis  que  nous  avons  indiqué  au  commencement  de  ce 
paragraphe,  on  peut  dire  :  le  nombre  probable  des  parties  est 
égal  au  rapport  de  l'avantage  total  de  l'un  quelconque  des  deux 
joueurs  à  l'avantage  du  même  joueur  dans  chaque  partie. 

A  propos  de  ce  théorème,  M.  Bertrand  signale  une  tentative 
de  démonstration  a  priori  qu'il  propose  comme  un  nouvel 
exemple  de  ces  raisonnements  en  apparence  fort  plausibles, 
mais  dépourvus  de  rigueur,  auxquels  on  est  particulièrement 
exposé  dans  la  théorie  des  chances.  Qu'on  nous  permette  ici 
une  réflexion.  Les  vues  a  priori  procurent  à  l'esprit  une  satis- 
faction incontestable.  Mais  la  plupart  de  ces  démonstrations 
ne  sont-elles  pas  suggérées  par  la  connaissance  préalable  du 
résultat?  Lorsque  Poinsot  disait  :  «  les  formules  ne  donnent  que 
ce  qu'on  y  a  mis  »,  ne  plaidait-il  pas  un  peu  sa  propre  cause? 
Pris  à  la  lettre,  cet  aphorisme  de  l'éminent  géomètre  ne  serait 
rie-n  moin';  (pie   la   iirgiiîion   de   rAlgrhrc  Le;   I  rnnsforrnalions 
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d'une  équation  algébrique  ne  sont  au  fond  que  des  transforma- 
lions  de  l'idée  qu'elle  exprime;  mais,  faites  d'une  main  sûre 
d'ajîrès  des  règles  connues,  elles  conduisent  naturellement  à 
des  rapprochements  qui,  sans  le  secours  des  formules,  reste- 
raient souvent  inaperçus. 

Pierre  et  Paul  jouent  l'un  contre  l'autre  avec  des  probabi- 
lités égales.  Ils  possèdent  chacun  n  francs  avant  d'entrer  au 
jeu;  à  chaque  partie  le  perdant  donne  i'^'"au  gagnant,  et  le  jeu 
ne  cesse  que  lorsque  l'un  quelconque  des  joueurs  est  ruiné. 
Quelle  est  la  probabilité  pour  que  le  jeu  se  termine  précisément 
à  la  fin  de  la  [j.""^  partie?  Cette  probabilité  est  nulle  si  ijl  —  n 
est  impair;  mais,  si  \j.  —  n  est  pair,  l'expression  de  la  probabi- 
lité, sans  être  compliquée,  ne  saurait  être  traduite  simplement 
en  langage  ordinaire;  elle  contient  en  facteur  un  déterminant 
composé,  chose  assez  curieuse,  avec  les  coefficients  de  la  fonc- 
tion bien  connue  V^  que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  de  la 
division  du  cercle  en  parties  égales.  Pour  n  =  2  ou  «  =  3,  ce 
déterminant  se  réduit  à  son  terme  principal  et  l'on  obtient  les 
résultats  suivants  :  si  la  fortune  primitive  de  chacun  des  joueurs 
est  de  2*^'",  la  probabilité  pour  que  le  jeu  cesse  au  a;;.'""''  coup 

est  (  -  ]    j  tandis  que,  si  la  fortune  primitive  est  égale  à  S'"",  la 

probabilité  pour  que  le  jeu  se  termine  à  la  ( 2  [jl -1- 1  )"""*  partie 

"'4(4)    ■ 

Les  joueurs  systématiques  espèrent  accroître  leurs  chances 
de  gain  en  observant  une  certaine  progression  dans  leurs  mises, 
en  réglant  d'une  certaine  façon  leurs  entrées  au  jeu  et  leurs 
sorties.  Pierre,  par  exemple,  entre  au  jeu,  supposé  équitable, 
avec  la  résolution  de  continuer  tant  qu'il  gagnera  et  de  se  re- 
tirer dès  sa  première  perte.  Il  se  dit  que  le  nombre  des  parties 
pouvant  être  illimité,  son  bénéfice  peut  être  immense,  tandis 
que  sa  perte  ne  peut  dépasser  sa  mise  pour  une  seule  partie. 
Pierre  se  leurre  d'un  vain  espoir;  p  étant  sa  probabilité  et 
(7  =  1  —  p  celle  de  son  adversaire  pour  gagner  l'une  quelconque 
des  parties,  et  a/  et  bi  désignant  les  mises  des  deux  joueurs  à 
la  partie  de  rang  i,  la  valeur  probable  des  sommes  que  Pierre 
espère  toucher  a  pour  expression 

pqKa\-\-  b,)  -^  p-q(ai  -\-  by-\-  a-^-h-  bo) 

—  p^'  q(  ai-+-  bi  -.-  Cfn  -r-  bi-r-  03  -f-  /^i  )  -i-  . 
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tandis  que  la  valeur  probable  de  ses  débours  possibles  est 

qcii  -+-  pcj{ai-\-  a^)  -\-  p^cj{ai  +  a^-h  a-j)  -\-.  .  .; 

or  ces  deux,  valeurs  sont  égales,  puisque,  le  jeu  étant  équitable, 
on  a 

p(ai-^  bi)  =  ai. 

Ce  calcul  n'était  pas  d'ailleurs  indispensable.  Toutes  les  combi- 
naisons plus  ou  moins  ingénieuses  des  joueurs  systématiques 
sont  illusoires;  si  le  jeu  est  équitable,  l'espérance  mathématique 
du  joueur  est  pour  chaque  partie  égale  à  celle  de  son  adver- 
saire, et  cette  égalité  subsiste  quels  que  soient  la  progression 
des  mises  et  le  nombre  des  parties.  Le  joueur  peut  accroître  la 
valeur  possible  de  son  gain,  mais  en  diminuant  proportionnel- 
lement la  probabilité  de  l'obtenir. 

YI.  —  Lv    l'IlOBABILITli   A    POSTEUIORI. 

Après  cette  digression  sur  la  durée  du  jeu,  revenons  aux 
principes;  il  n'en  reste  plus  qu'un  à  exposer  :  c'est  le  théorème 
sur  la  probabilité  des  causes  ou  la  probabilité  a  posteriori,  que 
Bayes  a  fait  connaître  en  1768  dans  les  Transactions  philoso- 
phiques. 

Il  résulte  des  principes  de  la  probabilité  totale  et  de  la  pro- 
babilité composée  que,  lorsqu'un  événement  E  peut  provenir 
de  plusieurs  causes  Ci,  G2,  ...,  C;i  qui  s'excluent  mutuelle- 
ment, sa  probabilité  a  pour  expression 

Pïfjx-^  Piqi-^  ■  ■  --^  Pnq  n, 

qt  désignant  la  probabilité  d'action  a  priori,  c'est-à-dire  avant 
toute  épreuve,  de  la  cause  G,-,  et  pi  désignant  la  probabilité 
que  la  cause  G,-,  quand  elle  agit,  donne  à  l'événement. 

Mais,  après  l'épreuve,  quand  l'événement  E  est  arrivé,  la 
probabilité  Q^  pour  qu'il  soit  dû  à  l'action  de  la  cause  G;  dif- 
fère de  qi\  on  lui  donne  le  nom  de  probabilité  a  posteriori 
de  la  cause  considérée. 

Un  exemple  rendra  la  distinction  très  sensible  :  deux  urnes, 
d'apparence  semblable,  renferment,  la  première,  6  boules  blan- 
ches et  I  noire;  la  seconde,  'i  boules  blanches  et  5  noires; 
l'événement  consiste  dans  l'extraction  d'une  boule  blanche.  Les 
causes    sonl     ici     les    (h'ii\     utiles;     leurs    |>rolialiiliti''s    d'isclioii 
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a  priori  sont  q^^^  q=,_^=.  -.    puisque  les  urnes  sont  semblables. 

Les   probabilités  que   le   choiv  de  l'urne  donne  à  l'événement 

6  ,  .,  2  ,  , 
sont/)i=  -  pour  la  première  urne  et  /»2  =  "  pour  la  seconde; 

7  7 

en  sorte  que  la  probabilité  de  la  sortie  d'une  lioule  blanche  est 

I     G  I     •>.  4 


Posons  maintenant  la  question  d'autre  sorte.  Supposons  que 

l'événement  ait  eu  lieu,  que  la  boule  tirée  soit  blanche.  Si  l'on 

demande  quelle  est  alors  la  probabilité  Qi  pour  que  la  boule 

provienne  de   la  première  urne,  on  sent  bien  que  Qi   n'est  pas 

,    ,    I  •    1    • 

égal  a  ->  mais  lui  est  supérieur. 

La  règle  de  Bayes  a  pour  objet  la  détermination  de  ces  pro- 
babilités a  posteriori  Qi,  Q»,  ..  .,  Q,j.  Voici  son  énoncé  : 

Plusieurs  causes  Ci,  Co,  .  . .,  C,i peuvent  produire  un  évé- 
nement E;  qi,qo,  ...,  qn  sont  les  probabilités  a  priori  de 
ces  causes,  et pi,  />2,  . . .,  pa  sont  les  probabilités  que  cha- 
cune déciles  donne  à  l'événement.  Quand  l'événement  E 
a  eu  lieu,  la  probabilité  Qi  pour  qu'il. soit  dû  à  la  cause  Ci 
est  donnée  par  la  formule 

Pi9i 


(4)  Q^- 


/'l?l+/'2<72-^-  -'-^Pnqn 


En  d'autres  termes,  les  probabilités  a  posteriori  Qt,  Q,,  ...,  Q« 
sont  proportionnelles  aux  produits  de  la  probabilité  a  priori 
de  chaque  cause  par  la  probabilité  qu'elle  donne  à  l'événe- 
ment. 

Dans  l'evcmple  considéré  ci-dessus,  on  a 

Qi=?  et  Q,=  7- 

4  4 

Une  urne  contient  des  boules  blanches  et  des  boules  noires. 
Chaque  boule  porte  un  des  n""  1,  2,  ...,  n.  On  connaît  pour 
l'un  quelconque  i  de  ces  numéros  le  rapport  qi  du  nombre  des 
boules  marquées  i  au  nombre  total  des  boules,  et  aussi  le  rap- 
port/?,  du  nombre  des  boules  blanches  marquées  i  au  nombre 
total  des  boules  qui  portent  le  même  numéro.  On  a  tiré  une 
houle,  elle  c-^t  blanclic:  quelle  e-l  i;i  pioi);diilité  H,-  pour  i|m"(IIc 
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porte  le  n°  i'?  La  solution  est  donnée  par  la  formule  (4)  :  ici  ce 
sont  les  numéros  qui  représentent  les  causes. 

Une  urne  contient  [jl  boules,  blanches  ou  noires,  en  propor- 
tion inconnue.  On  a  fait  n  tirages,  en  remettant  chaque  fois 
dans  l'urne  la  boule  sortie.  Les  n  tirages  n'ont  amené  que  des 
boules  blanches.  Quelle  est  la  probabilité  Q|j  pour  que  toutes 
les  boules  de  l'urne  soient  blanches? 

Toutes  les  hypothèses  sur  la  composition  de  l'urne  sont  pos- 
sibles :  ce  sont  là  les  causes  Cq,  Cj,  G-i,  ...,  Cjj..  La  cause  Ci, 
relative  au  cas  où  l'urne  serait  composée  de  i  boules  blanches 
et  de  [j. —  i  boules  noires,  donne  à  l'événement  la  probabilité 

/>;■:=  {—  )  •  ÎMais  les  probabilités,  a  pj'iori,  q^,  ....  </,j,  des  di- 
verses compositions  de  l'urne  restent  complètement  inconnues. 
La  probabilité  demandée ,  c'est-à-dire  la  probabilité  a  poste- 
riori de  la  cause  Ga,  contient  donc  dans  son  expression 

O    -  t^  

vu  — 


les  rapports  inconnus  de  q^,  i^o,   •  .  .,  q<}.-\  à  q^.- 

Le  problème,  tel  qu'il  est  posé,  est  donc  insoluble,  les  don- 
nées étant  insuffisantes,  il  devient  bien  déterminé,  si  l'on  ad- 
met que  toutes  les  compositions  de  l'urne  sont  également  pos- 
sibles :  les  rapports  en  question  sont  alors  égaux  à  l'unité  et 
l'on  a 

Q,= '^^ 


Le  problème  serait  encore  déterminé,  mais  le  résultat  se- 
rait tout  autre,  si  l'on  admettait  que  la  composition  de  l'urne 
a  été  faite  au  moyen  d'un  tirage  au  sort  de  la  couleur  blanche 

ou  noire,  avec  probabilité  -  pour  chacune  des  couleurs,  ou,  ce 

qui  revient   au    même,  en   tirant  à  pile  ou   face  la  couleur  de 
chaque  boule.  Alors,  les  probabilités  a  priori  qo,  qi,  qi-,  •■  ■,(/[>. 

seraient   les   divers    termes  du  développement  de  /  -  -f-  -  1    , 
et  l'on  aurait 
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Une  indétermination  du  même  genre  se  rencontrerait  dans  le 
problème  suivant  : 

Une  urne  contient  [Jt.  boules,  blanches  ou  noires,  en  propor- 
tion inconnue.  On  a  fait  ni-^  n  tirages,  en  remettant  chaque 
fois  dans  l'urne  la  boule  sortie.  On  a  ainsi  obtenu  m  boules 
blanches  et  n  noires.  Quelle  est  la  composition  la  plus  pro- 
bable de  l'urne? 

Toutes  les  hypothèses  sur  la  composition  de  l'urne  étaient 
possibles  avant  l'épreuve.  Le  nombre  x  des  boules  blanches 
peut  prendre  toutes  les  valeurs  entières  entre  o  et  u;  chacune 
de  ces  hypothèses  sur  la  valeur  de  x  donne  à  l'événement, 
c'est-à-dire  à  la  sortie  de  m  blanches  et  de  n  noires,  la  pro- 
babilité 

I  .  2 .  .  .  (  «i  -f-  rt  )    (  x\"'  j  x' 


mais  la  probabilité  a  priori  de  chacune  de  ces  hypothèses  sur 
la  valeur  de  x  reste  inconnue,  et  le  problème  reste  insoluble 
tant  qu'on  n'ajoute  rien  à  l'énoncé. 

Si  l'on  complète  l'énoncé  en  regardant  toutes  les  hypo- 
thèses, en  nombre  infini,  comme  également  possibles,  les  quan- 
tités q  qui  figurent  dans  la  formule  de  Bayes  disparaissent,  et 
les  probabilités  a  posteriori  0  deviennent  simplement  pro- 
portionnelles aux  valeurs  de  p,  c'est-à-dire  aux.  valeurs  de 

x'"{\i  —  x)". 

La  composition  la  plus  probable  de  l'urne  répondra  donc  à 
la  valeur  de  x  qui  rend  ce  produit  maximum  ;  et  comme,  d'a- 
près un  théorème  élémentaire,  cette  valeur  de  x  est  donnée 
par  la  relation 


on  voit  que,  dans  la  composition  la  plus  probable,  le  rapport 
du  nombre  des  boules  blanches  à  celui  des  boules  noires  sera 
celui  de  ni  à  n. 

Si  l'on  complétait,  au  contraire,  l'énoncé,  en  admettant,  ce 
qui  est  plus  rationnel,  que  la  composition  de  l'urne  a  été  fixée 
par  le  hasard,  c'est-à-dire,  comme  nous  l'avons  expliqué  au 
problème  précédent,  en  tirant  à  pile  ou  face  la  couleur  de 
chaque  boule,  le  résultat  serait  bien  différent.  On  trouve  alors 
que,  dans  la   composition  la  plus  probable   fie  l'urne,   le   rap- 
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])ort  du  nombre  des  boules  blanches  à  celui  des  boules  noires 
est,  si  [j.  est  assez  grand,  égal  au  rapport  de  [x-i-2/n  à 
[i-i-  o.n. 

Il  faut  bien  le  dire  :  on  a  fait  parfois  de  la  règle  de  Bayes  des 
applications  bien  peu  judicieuses.  Buffon  a  jeté  4o4o  fois  une 
pièce  de  monnaie  et  a  obtenu  face  2048  fois.  Quelle  est  la  pro- 
babilité pour  que  la  |)iècc  fût  imparfaite  et  eût  une  tendance 
à  favoriser  face?  La  question  est  insoluble,  les  données  man- 
quent, la  probabilité  a  priori  de  telle  ou  telle  imperfection  de 
la  pièce  est  inconnue.  Poisson  l'a  cependant  calculée.  Mais  son 
raisonnement   suppose  que,  si  l'on  désigne  respectivement  par 


1-  ^  et z  les  probabilités  données  par  la  pièce  à  l'arrivée 

2  2 

de  face  et  à  l'arrivée  de  pile,  toutes  les  valeurs  de  z  entre 

2 

et  H soient  également  possibles  a  priori.  Il  trouve  0,81  pour 

la  probabilité  que  z  soit  positif.  M.  Bertrand  fait  voir  que,  si  la 
pièce  n'avait  été  jetée  qu'une  fois  et  qu'elle  eût  montré  face,  un 
calcul  fondé  sur  le  même  principe  donnerait  0,75  pour  la  pro- 
babilité que  la  pièce  eût  une  tendance  à  favoriser  face.  Or,  dans 
ce  cas,  l'événement  ne  saurait  évidemment  rien  apprendre  sur 
la  qualité  de  la  pièce.  Que  vaut  donc  le  principe  du  calcul  de 
Poisson? 

La  liste  serait  longue  des  erreurs  de  ce  genre,  que  M.  Ber- 
trand se  plaît  à  relever,  saisissant  ainsi  l'occasion  d'exercer  sa 
verve  étincelante,  pour  la  grande  joie  de  ses  lecteurs. 

Un  corollaire  important  du  théorème  de  Bayes  est  relatif  à 
la  recherche  de  la  probabilité  des  événements  futurs  dcduilc 
des  événements  observés.  Le  voici  : 

Soient  E  et  E'  deux  événements  dépendant  Vun  et  l'autre 
des  causes  C-i,  Ca,  .  .  .,  C^  dont  les  probabilités  a  priori  sont 
q\,  (79,  .  .  .,  cjn'y  soient  encore  pi,  />2,  ...,  p,i  les  probabilités 
que  ces  causes  donnent  à  l'événement  E,  et  p\,  p'^,  ....  p'„ 
les  probabilités  qu'elles  donnent  à  l'événement  VJ  .La  proba- 
bilité pour  que,  l'événement  Ji  ayant  eu  lieu.,  l'événement  E' 
se  pi'oduise,  a  pour  expression 

( 5  /^i P'i^i-^ Pi P'i  ^2 -f- •  •  •  -t-  fiijh,  qn 

Piqi+p-iq-i-^--  '-^ Paqn 

l'ar  exemple,  une  urne  contient    des   bouii-s   Idanclic-   et    de- 


(  ^-v  ) 

boules  noires  en  proportion  inconnue;  toutes  les  hypothèses  sur 
la  composition  de  l'urne  sont  supposées  également  possibles. 
On  a  fait  m  -+-  n  tirages,  en  remettant  chaque  fois  dans  l'urne 
la  boule  sortie.  On  a  amené  de  la  sorte  m  boules  blanches  et 
n  noires.  Quelle  est  la  probabilité  pour  qu'un  nouveau  tirage 
donne  une  boule  blanche?  On  trouve 


Plus  encore  peut-être  que  le  théorème  de  Bayes,  cette  for- 
mule a  donné  lieu  à  des  applications  ridicules.  Condorcet  n'est- 
il  pas  allé  jusqu'à  en  déduire  la  probabilité  pour  que  le  Soleil 
se  lève  demain  !  Mais  comment  accepter  l'assimilation  entre  la 
probabilité  de  voir  le  Soleil  se  lever  et  celle  d'extraire  une 
boule  blanche?  L'une  des  probabilités  est  subjective,  l'autre  est 
objective.  D'après  Condorcet,  la  probabilité  de  voir  le  Soleil  se 

lever  a  donc  été  -  au   lendemain  de  la  création  de  l'homme, 

3  ,      ,        .        4  .  .  366  , 

—  au  surlendemain,    -  au  jour  suivant,  r;-^  =  0,997  au  bout 

d'une  année;  elle  serait 

aigiooi 


2191502 


=  o>999  999 


après  six  mille  ans. 

Si  la  croyance  au  lever  du  Soleil  s'est  changée  en  certitude, 
«  c'est  par  la  découverte  des  lois  astronomiques  et  non  par  le 
succès  renouvelé  d'un  même  jeu  de  hasard  ». 

Vil.   —   l.\   LOI    UE    PROBABILITÉ   DES   ERREURS   FORTUITES. 

Parmi  les  applications  de  la  doctrine  des  chances,  celle  qui 
olTre  le  plus  d'intérêt  est  relative  à  la  combinaison  des  erreurs 
d'observation. 

Il  semblait  qu'il  n'y  eût  guère  qu'à  glaner  dans  un  ciianip 
si  habilement  exploité  |iar  Gauss  :  on  va  voir  cependant  quelle 
moisson  abondante  Î\I.  Bertrand  a  su  encore  y  recueillir.  Mais, 
avant  d'analyser  les  (pialre  Chapitres  consacrés  à  ce  sujet,  nous 
devons  préciser  le  problème  à  résoudre. 

Les  erreur^   itilKM-cnlcs  à    la  mesure  fie   toute   grimdeur  pliy- 


(  ^>r-  ) 

sique  sont  dites  syslemaliques  ou  fortuites,  suivant  que  les 
causes  qui  les  produisent  sont  permanentes  et  régulières  ou  ir- 
régulières et  accidentelles.  Les  erreurs  provenant  d'une  imper- 
fection spéciale  de  l'instrument  employé,  d'une  tendance  par- 
ticulière de  l'observation,  d'une  défectuosité  de  la  théorie,  etc., 
se  rapportent  à  la  première  classe,  tandis  qu'il  faut  ranger  dans 
la  seconde  les  erreurs  dues  à  l'imperfection  générale  de  nos 
sens,  aux  ébranlements  de  l'air,  aux  trépidations  des  sup- 
ports, etc.  Nous  excluons  de  la  recherche  actuelle  les  erreurs 
systématiques  :  c'est  à  l'observation  qu'il  appartient  de  recher- 
cher les  causes  qui  peuvent  engendrer  une  erreur  constante, 
pour  apprécier  leur  eflet  et  en  purger  les  observations.  Il  en 
est  tout  autrement  des  erreurs  fortuites;  on  est  obligé  de  les 
tolérer,  et  c'est  par  une  combinaison  habile  des  résultats  qu'on 
peut  réduire  leur  influence. 

La  question  se  pose  dès  lors  en  ces  termes  : 

On  a  déterminé,  à  l'aide  d'observations  faites  avec  le  même 
soin,  les  valeurs 

r,,   ro,    .  .  .,  /•„ 
de  n  fonctions, 

.A(u,v,w, ...),    y;(u,  v,w, ...).    ...,    /,(u,v,w. ...;>, 


de  m  inconnues  U,  V,  W,  .  .  .;  n  est  plus  grand  que  m.  On  de- 
mande de  trouver  les  meilleures  valeurs  de  U,  V,  W,  .... 

A  chaque   système  m,  f,   (*>,  ...   de  valeurs  attribuées  à  U, 
V,  W,  . . .  répondent  des  différences 

/i(m,  V,  w,  ...)  —  /'i, 
f.2{u,  »',  (F,  ...)  — ;-î, 


fn(ll,  i',  »'.   •  .  .)  —  ''n 


entre  les  valeurs  calculées  et  les  valeurs  observées.   On  donne 
à  ces  différences  le  nom  de  résidus. 

L'idée  qui  s'offre  la  première  serait  de  choisir  les  valeurs  de 
u,  (',  w,  ...  qui  rendent  minimum  la  somme  des  valeurs  abso- 
lues des  résidus.  Mais,  comme  l'Analyse  mathématique  se  prête 
mal  à  cette  condition,  Legendre  a  été  conduit  à  considérer  une 
somme  de  puissances  paires  des  résidus,  et  |)articulièrement  la 
somme  de  leurs  carrés,  afin  d'éviter  la  complication  des  cal- 
culs. La  méthode  à  laquelle  il  a  donné  le  nom  de  méthode  des 
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moindres  carres  coiisisle  donc  dans  le  choix  des  valeurs  de  u, 
V,  iT',  ...  qui  rendent  les  sommes  des  carrés  des  résidus  mi- 
nima. 

Ces  considérations  n'ont,  il  est  vrai,  rien  de  rigoureux;  mais 
il  faut  reconnaître  aussi  que  la  question  a  été  posée  d'une  ma- 
nière un  peu  vague.  L'énoncé  devient  plus  précis  lorsque,  au 
lieu  de  demander  les  valeurs  les  meilleures,  on  demande  les  va- 
leurs les  plus  probables. 

Seulement  une  nouvelle  question  surgit  alors  :  quelle  est  la 
loi  de  probabilité  des  erreurs  fortuites?  Voici  ce  qu'il  faut 
entendre  par  là  : 

D'après  le  principe  de  la  probabilité  totale,  si  un  intervalle 
56  compose  de  plusieurs  autres,  la  probabilité  pour  qu'une 
erreur  tombe  dans  l'intervalle  total  est  la  somme  des  probabi- 
lités pour  qu'elle  tombe  dans  chacun  des  intervalles  partiels. 
La  probabilité  pour  qu'une  erreur  tombe  entre  x  et  x  -\-  dx  est 
donc  la  différentielle  o{x)dx  de  la  fonction  qui  exprime  la 
probabilité  pour  que  l'erreur  tombe  entre  o  et  x,  et  la  proba- 
bilité pour  qu'une  erreur  tombe  entre  a  et  b  est  exprimée  par 
l'intégrale 

/     o(x)dx. 
«  Il 

La  recherche  de  la  fonction  o{x),  qu'on  nomme  \a  facilité 
de  l'erreur  x,  est  donc  la  première  à  entreprendre. 

.  Disons  tout  de  suite  avec  Gauss  que,  à  proprement  parler, 
cette  recherche  est  vaine  :  «  Vix,  ac  ne  vixquidem,  nunquam 
in  praxi  possibile  erit.  hanc  functionem  a  priori  assi- 
fçnare.  »  On  ne  saurait  découvrir  ce  qui  n'existe  pas;  mais  on 
peut  chercher  une  expression  analytique  qui  traduise  fidèle- 
ment les  caractères  généraux  des  erreurs  fortuites  et  que  ses 
conséquences  justifient. 

Tout  le  monde  s'accorde  à  reconnaître  aux  erreurs  fortuites  les 
trois  caractères  suivants  :  deux  erreurs  égales  et  de  signes  con- 
traires ont  la  même  probabilité;  dans  une  même  série  d'obser- 
vations, toutes  les  erreurs  restent  comprises  entre  deux  limites 
très  resserrées  —  l  cl  -\-  l^  dont  la  valeur  absolue  dépend  du 
genre  des  observations;  enfin,  entre  les  limites  —  ^  et  -  -  /,  les 
erreurs  sont  réparties  de  telle  façon  que  les  plus  petites  soient 
notablement  les  plus  probables. 

Il   résultf  de  là   que    -il'.r)    doit  être    une    fonclion    impaire. 
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prenant  sa  valeur  maximum  |)our  x  ^^  o,  puis  décroissant  ra- 
pidement quand  x  varie  tie  o  à  ±  l,  de  manière  à  avoir  des 
valeurs  insensibles  entre  —  /  et  —  ce,  ainsi  qu'entre  +  Z  et  -+-  ce; 
on  a  d'ailleurs  par  là  même 


(6) 


/         o{x)dx^=i,  j      xo(x)dx=^o. 


Ces  diverses  propriétés  sont  insuffisantes  pour  déterminer 
cp(a7).  Mais  il  n'en  est  plus  ainsi  lorsque  les  observations 
sont  assez  bien  faites  pour  que  les  carrés  et  les  |)roduits  des 
erreurs  soient  négligeables;  dans  ce  cas,  comme  le  démontre 
M.  Bertrand,  on  a 

(7)  ^(.r)  =  ^e-'^'-\ 

V- 

La  dernière  condition  énoncée  est  en  général  remplie  dans  la 
pratique;  c'est  ce  qui  explique  pourquoi  cette  formule  se  trouve 
si  bien  justifiée  par  ses  conséquences. 

Cette  loi  de  probabilité  des  erreurs  fortuites  a  été  donnée 
pour  la  première  fois  par  Gauss,  dans  sa  Théorie  du  mou- 
vement des  corps  célestes.  La  méthode  des  moindres  carrés 
en  est  un  corollaire  immédiat.  Dans  le  cas  particulier  oia  il 
s'agit  d'une  même  grandeur  X  dont  on  fait  n  mesures  x^, 
a?2,  .  .  .,  oc,i,  la  méthode  donne  la  moyenne  arithmétique 


pour  la  valeur  la  plus  probable  de  X. 

C'est  en  quelque  sorte  la  marche  inverse  de  la  précédente 
que  Gauss  a  suivie  pour  établir  la  formule  (7).  Il  prend  pour 
point  de  départ  cette  proposition  regardée  comme  un  axiome  : 
la  moyenne  arithmétique  entre  plusieurs  mesures  est  la  valeur 
la  plus  probable. 

Après  avoir  rapporté  la  démonstration  de  Gauss,  M.  Bertrand 
se  pose  une  question  intéressante  et  qu'il  résout  avec  beaucoup 
de  bonheur  :  si,  au  lieu  de  prendre  la  moyenne  arithmétique 
pour  valeur  la  plus  probable,  on  attribuait  cette  propriété  à 
une  aiilr(>   fond  ion 

•i/(,ri,  x.,,  .  .    ,Xn) 
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des  a  mesures,  existerail-il  une  loi  correspondante  de  proba- 
hililé  des  erreurs?  La  réponse  est  négative;  elle  s'exprime 
élégamment  :  l'existence  d'une  loi  de  probabilité  impose  à  la 
fonction  <b  une  forme  telle  que,  si  l'on  donne  à  toutes  les  me- 
sures prises,  x^,  x^,  ..,,  Xn,  un  même  accroissement  quel- 
conque a,  la  fonction  croisse  elle-même  de  a. 

Pour  compléter  l'étude  de  la  loi  de  Gauss,  il  faut  indiquer  la 
signification  du  paramètre  k,  apprendre  à  calculer  pour  chaque 
série  d'observations  la  valeur  correspondante  de  ce  paramètre, 
enfin  montrer  comment  on  a  pu  vérifier  l'exactitude  de  la  for- 
mule (  7  ). 

Quand  on  a  effectué  sur  un  angle  deux  séries  de  mesures,  en 
changeant  d'instrument  d'une  série  à  l'autre,  si  une  erreur 
d'une  minute  dans  le  premier  système  est  aussi  probable  qu'une 
erreur  d'une  seconde  dans  l'autre,  chacun  s'accordera  à  re- 
connaître que  le  second  système  de  mesures  est  60  fois  plus 
précis  que  le  premier.  Nous  dirons  donc,  d'après  cela  et  d'une 
manière  générale,  que  la  précision  P  d'un  système  de  mesures 
est  a  fois  plus  grande  que  la  précision  P'  d'un  autre  système, 
si  la  probabilité  d'une  erreur  comprise  entre  z  et  z  -k-  dz  pour 
une  mesure  du  premier  système  est  égale  à  la  probabilité  d'une 
erreur  comprise  entre  az  et  'xz  -^  d.rtz  dans  une  mesure  du 
second.  La  condition 

exige  /■:  =  a//  et,  par  suite, 

P  k 

La  précision  d'un  système  d'observations  sera  donc  me- 
surée par  la  valeur  correspondante  le  du  paramètre,  si  l'on 
prend  pour  unité  de  i)récision  celle  d'un  système  dont  le  para- 
mètre serait  égal  à  i. 

Voyons  maintenant  comment  on  peut  calculer  la  valeur 
de  k  qui  répond  à  un  système  de  mesures. 

Plaçons-nous  d'abord  dans  le  cas  oii  les  mesures  portent  sur 
une  grandeur  dont  la  valeur  serait  exactement  connue. 

On  calculera  alors  en  fonction  de  k  l'expression  f{k)  de  la 
valeur  |)robal)lc  d'um.'  |)uissance  quelconque  x'  de  l'erreur;  et. 
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comme,  en  vertu  du  théorème  de  Bernoulli.  sur  un  grand 
nombre  n  d'épreuves,  la  valeur  probable  d'une  quantité  diffère 
peu  de  la  moyenne  arithmétique,  si  l'on  désigne  par 

<?i,  e-i,  .  .  .,  6,1 

les  erreurs  successivement  commises  dans  les  n  observations, 
on  aura  la  relation  approximative 

d'oîi  l'on  déduira  k.  Si,  pour  abréger  l'écriture,  on  représente 
par  S/  le  numérateur  du  premier  membre,  on  trouve  pour  A- 
les  expressions 

^  /'  n  ^  I     n  y  '^  n 

s.v/^'  V'^'  Vw-'  v^sr  •••' 

dont  la  concordance  constitue  une  véritable  vérification  de  la 
loi  de  probabilité  des  erreurs.  Les  deux  premières  sont  les  plus 
simples,  et  l'on  démontre  qu'entre  les  deux  c'est  la  seconde 

(8)  4^  =  - 

2/1-         n 

qui  mérite  le  plus  de  crédit.  M.  Bertrand  fait  connaître  plu- 
sieurs autres  formules  pouvant  remplacer  les  précédentes,  et 
parmi  lesquelles  nous  signalerons  celle-ci  : 


a  A-        n  -r-  2 

qui  est  analogue  à  (8)  et  probablement  plus  exacte. 

"Voici  encore,  pouvant  servir  au  même  objet,  plusieurs  résul- 
tats bien  dignes  de  remarque  à  cause  de  leur  simplicité.  Si  l'on 
groupe  les  observations  deux  à  deux,  en  chargeant  le  hasard 
de  les  associer,  et  que  dans  chaque  groupe  on  choisisse  la  plus 
grande  des  deux  erreurs,  M.  Bertrand  trouve,  pour  les  valeurs 
probables  de  cette  erreur  et  de  son  carré, 


^  et 


u^-i)' 


Si   l'on    groupait    au    hasard    1rs    erreurs    trois    par    trois,  la 


(  ^77  ) 

valeur  probable  du  carié  de  la  plus  grande  des  trois  serait 

v/3' 


etc. 

Les  formules  que  nous  venons  d'indiquer  pour  le  calcul  de  k 
renferment  les  erreurs  vraies,  puisque  nous  avons  supposé  que 
la  grandeur  considérée  était  exactement  connue;  dans  la  pra- 
tique, la  grandeur  considérée  X  n'est  connue  que  par  les  me- 
sures a:-!,  372,  •••i^n  qu'on  en  a  prises.  Comment  alors  cal- 
culer A?  Tout  simplement  en  substituant,  dans  l'une  des  formules 
précédentes,  aux.  erreurs  vraies  qu'on  ne  connaît  pas,  les  erreurs 
présumées,  c'est-à-dire  les  différences  entre  les  mesures  Xi, 
X2,  ....  X/i  el  leur  moj'enne  arithmétique  ^  qui  est  la  valeur  la 
plus  probable  de  X.  Ainsi,  à  la  formule 

■ik-  n 

on  substituera  la  suivante 

^9^  ^1=  n ' 

qui  déterminera  approximativement  le  paramètre. 

Mais  on  peut  faire  un  peu  mieux.  On  déduit  de  (8)  et  (  9),  par 
un  calcul  facile,  la  relation 

I     _     I      n  —  I         2  ^ 

^  ^  lÂ^  ^i  n2d  ^' ^''' 

où  Ci  représente  l'erreur  vraie  X  —  xi  et  d'où    l'on  déduit,    en 
négligeant  le  dernier  terme,  dont  la  valeur  probable  est  nulle, 

1      _     I      /i  —  I 
■j.k(        ik-       n 

D'après  cela,  on  déterminera  finalement  le  paramètre  k  par  la 
formule 

(,„,  4,  =  ^'-"■'-■■■^'^-"">% 

•xk'  a  —  I 

(jui,  depuis  Gauss,  est  adoptée. 

M.  Bertrand  ne  pouvait  manquer  de  signaler  le  point  faible 
de  la  démonstration.  «  Une  grandeur  »,  dit-il,  «  dont  la  valeur 

Ann.  de  Matliemat.,  o"  série,  t.  VII.  (Décembre  1888.)     3j 
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probable  est  petite,  est  certainement  petite  elle-ménje  quand 
elle  est  essentiellement  positive;  mais,  quand  elle  peut,  comme 
ici,  changer  de  signe,  la  valeur  probable  étant  nulle,  cela  prouve 
seulement  que  les  valeurs  positives  ont  même  probabilité  que 
les  négatives.  »  Gela  est  parfaitement  vrai;  mais  il  n'en  résulte 
pas  non  plus  qu'elles  soient  fort  grandes.  C'est  à  l'expérience 
à  décider;  elle  donne  raison  à  Gauss  et  à  ses  adeptes.  D'ailleurs, 
la  formule  (8)  n'est  pas  mathématiquement  rigoureuse,  et  si 
l'on  compare  la  formule  (ro)  à  la  suivante 

r  (ï  — X,  )••  +  ...-:-(? —  .r„)2 

(m  — ,-  = ? 

■2  A:-  n 


que  l'on  déduit  immédiatement  de  (8;  en  substituant  les 
erreurs  présumées  aux  erreurs  vraies,  on  voit  que  la  formule 
(11)  fournira  pour  k  une  valeur  plus  grande  que  la  formule 
(10);  on  risque  donc  moins  en  choisissant  la  relation  (10),  qui 
attribue  au  résultat  une  précision  moindre.  Enfin,  dans  le  cas 
extrême  où  l'on  ne  mesurerait  la  grandeur  qu'une  fois,  la  for- 
mule (11),  ayant  alors  son  numérateur  nul  et  son  dénominateur 
égal  à  I,  est  absurde  :  elle  accuse  une  précision  infinie  alors 
qu'on  n'a  aucune  donnée  sur  la  précision;  la  formule  (10)  est 

plus  loirique,  elle  donne  -• 

Nous  avons  indiqué  comment  la  comparaison  des  diverses 
expressions  que  l'on  peut  employer  pour  calculer  k  permettait 
de  vérifier  la  loi  de  Gauss.  La  vérification  directe  a  été  entre- 
prise, la  première  fois,  par  Bessel;  elle  est  fondée  sur  ce  que, 
dans  une  série  suffisamment  nombreuse  d'observations,  si  l'on 
partage  les  erreurs  en  groupes  bien  définis,  chaque  groupe  se 
présentera,  en  vertu  du  théorème  de  Bernoulli,  un  nombre  de 
fois  à  peu  près  proportionnel  à  sa  probabilité.  Bessel  a  étudié 
470  observations  de  Bradley  portant  sur  les  coordonnées,  au- 
jourd'hui bien  connues,  d'une  même  étoile.  Après  avoir  réduit 
soigneusement  les  mesures  de  ce  «  modèle  des  observateurs  », 
Bessel  a  classé  les  erreurs  par  ordre  de  grandeur;  il  a  compté 
le  nombre  des  erreurs,  tant  positives  que  négatives,  qui  étaient 
renfermées  dans  chacun  des  intervalles  o%o  et  o%i,  o',  i  et 
o*,2,  ...,  et  il  a  comparé  les  nombres  ainsi  obtenus  avec  les 
nombres  probables  que  donne,  pour  les  erreurs  de  chaque 
groupe,  la  formule  de  Gauss.  L'accord  est  plus  satisfaisant  qu'on 
ne  l'eût  espéré.  L'épreuve  a  été  depuis  reiiouvcléo  bien  des  fois. 
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et  toujours  avec  le  même  succès,  pour  diverses  séries  d'obser- 
vations préalablement  purgées  de  toute  erreur  systématique. 

La  loi  de  probabilité  des  erreurs  permet  de  prévoir,  lorsque 
les  épreuves  sont  nombreuses,  tous  les  détails  relatifs  à  la  série 
des  erreurs  commises.  M.  Bertrand  en  donne  des  exemples  in- 
téressants. 

Nous  signalerons  particulièrement  celui-ci  : 

On  a  mesuré  n  fois  une  grandeur  :  tout  est  régulier;  après 
avoir  déterminé  h,  on  calcule  l'erreur  À  telle  que  la  probabilité 
pour  qu'une  erreur  soit  inférieure  à  X  ait  une  valeur  donnée  jo  ; 
puis  on  rejette  toutes  les  mesures  dont  les  différences  avec  la 
moyenne  sont  moindres  que  X,  et  l'on  prend  pour  valeur  ap- 
prochée de  la  grandeur,  au  lieu  de  la  moyenne  générale,  la 
moyenne  des  mesures  réservées,  dont  le  nombre  m  diffère  peu 
de  7ip.  Y  a-t-il  avantage  à  opérer  de  la  sorte?  La  réponse  est 
affirmative  en  supposant,  bien  entendu,  que  ni  soit  un  grand 
nombre.  M.  Bertrand  calcule  la  valeur  probable  du  carré  de 
l'erreur,  et  il  trouve  que,  dans  le  second  cas,  elle  est  multipliée 
par  un  facteur  qui  décroît  sans  limite  quand  X  diminue. 


VIIL  —  Le  tir  a  la  cible. 

A  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  fortuites  se  rattache  la 
formule  de  Bravais  sur  les  erreurs  de  situation  d'un  point. 

La  probabilité  d'une  erreur  comprise  entre  m  et  u  -^  du  pour 
l'abscisse  et  entre  p  et  v  -^  dv  pour  l'ordonnée  d'un  point  a 
pour  expression 

(12)  P  =  ^      \ ^  e-a-=„=-^2W+A'v^)^,i  dv. 

On  est  amené  à  cette  formule  par  l'application  de  la  loi  de  Gauss, 
suivie  de  quelques  transformations  analytiques.  On  en  déduit 
cette  proposition,  énoncée  en  1709  par  Cotes  :  si  plusieurs  po- 
sitions ont  été  obtenues,  qui  méritent  la  même  confiance,  la 
position  la  plus  probable  du  point  sera  le  centre  des  moyennes 
distances  des  positions  obtenues. 

On  peut,  inversement,  prendre  pour  point  de  départ  le  théo- 
rème de  Cotes  considéré  comme  un  poslulatum  et  remonter  à 
la  formule  (  12). 
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Cette  formule  s'applique  à  la  probabilité  des  écarts  dans  le  tir 
à  la  cible. 

La  première  question  à  résoudre  est  alors  la  détermination 
des  valeurs  des  constantes  k,  k' ,  X  pour  un  certain  tireur  et 
pour  une  arme  donnée.  On  y  parvient  de  la  manière  suivante  : 
désignons  par  u  et  v  les  coordonnées  du  point  où  frappe 
la  balle  par  rapport  à  deux  axes  passant  par  le  centre  des 
moyennes  distances  de  tous  les  points  frappés  (mi,(^i),  («2>  '■'2)1  •••) 
{Uni  Vn),  supposés  en  très  grand  nombre  ;  on  exprimera  en  fonc- 
tion des  constantes  k,  k',  h  les  valeurs  probables  de  u-,  v-  et 
de  uv\  puis  on  égalera  ces  expressions  aux  quantités 


A=  -(ar-^...-f-  ul), 

G  =  -  («,l'i-V.  ..-^Un^n); 

n 

on  aura  de  la  sorte,  en  vertu  du  théorème  de  Bernoulli,  des 
relations  suffisamment  approximatives,  d'où  l'on  tirera  les  va- 
leurs 

^'  _  ^'  _  _  A  _  I 

B"  ^  T  ^^  G  "^  2(AG  — B2) 

des  constantes. 

Gela  fait,  si  l'on  pose 

k-  II-  -r-  2 X  MC  -H  u'-  c-2  =  H , 

la  probabilité  pour  que,  pour  l'arme  et  le  tireur  considérés,  une 
balle  tombe  entre  les  deux  ellipses  correspondant  à  H  et  H  -f-  dH 
aura  pour  expression 

Par  suite,  la  probabilité  pour  que  la  balle  frappe  en  dehors  de 
l'ellipse  correspondant  à  une  valeur  Hj  du  paramètre  H  sera 
e-".. 

Les  neuf  ellipses  semblables,  correspondant  aux  neuf  valeurs 

o,io536  0,2231")  0,35669  0.51082 

o,G93i5  0,91329  1,20677  1,609^4 

2,3o359 
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du  paramètre  H,  partageront  le  plan  en  lo  régions,  contenant 
très  vraisemblablement  chacune  le  dixième  du  nombre  des 
balles  tirées.  La  première  de  ces  régions  est  la  plus  petite  de 
ces  ellipses;  la  dernière  est  la  portion  indéfinie  du  plan  située 
au  delà  de  la  plus  grande  ellipse. 

M.  Bertrand  a  appliqué  les  résultats  précédents  à  l'examen  de 
looo  coups  tirés  par  des  tireurs  habiles,  à  200"  de  distance, 
avec  dix  armes  de  même  modèle,  chaque  tireur  tirant  10  coups 
avec  chaque  arme.  Les  nombres  de  balles,  qui  devaient  être 
théoriquement  tous  égaux  à  100  pour  chacune  des  dix  régions, 
ont  été  trouvés  égaux  à 

99,   106,   100,   108,   100,   ii5,  8g,  94,  90,  97. 

L'accord,  comme  on  le  voit,  est  assez  satisfaisant  pour  con- 
firmer la  théorie. 


IX.  —  La  méthode  des  moindres  carrés. 

Dans  le  cas  général,  au  lieu  de  n  mesures  d'une  même  gran- 
deur, on  a  à  considérer  les  valeurs  Tj,  r^,  ...,  r^,  fournies  par 
l'observation,  de  n  fonctions 


/i(U,V,W,...:),     /,(U,V,W,...),     ...,     /„(U,Y,W, 


de  m  inconnues  U,  V,  W,  ....  m  étant  plus  grand  que  n.  L'ap- 
plication immédiate  du  principe  de  la  méthode  des  moindres 
carrés,  c'est-à-dire  la  recherche  des  valeurs  u,  v,  w,  ...,  qui 
rendent  minimum  la  somme  des  carrés  des  résidus 

fi(u,  V,  w,.  .:)  —  ri, 

fliu,  V,W,...\  —  J'i, 


fn(u,  V,  W,...)  —  r, 


conduirait  à  des  calculs  inextricables  sans  une  circonstance 
heureuse  qui  se  présente  toujours  dans  la  pratique,  et  qui 
consiste  en  ce  que  l'on  connaît  d'avance  des  valeurs  appro- 
chées A,  B,  G,  . . .  des  inconnues  U,  V,  W,  . .  .,  telles  que  l'on 
soit  en  droit  de  négliger  les  carrés  et  les  produits  des  diffé- 
rences U  —  A,  V —  B,  W —  G,  ....  que  nous  désignerons  res- 
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pectivement  par  X,  Y,  Z,  ...;  on  a  alors,  en  négligeant  x-, 
j2,  ...,  xy,  xz,  ..., 

et  commeyj(U,  V,  W,'. . .)  est  donné  par  l'observation  et  que 
fi(A,  B,  C,  . . .)  et  ses  dérivées  sont  immédiatement  calculables, 
le  problème  est  ramené  à  la  recherche  des  valeurs  de  x,  y, 
z,  .  . .  qui  rendent  minimum  la  somme  des  carrés  des  n  fonc- 
tions linéaires 

aiX-\-biy-\-CiZ^... —  /j, 

ci'iX  -^  h^y  -\-  C-2Z  -I-  .  .  .  —  /o , 


(i3) 


■3  -f-  .  .  .  l  ,1 , 


où   les  coefficients  a,  b,  c,  . . .  sont  exactement  connus  et  où 
les  quantités  /  résultent  de  l'observation. 

Une  règle  bien  connue  du  Calcul  différentiel  donne,  pour  dé- 
terminer ces  valeurs,  le  système  des  m  équations  à  m  incon- 
nues 

/    [aa]x  -T-  [ably  -i-  [ac]^  -^. . .  =  \_al\, 

(j^)  )  [ab]x  +  [bb]y-^[bc]z-^...^[bll 

[ac]x  -+-  [bc]y  -h  [cc]z  -+-. .  .^=  [cl], 


que  l'on  nomme  équations  normales  et  dans  lesquelles  la  no- 
tation [uv],  empruntée  à  Gauss,  désigne  la  somme 

Ui  i'i-h  lUVi-^.  .  .^  Un  V,i- 

La  règle  pour  former  les  équations  normales  est  fort  simple  : 
on  égale  à  zéro  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant 
chacune  des  fonctions  (i3)  par  le  coefficient  de  x  dans  cette 
fonction;  on  opère  de  même  pourj',  z,  .... 

Il  ne  suffit  pas  de  résoudre  les  équations  normales,  il  faut  en- 
core déterminer  le  degré  de  confiance  à  accorder  aux  valeurs 
ainsi  obtenues. 

Nous  avons  vu  qu'à  toute  série  de  mesures  répondait  une 
valeur  de  paramètre  k  qui  figure  dans  la  loi  des  erreurs  for- 
tuites et  que  la  précision  d'une  mesure  du  système  considéré 
était  proportionnelle  à  A.  Si  A  est  proportionnel  au  degré  de  con- 
fiance, son  inverse   est  au   contraire   proportionnel   à  l'cireur  à 
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craindre;  mais  nous  savons  aussi  que  la  valeur  probable  du 
carré  de  l'erreur  a  pour  expression 

I 

^' 

On  est  ainsi  conduit  à  donner  le  nom  d! erreur  à  craindre  à  la 
racine  carrée  • — -  de  la  valeur  probable  du  carré  de  l'erreur; 

c'est  l'erreur  à  craindre  sur  chacune  des  valeurs  trouvées  pour 
les  inconnues,  qu'il  convient  de  calculer. 

On  s'appuie  pour  cela  sur  un  théorème  dû  à  Gauss  et  qui,  à 
cause  de  son  emploi  fréquent,  mérite  d'être  rapporté,  bien  qu'il 
ne  soit  pas  énoncé  dans  le  livre  de  M.  Bertrand. 

Si  U,  V,  W,  . . .  sont  des  grandeurs  indépendantes  entre  elles 
et  si  u,  c,  w,  . .  .  désignent  respectivement  les  erreurs  à  craindre 
sur  chacune  d'elles,  l'erreur  à  craindre  E  sur  une  fonction  quel- 
conque y(  A,  B,  G,  . .  .  )  de  ces  quantités  a  pour  expression 


En  appliquant  cette  règle  à  l'expression  de  x  en  fonction  de 
/],  ^2»  •  ■  ' -1  In.  que  donne  la  résolution  des  équations  normales, 
on  trou\e,  pour  l'erreur  à  craindre  Ej;  sur  l'inconnue  x, 

E.c  =  £  \Jx'. 

Dans  cette  formule,  s  désigne  l'erreur  à  craindre  sur  les  me- 
sures l\,  4,  ..,,  Ini  et  x'  est  la  valeur  que  donnerait  pour  x  la 
résolution  du  système  obtenu  en  remplaçant  respectivement, 
dans  les  équations  normales,  le  second  membre  de  la  première 
par  I  et  le  second  membre  de  chacune  des  autres  par  zéro. 
Pour^',  c'est  dans  la  deuxième  équation  qu'il  faut  remplacer  le 
second  membre  par  i  ;  pour  z,  c'est  dans  la  troisième,  etc. 

Quant  à  s,  il  peut  se  faire  qu'il  soit  donné  a  priori  par  la 
connaissance  de  l'instrument  employé;  mais  souvent  la  précision 
des  mesures  /j,  ...,  /„  est  inconnue,  et  l'on  est  condamné  à 
l'évaluer  approximativement  a  posteriori  d'après  les  valeurs 
fournies  par  la  méthode  des  moindres  carrés  pour  les  incon- 
nues. On  ado])te  alors  pour  z  la  valeur  donnée  par  la  formule 

(.6,  -l/^T^- 

y    n  —  m 
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où  [AA]  représente  la  somme  des  carrés  des  erreurs  présumées 
des  observations,  c'est-à-dire  la  somme  des  carrés  des  valeurs 
que  prennent  les  fonctions  linéaires  (i3),  lorsqu'on  y  remplace 
x,y,z,  ...  par  les  valeurs  fournies  par  la  méthode  des  moin- 
dres carrés. 

Cette  formule  (i6)  est  la  généralisation  de  la  formule  (lo)  re- 
lative au  cas  où  il  n'y  a  qu'une  inconnue.  Sa  démonstration 
comporte  une  objection  déjà  indiquée  à  propos  de  la  for- 
mule (lOj.  La  critique  est  fondée  :  M.  Bertrand  montre  même 
qu'un  raisonnement  analogue  permettrait  d'obtenir  pour  le 
même  objet  une  infinité  d'autres  formules  infiniment  diffé- 
rentes; mais  il  ne  faut  pas  confondre  l'exactitude  de  la  démon- 
stration avec  celle  de  la  formule,  et  l'on  peut  sans  témérité 
donner  la  préférence  à  la  relation  (i6),  proposée  par  Gauss  et 
adoptée  depuis  par  les  calculateurs  les  plus  compétents. 

Dans  un  Mémoire  dont  certaines  parties  sont  restées  classi- 
ques et  qui  a  pour  titre  :  Theoria  combinationis  ohserva- 
tionum  erroribus  inininii  obnoxiœ,  Gauss,  délaissant  le  point 
de  vue  auquel  il  s'était  placé  dans  le  Theoria  motus,  a  voulu 
affranchir  l'exposition  de  la  méthode  des  moindres  carrés  delà 
connaissance  de  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  fortuites. 

Sans  rien  préjuger  sur  la  forme  de  la  fonction  cp(^)  qui  re- 
présente la  facilité  de  l'erreur  z,  Gauss  donne  le  nom  d'erreur 
à  craindre  à  la  quantité  E  définie  par  la  relation 


E2 


f      z^o{z)ch 


c'est-à-dire  à  la  racine  carrée  de  la  valeur  probable  du  carré  de 
l'erreur  z.  Il  est  clair  que,  si,  dans  un  système  d'observations, 
la  valeur  de  E  est  petite,  toute  erreur  qui  n'est  pas  petite  en  va- 
leur absolue  a  une  probabilité  très  faible,  sans  quoi  la  valeur 
probable  du  cari'é  de  l'erreur  ne  serait  pas  très  petite.  Si,  au 
contraire,  E  est  grand,  l'existence  de  grandes  erreurs  peut  être 
supposée,  leur  probabilité  n'est  pas  petite.  On  peut  donc  re- 
garder a  priori  la  valeur  de  E  comme  donnant  la  mesure  du 
degré  de  confiance  à  accorder  au  système  d'observations  con- 
sidéré. 

En  partant  de  cette  idée,  Gauss  a  été  conduit  à  regarder 
comme  le  meilleur,  non  plus  le  système  de  valeurs  de  x,  y, 
z,  ...  dont  la   probabilité  est  maxima,  mais  le  système  de  va- 
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leurs  de  x,  y,  z,  .  .  .  pour  lesquelles  l'erreur  à  craindre  est  nii- 
nima.  C'est  un  postulatuni  fort  plausible,  mais  c'est  un  pos- 
tulatum  ;  Gauss  d'ailleurs  ne  le  dissimule  pas  :  «  Quod  si  quis 
hanc  rationem  pro  arbitrio,  nulla  cogente  necessitate,  electam 
esse  objiciat,  lubenter  assenliemus.  Quippe  qucslio  ha;c  per 
rei  naturam  aliquid  vagi  implicat,  quod  limitibus  circon- 
scribi  nisi  per  principium  aliquatenus  arbitrarium  nequet.  » 

La  seconde  théorie  s'accorde  d'ailleurs  avec  la  première; 
elle  conduit  à  la  méthode  des  moindres  carrés  et,  en  particu- 
lier, à  la  règle  de  la  moyenne  arithmétique  dans  le  cas  des  me- 
sures réitérées  d'une  même  grandeur.  Les  calculs  de  Gauss 
sont  d'une  élégance  extrême;  les  principes  de  l'Algèbre  élé- 
mentaire sont  seuls  mis  à  contribution  et  toutes  les  formules 
sont  préparées  d'une  manière  explicite  pour  le  calculateur, 
qui  n'a  plus  qu'à  les  mettre  en  nombres  sans  leur  faire  subir 
aucune  transformation. 

Il  nous  reste  à  dire  encore  quelques  mots  sur  la  mo^'enne 
arithmétique.  La  formule  (i5)  montre  que  l'erreur  à  craindre 
E  sur  la  moyenne  arithmétique  de /i  mesures  est  égale  à  l'er- 
reur à  craindre  s  sur  chacune  d'elles  divisée  par  \/n.  Il  résulte 
d'ailleurs  de  la  formule  (lo)  que  t^  est  approximativement 
égal  à  la  somme  [AA]  des  carrés  des  erreurs  présumées  divisées 
par  n  —  i.  On  a  donc  finalement 

I  AAl 


y//i {n  ■ —  I )  • 

Lorsqu'une  même  grandeur  X  a  été  mesurée  par  des  pro- 
cédés diflérents  ou  par  divers  observateurs  munis  d'instruments 
d'inégale  perfection,  on  ne  doit  plus  prendre  la  moyenne  arith- 
métique. Soient  Xi,  x^,  ...,  x„  les  mesures  obtenues,  et  S], 
£2,  ..-,  £«  les  erreurs  à  craindre  correspondantes.  Si  l'on 
cherche  parmi  les  expressions  de  la  forme 

A.  =  Al  ^1  -r-  A 2  X2  -r~  .  .  .  -^  ^^11^ in 

OÙ  les  X  doivent  avoir  une  somme  égale  à  l'unité,  sans  quoi  la 
valeur  à  adopter  ne  serait  pas  exacte  dans  le  cas  où  toutes  les 
mesures  le  seraient,  si  l'on  cherche,  disons-nous,  celle  pour 
laquelle  l'erreur  à  craindre  est  minimum,  on  trouve  pour  la 

37. 
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valeur  à  adopter 

^  _i_  i£? 


c'est  la  moyenne,  prise  en  comptant  les  mesures  Xi,  ...,  a?„ 
comme  répétées  respectivement  un  nombre  fie  fois  égal  à  l'in- 
A'erse  du  carré  de  l'erreur  à  craindre  correspondante. 

Le  facteur  —  se  nomme  le  poids  de  l'observation  correspon- 
dante X.  On  voit  par  la  formule  ci-dessus  que  /■  observations 
semblables  équivalent  à  une  seule  observation  dont  le  poids 
serait  /■  fois  plus  grand. 

Cette  notion  de /)OiV/i',  telle  que  nous  venons  de  l'établir,  est 
indépendante  de  la  forme  de  la  loi  des  erreurs  fortuites.  Quand 
on  considère  la  loi  de  Gauss,  le  poids  est  proportionnel  à  k^. 
La  précision  ne  saurait,  au  contraire,  être  définie  avec  rigueur 
que  si  la  loi  de  probabilité  revêt  une  forme  spéciale;  M.  Ber- 
trand démontre  que  la  facilité  de  l'erreur  0(0)  doit  avoir  pour 
expression 

(1(1  [ji  H-  i  est  pair.  On  tombe  sur  la  loi  de  Gauss  pour  jjl  =  i. 

X.  —  Les  fausses  applications  du  Calcul  des  probabilités. 
Conclusions. 

Les  deux  derniers  Chapitres  se  rapportent  à  la  Statistique 
et  aux  probabilités  des  décisions  judiciaires.  Ils  sont  relative- 
ment fort  courts;  leur  véritable  objet  est  d'achever  de  mettre 
en  pleine  lumière  cette  pensée  originale  qui  est  l'idée  maî- 
tresse de  l'œuvre  :  l'application  du  Calcul  des  probabilités  n'est 
légitime  que  pour  les  événements  fortuits  assimilables  à  une 
série  de  tirages  dans  une  urne;  autant  vaut  l'assimilation,  au- 
tant valent  les  conséquences. 

C'est  pour  avoir  méconnu  ou  plutôt  ignoré  cette  vérité  fon- 
damentale que  tant  de  bons  esprits  se  sont  livrés  à  des  re- 
cherches chimériques  et  se  sont  engagés  dans  des  routes  sans 
issue. 

Une  première  condition,  évidemment  nécessaire  pour  l'assi- 
milation,   est    l'invariabilité    approchée    du   rapport   entre   le 
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nombre  des  événements  et  le  nombre  total  des  épreuves;  mais 
elle  ne  suffit  jjas.  Ce  rapport  constant  ne  fait  connaître  que  la 
composition    de    l'urne;    il    faut  encore    que    les    probabilités 
d'écart  soient  les  mêmes. 

Prenons  un  exemple  : 

Les  Tables  de  mortalité  montrent  que  sur  loooo  individus 
âgés  de  3o  ans,  5oo  environ  survivent  35  ans  après.  D'autre 
part,  si  dans  une  urne  qui  contient  une  boule  blanche  et  une 
i)Oule  noire,  on  effectue  loooo  tirages  en  remettant  chaque 
fois  la  boule  sortie,  on  amènera  environ  5ooo  fois  la  boule 
blanche.  Y  a-t-il  assimilation?  Non  certes.  Les  nombres  com- 
parés dilTèrent  peu  de  jooo,  v'oilà  tout.  Mais,  dans  le  premier 
cas,  l'écart  est  complètement  inconnu;  dans  l'autre,  il  est 
soumis  à  des  lois  précises.  On  peut  affirmer  que,  si  l'on  répèle 
un  grand  nombre  de  fois  la  série  des  loooo  tirages,  la  valeur 
moyenne  de  l'écart  sera  40;  mais,  pour  un  grand  nombre  de 
groupes  de  loooo  hommes,  la  moyenne  générale  des  décès  étant 
égale  à  5ooo,  qui  oserait  affirmer  que  la  moyenne  des  écarts 
n'atteindra  pas  100? 

L'assimilation  la  plus  téméraire  qu'on  ait  jamais  faite  est  as- 
surément celle  des  jurés  à  des  urnes.  î\"i  les  principes  ni  les 
conclusions  de  Gondorcet  ne  sont  acceptables.  Aussi  voit-on 
tour  à  tour  Laplace  rejeter  les  résultats  do  Gondorcet,  Poisson 
écarter  ceux  de  Laplace,  tandis  que  Arago  ne  craint  pas  d'af- 
firmer à  la  Ghambre  des  Députés,  à  propos  d'une  loi  sur  le  jury, 
que  les  nombres  de  Laplace  sont  aussi  certains  que  la  parallaxe 
du  Soleil!  Gournot  va  même  jusqu'à  calculer,  pour  un  tribunal 
de  trois  juges,  la  probabilité  pour  chacun  d'eux  de  ne  pas  se 
tromper  dans  une  cause  qui  leur  est  soumise! 

M.  Bertrand  fait  bonne  justice  de  ces  étranges  tentatives.  Le 
récit  est  piquant;  mais  on  ne  voit  pas  sans  tristesse  des  hommes 
éminents,  des  savants  distingués,  se  livrer  ainsi  à  des  calculs 
stériles  dont  Stuart  Mill  a  pu  dire,  non  sans  raison,  qu'ils 
étaient  le  scandale  des  Mathématiques. 

Notre  tâche  est  terminée.  Nous  l'aurions  remplie  à  notre 
satisfaction,  si  nous  étions  parvenu  à  inspirer  à  nos  lecteurs  le 
désir  de  mieux  connaître  ce  Livre  si  remarquable  par  l'élévation 
des  idées,  par  la  finesse  des  aperçus,  par  une  critique  ferme  cl 
incisive. 

Quelques  passages  eussent  gagné  à  être  un  peu  condensés. 
Mais,  si  c'est  là  un  défaut,  il  se   trouve  largement  compensé 
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par  les  termes  charmants  en  lesquels  ces  choses-là  sont  mises. 
L'agrément  du  style  n'est  pas  la  moindre  qualité  de  l'Ouvrage, 
et  nous  ne  saurions  résister  au  plaisir  d'ajouter,  en  finissant, 
quelques  extraits  : 

«  S'il  pleut  un  jour  entier  sur  la  place  du  Carrousel,  tous  les 
pavés  seront  également  mouillés.  Sous  une  forme  simplifiée, 
mais  sans  en  rien  retrancher,  c'est  là  le  théorème  de  Bernoulli. 
Il  pourrait  se  faire  assurément,  lorsque  tout  autour  la  pluie 
tombe  à  torrents,  qu'un  certain  pavé  restât  sec.  Aucune  goutte 
n'a  pour  lui  de  destination  précise;  le  hasard  les  disperse,  il 
peut  les  porter  toutes  sur  les  pavés  Aoisins,  personne  ne  le  sup- 
posera sérieusement.  Le  hasard  a  des  caprises;  jamais  on  ne 
lui  vit  d'habitudes.  Si  mille  gouttes  tombent  sur  mille  pavés, 
chaque  pavé  n'aura  pas  la  sienne;  s'il  en  tombe  mille  millions, 
chaque  pavé  recevra  son  million  ou  bien  peu  s'en  faudra. 

M  Les  grands  nombres  régularisent  tout.  La  moyenne  de  tous 
les  écarts  peut  être  prédite  avec  confiance.  La  même  certitude 
s'attache  à  la  moyenne  des  carrés  des  écarts,  de  leurs  cubes,  de 
leurs  quatrièmes  puissances...    ». 

«  Beaucoup  de  joueurs,  préoccupés  de  cette  régularité  né- 
cessaire dans  les  moyennes,  cherchent,  dans  les  coups  qui  pré- 
cèdent celui  qu'ils  vont  jouer,  une  indication  et  un  conseil.  Ce 
n'est  pas  bien  entendre  les  principes.  La  Science,  à  ces  chimères, 
ne  reste  pas  sans  réponse.  Mais  la  décision  du  bon  sens  suffit; 
elle  est  nette  et  claire;  à  quoi  bon  la  traduire  en  Algèbre?  Le 
préjugé  est  opiniâtre;  les  géomètres  perdraient,  à  le  combattre, 
leur  temps  et  leurs  formules. 

»  L'illusion  repose  sur  un  sophisme;  on  allègue  la  loi  de 
Bernoulli  comme  certaine;  elle  n'est  que  probable.  Sur  20000 
épreuves,  dit-on,  à  la  roulette,  la  noire  ne  peut  pas  sortir  plus 
de  io5oo  fois;  l'assertion  de  la  Science  est  formelle.  Si  les 
loooo  premières  parties  ont  donné  6000  noires,  les  loooo  sui- 
vantes ont  donc  contracté  une  dette  envers  la  rouge.  On  fait 
trop  d'honneur  à  la  roulette;  elle  n'a  ni  conscience  ni  mémoire. 
En  supposant  qu'à  une  rencontre  inouïe  succédera,  pour  la  sé- 
parer, un  nouvel  écart  de  la  règle,  on  n'eftace  pas  l'invraisem- 
blance, on  la  redouble.  » 

Eugène  Bouché. 
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AGRÉGATION  DES  SCIEXCES  MATHÉMATIOIES 
(C0\C01RS  DE  1888). 


Mathématiques  élémentaires. 

Soient  deux  points  A  et  A',  et  deux  droites  D  et  D' parallèles 
à  AA'  et  équidistantes  de  cette  droite  : 

1°  Démontrer  qu'à  tout  point  P  pris  sur  la  droite  D  corres- 
pond un  point  P'  pris  sur  la  droite  D',  tel  que  la  droite  PP' 
soit  tangente  aux  cercles  S  et  S'  circonscrits  l'un  au  triangle 
PAA',  l'autre  au  triangle  P'AA'; 

2°  Trouver  le  lieu  décrit  par  la  projection  de  chacun  des 
points  A  et  A'  sur  la  droite  PP'; 

3°  Construire  les  droites  PP'  qui  passent  par  un  point 
donné  Q; 

4°  Démontrer  que  les  cercles  S  et  S'  se  coupent  sous  un 
angle  constant  ; 

5°  Soit  O  le  milieu  du  segment  AA',  étudier  les  variations  de 
l'angle  POP'. 

Mat  hé  mat  icj  lies  spéciales. 

On  donne  un  ellipsoïde  S  et  deux  points  P  et  P'.  et  on  con- 
sidère les  ellipses  C  et  G'  suivant  lesquelles  l'ellipsoïde  est 
coupé  par  les  plans  polaires  des  points  P  et  P'  : 

i"  Démontrer  que  les  coniques  C  et  C,  et  les  points  P  et  P' 
sont  situés  sur  une  quadrique  2,  qui  est  en  général  unique; 

2°  Discuter  cette  quadrique  en  supposant  que  le  point  P'  se 
déplace  dans  l'espace,  le  point  P  et  l'ellipsoïde  S  restant 
fixes; 

3'  Les  points  P  et  P'  étant  supposés  fixes  et  situés  de  façon 
que  la  quadrique  2  soit  indéterminée,  trouver  le  lieu  du  centre 
de  cette  quadrique; 

/i"  En  supposant  que  les  points  P  et  P'  se  déplacent  de  façon 
que  la  quadrique  2  soit  une  sphère,  trouver  la  surface  enve- 
loppe E  de  cette  sphère  : 
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5"  Peut-on  déterminer  un  point  A,    tel    que   la    transformée 
par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  surface  E,  en  prenant  le 
point  A  pour  pôle,  soit  un  cône  du  second  degré? 


Composition  sur  l'Analyse  et  ses  applications 
géométriques. 

Théorie.  —  Démontrer  que,  si  l'aire  d'une  portion  continue 
de  surface  S  limitée  par  un  contour  fermé  et  donné  est  la  plus 
petite  possible,  la  somme  des  rayons  de  courbure  principaux 
est  nulle  aux  divers  points  de  la  portion  de  surface  consi- 
dérée. 

Définition  des  surfaces  minima.  —  Intégration  de  leur  équa- 
tion aux  dérivées  partielles.  —  Formules  de  Monge.  —  For- 
mules de  M.  Weierstrass. 

Application.  —  Trouver  la  surface  minima  réelle  qui  admet 
pour  ligne  géodésique  la  cycloïde  définie  en  coordonnées  rec- 
tangulaires par  les  équations 

,r  =  a(p — -sine),         J'  =  <^(i — cosi^),  :;  =  o  ; 

1°  Indiquer  la  forme  de  la  surface  :  montrer  que  le  plan  des 
xy  est  un  plan  de  symétrie  et  que  les  tangentes  à  la  cycloïde 
en  ses  points  de  rebroussement  sont  des  axes  de  symétrie  de 
cette  surface; 

3°  Montrer  que  la  surface  peut  être  coupée  par  une  infinité 
de  plans  suivant  des  paraboles  du  second  degré; 

4°  Former  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  de 
la  surface.  Démontrer  qu'un  plan  perpendiculaire  à  la  base  de 
la  cycloïde  et  à  égale  distance  de  deux  points  de  rebroussement 
consécutifs  de  cette  courbe  coupe  la  surface  suivant  une  ligne 
de  courbure. 


Composition  de  Mécaniciue  rationnelle. 

Théorie.  —  Les  équations  du  mouvement  d'un  système  ma- 
tériel étant  supposées  mises  sous  la  foime  canonique,  montrer 
comment  Jacobi  a  ramené  l'intégration  de  ces  équations  à  la 
recherche  d'une  intégrale  complète  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre. 
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Application.  —  Étant  donné  un  hjperboloïde  à  une  nappe 
représenté  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 


y' 


h'- 


-  =  I, 


où  l'on  suppose  a  <ib,  déterminer  le  mouvement  d'un  point 
matériel  non  pesant  dont  la  masse  est  égale  à  l'unité,  qui  est 
assujetti  à  rester  sur  la  surface  de  l'hyperboloïde  et  qui  est  at- 
tiré vers  le  centre  par  une  force  égale  au  produit  d'une  con- 
stante w2  par  la  distance  du  mobile  au  centre.  A  l'instant  initial, 
le  mobile  est  situé  dans  le  plan  des  xz  à  la  distance  b  du  cen- 
tre, et  sa  vitesse  Vq  est  parallèle  à  l'axe  des  y. 

Discuter  les  diverses  formes  que  peut  affecter  la  trajectoire 
suivant  les  valeurs  de  Vq\  indiquer  notamment  les  lignes  de 
courbure  de  l'hyperboloïde  entre  lesquelles  elle  est  comprise. 

On  déterminera  la  position  du  mobile  sur  l'hyperboloïde  à  une 
nappe  à  l'aide  des  coordonnées  elliptiques  X  et  jj.  définies  par 
les  deux  équations 

X'  y'^  z- 


1  -h  a-         À  —  b'        X  —  c- 


«2  —  ,x    '    b-  —  [JL        c-  -f-  ;-t 

en  supposant 

c-  <  X         et         a-  <  u  <  b- 
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